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SIMMETRIZZAZIONI DI UNA CATEGORIA

FRANCO PARODI *)

PARTE I

PREMESSE GENERALI

Introduzione.

Lo scopo di questa parte I è quello di porgere al lettore alcune

premesse di carattere generale relative a questioni di algebra delle cate-
gorie, alcune note, altre originali, che verranno utilizzate nella parte II,
alla quale farà seguito po  una parte III. Si è ritenuto opportuno, per
comodità del lettore, riportare alcune dimostrazioni di proposizioni che,
pur note, sono sparse in vari lavori sull’argomento. Si introducono inol-
tre in questa parte le nozioni &#x3E;di « quadrato V -esatto» e « quadrato
Â -esatto» con relat ve proprietà.

Chiudono infine questa parte le caratterizzazioni di Equalizzatore,
Coequalizzatore, Pull~Back e Push-Out nelle categorie degli insiemi, de-
gli Spazi Topologici ed in categorie Abeliane, e l’illustrazione, mediante
opportuni esempi, di alcune anomalie che si presentano nella categoria
degli insiemi e degli spazi topologici.

*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Università di Genova, Via L. B.
Alberti, 4, 1~6132 Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei programmi di ricerca matematica del C.N.R.

(Contratto di ricerca n. 13).



186

Tutti gli enunciati di questa parte I si riferiscono ad una generica
categoria 0 sulla quale non si fa alcuna ipotesi specifica, salvo esplicito
avviso; ciascuna proposizione ammette l’ovvio enunciato duale del quale
ometteremo in genere l’esplicita formulazione.

Useremo la notazione antilessicografica per indicare la composi-
zione di mappe consecutive di 0:

« epic » indicherà cancellabile a destra,
« monic » indicherà cancellabile a sinistra.

Siano ~p : X ~ A, ~ : X -~ B mappe di 0 ed esista il prodotto
A X B, noteremo ( p, ~ } la mappa che rende commutativo il diagramma
seguente in cui 1tA , 1tB sono le proiezioni del prodotto sui fattori:

Siano p : ~t-~X, o-:~2013&#x3E;X mappe di8 ed esista la somma A+B
(coprodotto), noteremo (p, (j) la mappa che rende commutativo il dia-

gramma seguente in cui LA, LB sono le iniezioni di A e B nella somma:
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DEFINIZIONE 1.1. Una mappa ~, : A’ -~ A è un monomorfismo 1)
se

1) ~.L è monic

2) per ogni quadrato commutativo

con E epic, esiste una mappa -a (necessariamente unica) tale che il dia-

gramma seguente commuti

DEFINIZIONE 1.1 ~. Una è un epimorfismo se

1) E è epic
2) per ogni quadrato commutativo

con v monic, esiste una mappa (necessariamente unica) tale che il dia-

gramma seguente commuti 
-

PROPOSIZIONE 1.1. Se e sono monomorfismi
allora la loro composizione A2 ~ A1-a A è un monomorfismo.

1) La presente definizione è di P. Arduini per ulteriori dettagli vedi [1].
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PROPOSIZIONE 1.2. Se la composizione AZ ~--~ A1--~ A è un mono-
morfismo, allora è un monomorfismo.

PROPOSIZIONE 1.3. Un epic monomorfismo è un isomorfismo.

PROPOSIZIONE 1.4. Una coretrazione è monomorfismo.

OSSERVAZIONE 1.1. Nelle seguenti categorie monomorfismi sono
tutte e sole le inclusioni di ordinari sottospazi:
- Insiemi ordinati - Lattici (con morfismi di lattici) - Gruppi - Spazi

topologici - Spazi uniformi - Gruppi topologici - Spazi compatti.

OSSERVAZIONE 1.2. Ogni monic è monomorfismo nella categoria
~ se 0 è:
- la categoria degli insiemi - la categoria dei gruppi - una categoria

esatta (in particolare Abeliana).

DEFINIZIONE 1.2. Si dice che una mappa (p : A-~B ammette fat-
torizzazione epic-mono se esistono s : A -~ X X -~ B monomor-

fismo tali che

l;Ullll11Ull.

Diremo che la coppia di mappe s : A ~ X, l1 : X ~ B è una fat-

torizzazione epic-mono di cp : A ~ B.

DEFINIZIONE 1.2*. Si dice che una mappa ammette

fattorizzazione epi-monic se esistono s : A ~ X epimorfismo, t1 : X --~ B

monic tali che

commuti.

Diremo che la coppia di X - B è una fat-
torizzazione epi-monic di cp : A -~ B.
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PROPOSIZIONE 1.5. Se la mappa ammette fattorizza-

zione epic-mono, questa è individuata univocamente a meno di isomor-
fismi.

DIM. Siano e ~’:A~X’, due

fattorizzazioni epic- mono di p.
Consideriamo il quadrato commutativo seguente:

Poichè 11’ monomorfismo ed E epic, ~.1 monomorfismo ed F-’ epic, esiste

un’unica mappa (1: X ~ X’ ed esiste una unica mappa p : X’ ~ X
tali che

commuti.

Dalle eguaglianze essendo E ed F-’ epic
si ha cp= 1 e 

Indicheremo un quadrato del tipo

con la notazione (cp, B~J; p, o-).
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DEFINIZIONE 1.3. Un quadrato (cp, B~J; ~’, cp’) è Push-Out se

1) (cp, B~J; 4/, cp’) è commutativo

2) qualunque sia (cp, a, ~3) commutativo esiste una ed una
sola mappa 1t che rende commutativo il diagramma:

DEFINIZIONE 1.3*. Un quadrato (a’, p’; p, 0-) è Pull-Bak se

1) (p’, ~’; p, 0") è commutativo

2) qualunque sia (a, 03B2; p, ~) commutativo esiste una ed una sola
mappa r, che rende commutativo il diagramma:
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PROPOSIZIONE 1.6. Se (p, ~; p’) e (p, ~; ~/’, t~"~ sono Push
Out, allora esiste uno ed uno solo isomorfismo a che rende commuta-
tivo il diagramma

DIM. Poichè (cp, ~; ~~, è Push Out e (Cp, ’(p~~) è Push
Out, quindi commutativo, esiste ed è unica la mappa a : P ~ Q tale

Poichè (cp, ~; ~", cp") è Push Out e (cp, ~; ~’, cp’ è Push Out,
quindi commutativo, esiste ed è unica la mappa p : Q ~ P tale che

p~" = ~’ e Possiamo allora considerare il diagramma com-
mutativo :

Poichè anche la mappa 1 : P a P rende commutativo il diagramma
e (~p, ~; ~J’ , p’) è Push Out, si ha 

Si prova analogamente che up= 1.
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PROPOSIZIONE 1.7. Se (cp, ~; cp’) è Push Out, allora (B~J, cp;

p’, ~’) è Push Out.

PROPOSIZIONE 1.8. Sia dato

dove (cp, x; x’, cp’) è Push Out e (~¡, x’; x", ~¡’) è Push Out, allora il

quadrato composto x; x", è Push Out.

DIM. x; x", ovviamente commutativo essendo com-
mutativi (cp, x; x’, cp’) e (~, x’; x", ~’).

Sia dato (~¡q&#x3E;, x; oc, ~3) commutativo, consideriamo il diagramma

Poichè ovviamente (cp, x; j3) è commutativo e (cp, x; x’ cp’) è Push
Out, esiste una ed una sola p : P 2013&#x3E; X che rende commutativo il dia-

gramma ; ma allora (~, x’; a, p) è commutativo e poichè (B~;, x’; x", ~’)
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è Push Out, esiste una ed una sola x : Q - X che rende commutativo
il diagramma.

Se poi 7t’ : Q ~ X è tale che e 7t’tI/ ~&#x3E;’ = B, si ha allora la

relazione R’y’X’=R’X"t=ay che assieme a porge, grazie al-

l’unicità di p, R’y’=p e questa assieme porge, grazie all’uni-
cità di 7t, 7t =7t’.

PROPOSIZIONE 1.9. Sia dato

sono Push Out; allora (419, Pa; ~"cp") è Push Out.

DIM. t banale conseguenza delle proposizioni 1.7, 1.8.

PROPOSIZIONE 1.10. Sia (cp, E; E’ cp) Push Out

se s : C -~ B è epic, allora F-’ : A ~ P è epic.

DIM. Siano x, ~, tali che XE’ = ÀE’, allora per la commutatività

di (p, s; s’, 9’) si ha
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ed essendo E epic 
Posto allora 0 - xg’= si ha il diagramma commu-

tativo seguente

ma essendo (cp, E; ~’, cp’) Push Out è unica la mappa P -~ X che rende
commutativo il diagramma quindi x = À.

PROPOSIZIONE 1.11. Sia (cp, E; E’, cp’) Push Out

se E : C - B è epimorfismo allora E’ : A - P è epimorfismo.
DIM. Intanto è F-’ epic poiché e epic (Prop. 1.10).
Sia poi (a, e~; &#x3E;, ~3) commutativo con &#x3E; monic; consideriamo il

diagramma: ,
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si ha s; &#x3E;, commutativo con &#x3E; monic, allora essendo E epi-
morfismo esiste p : ~ 2013&#x3E; X’ tale che il diagramma commuti. Risulta cos
(cp, s; ,a, p) commutativo e poichè (cp, E; E~ cp’) Push Out esiste

7t : P ~ X’ tale che e Resta da provare che anche

per avere che il diagramma è commutativo e quindi F-’ è epi-
morfismo : ma ~,’ è epic quindi 

PROPOSIZIONE 1.12. Sia (cp, cp’) Push Out,

se (.1: C 2013&#x3E; B è una coretrazione, allora (.1’ : A -+ P è una coretrazione.

DIM. Se (.1: C 2013&#x3E; B è una coretrazione esiste E : B -~ C tale che

allora consideriamo il diagramma:

risulta (cp, 1, pE) commutativo allora, poichè (cp, pt; cp’ è Push

Out, esiste 1t : P -&#x3E; A tale che il diagramma commuti. In particolare si

avrà quindi è coretrazione.

OSSERVAZIONE 1.3. La proposizione precedente (1.12) non è più
vera in generale se supponiamo C 2013&#x3E; B sia monomorfismo an-
zichè coretrazione (per un esempio vedi [ 1 ] ).



196

PROPOSIZIONE 1.13. Se il quadrato

è commutativo e ~ e p sono isomorfismi, allora è Push Out.

DIM. Sia (cp, ~; ,(1." ~3) commutativo se esiste n tale che

sia commutativo si ha in particolare e poichè p è isomorfismo
.

Consideriamo la mappa P -&#x3E; X essa è tale che e

c~p"~=c~(p~~=P~’~==p pertanto rende commutativo il diagramma.
Si osservi che è stato sfruttato il fatto che nelle nostre ipotesi

p-1~=cp~-1 infatti 

COROLLARIO. Sia y isomorfismo (cp, 1, è Push Out.

PROPOSIZIONE 1.14. Sia (~, ~¡") Push Out allora B~J’ e B~J"
sono coretrazioni.

D I M. (KiJ, ~; 1, 1) è ovviamente commutativo; allora, essendo

(~, ~J; t~~’, ~") Push Out, esiste -n tale che il diagramma
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sia commutativo quindi m~J’ == 1, ~B~J" == 1.

PROPOSIZIONE 1.15. La mappa : E C --~ A è epic se e solo se

(E, E; 1, 1) è Push Out.

DIM. Sia E epic, (E, E; 1, 1) è commutativo. Sia dato (E, a; a, P)
commutativo, il diagramma

è commutativo infatti poichè s : C - A è epic da segue o~ _ ~3.
Se poi n: A --~ X è tale da rendere commutativo il diagramma allora

==’7t.

Viceversa sia (E, E; 1, 1) Push Out e siano tali che 

allora (E, e; a, ~3) è commutativo per cui esiste x : A --~ X tale che

a=’7tl ==7t, a==7tl ==1t quindi cx.==7t==~, quindi E è epic.
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PROPOSIZIONE 1.16. Sia dato il diagramma commutativo

se (cp, ~; t~;’, cp’) è Push Out, allora (p, 0"; ~’, è Push Out.

DIM. (p, 0’; cp’) è commutativo per ipotesi. Sia dato

(p, 0-; a, ~3) commutativo

il quadrato (p, a, P) è commutativo ovviamente; allora poiché
(cp, ~/, p’) è Push Out, esiste una ed una sola mappa -n : P - X che
rende commutativo il diagramma e questo prova che (p, a; ~’, cp’) è
Push Out.

COROLLARIO. Siano (p, ~; cp’) Push Out, (p, ~r; ~’, cp’) Pull
Bak, allora (p, a~; ~’, p’) è Push Out.
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PROPOSIZIONE. 1.17. Sia dato il diagramma commutativo

dove s epic e (p, ~; ~’, p’) Push Out, allora (cp, ~; a’, p’) è Push Out.

DIM. (cp, ~’, p’) è commutativo per ipotesi. Sia dato

(cp, a, ~3) commutativo

risulta (p, 0"; ~a, ~3) commutativo infatti ed essendo
E epic ap = 03B2o-.

Allora poichè (p, 0-; a’, p’) è Push Out esiste una ed una sola
’7t : P 2013&#x3E; X che rende commutativo il diagramma.
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DEFINIZIONE 1.4. Siano date due mappe cp : A --~ B, ~ : A -~ B
a : B -~ C dicesi coequalizzatore di cp se:

1) 

2) comunque dato B : B - X tale che esiste ed è unica
la mappa R : C - X tale che

commuti.

DEFINIZIONE 1.14*. Siano date due mappe cp : A -~ B, ~ : A -~ B
a : E 2013~ A dicesi equalizzatore di cp e ~ se:

1) 

2) comunque X --~ A tale che esiste ed è unica

la mappa x : X 2013&#x3E; E tale che

commuti.

PROPOSIZIONE 1.18. Siano date p : A -+ B, ~ : A --~ B; se

a : B - C e a’ : B -~ C’ sono coequalizzatori di cp e B~J, allora esiste uno
ed uno solo isomorfismo a : C -+ C’ tale che il diagramma commuti:
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PROPOSIZIONE 1.19. Siano date p:A-~B,~:A2013&#x3E;Bsea:B-~C
è coequalizzatore allora a è epimorfismo.

DIM. Proviamo intanto che cc è epic; siano date due mappe p,

a- : C - X tali che pa = consideriamo il seguente diagramma commuta-
tivo, dove 

essendo a : B 2013&#x3E; C coequalizzatore è unica la mappa C - X tale che il

diagramma commuti, quindi 
Sia dato poi il quadrato commutativo

con ~.1 monic; consideriamo il diagramma

dalla commutatività del quadrato e dal fatto che si ha
e poichè 03BC è monic Bq=By.

Allora poichè a : B &#x3E; C è coequalizzatore di cp e ~ esiste 7c : C -~ X’
tale che 

Il diagramma
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è allora commutativo infatti quindi essendo a

epic.

PROPOSIZIONE 1.20. Sia dato

(-9, ~; ~ cp’) è Push Out se e solo se ( ~’, ~&#x3E;’) : ~+B-~P è coequa-
lizzatore di e LBW.

DIM. Sia p’) coequalizzatore di L_4q&#x3E; e intanto (p, 9,)
è commutativo infatti ~J/p==(~/, 9’)LB~=P4J. Sia dato poi
(p, a, 03B2) commutativo consideriamo il diagramma:

osserviamo che e poichè (B~J’, (p’) è

coequalizzatore di LA9 e allora esiste una ed una sola mappa
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1t : P - X tale che cp’ ~ _ ~ o~, da cui segue che 1t è l’unica

mappa P - X tale che

Se invece (cp, 15; cp’) è Push Out tale che

allora consideriamo il diagramma:

poichè (cp, ~; ytA, yiB) è commutativo esiste una ed una sola map-
pa 11;: P - X tale che 

’1t( B~J’, ep’ )tB=ytB da cui 11; è l’unica mappa P - X tale che ’1t( ~’, cp’ ~ =y.
PROPOSIZIONE 1.21. Sia dato

dove ~’, cp’) è Push Out, allora ~ ~’, è epimorfismo.
DIM. È conseguenza immediata delle proposizioni 1.19, 1.20.
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PROPOSIZIONE 1.22. Sia dato

dove ~; w’, p’) è Push Out e (~ ~’, 9’), (1, 1); ~3, a) è Push Out,
allora a è coequalizzatore di cp e B~J.

DIM. Sia dato tale che consideriamo il dia-

gramma : y
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il quadrato (cp, ~; y, y) è commutativo, allora essendo (cp, ~; ~’, P,)
Push Out esiste una unica mappa p : P ~ X tale che pB~J’ == y e 

Si ha allora che cp’ ) _ ~y ( 1, 1 ~ infatti

pertanto il quadrato ,p’ ), ( 1, 1 ); p, y) è commutativo, allora es-

sendo (~ ~’, cp’ ) ( 1, 1 ); 03B2, a) Push Out esiste una ed una sola mappa
1t : C ~ X tale che 1tø == p e 

Si vede poi facilmente che 1t: C - X è l’unica mappa tale che
infatti se 1t’ : C ~ X è tale che allora

quindi ~’~3 = P e infine 1t’ = 7t.
Ciò prova che a : B -+ C è coequalizzatore di cp e B~J.

OSSERVAZIONE 1.5. Le proposizioni 1.20, 1,22 provano che se e
è una categoria in cui per ogni coppia di oggetti esiste la somma, al-
lora sono equivalenti le due proprietà:

1) per ogni coppia di mappe

esiste (p, ~; ~’, cp’) Push Out (la categoria è dotata di Push Out);

2) per ogni coppia di mappe p, a : X 2013&#x3E; Y esiste coequalizzatore
(la categoria è dotata di coequalizzatore).
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DEFINIZIONE 1.5. Il quadrato (cp, p, 0-) dicesi V -esatto se

1) (cp ,c~; p, 0") è commutativo;
2) esiste (cp, ~; ~’, cp’) Push Out ed è monomorfismo la mappa

1C che rende commutativo il diagramma:

DEFINIZIONE 1.5*. Il quadrato (cp, p, 0") dicesi /~ -esatto se

1) B~;; p, 0") è commutativo;

2) esiste (~’, p’; p, o-) Pull Bak ed è epimorfismo la mappa che
rende commutativo il diagramma:

PROPOSIZIONE 1.23. Ogni Push Out è V-esatto.

PROPOSIZIONE 1.24. Sia (cp, B~;; p, o~) V-esatto, ~ monomorfismo
e (,p, B~J; c~’, 9’) Push Out, allora a è monomorfismo se e solo se ~’ è
monomorfismo.
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PROPOSIZIONE 1.25. Sia 0 una categoria con Push Out. Comun-
que dato

con (~&#x3E;, x; ç, p) V-esatto e (~, ~; -~, cr) V -esatto, il quadrato composto
(B~J~&#x3E;, X; 1;, Jp) è V -esatto se e solo se comunque dato

(~a, ~.L; p’, a’) Push Out e ~.L monomorfismo, pt’ è monomorfismo.

DIM. Sia dato (a, pt; p.,’, a’) Push Out e pi monomorfismo, consi-
deriamo
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(1, 1; tl, è V -esatto essendo monomorfismo (ovvio!), (a, ~,; 1:1’, a’)
è V -esatto essendo Push Out; allora nelle nostre ipotesi il quadrato

1; ~.1’, a’l:1) è V -esatto, pertanto

poichè 1; a, 1) è Push Out, (1’ : X - P che rende commutativo il

diagramma è monomorfismo.

Viceversa ’ sia dato

con (p, X; ~, p) V -esatto e (~, ~; V -esatto, consideriamo il dia-

gramma seguente
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dove sono:

(~&#x3E;, x; x’, cp’) Push Out e v che rende commutativo il diagramma
monomorfismo essendo (ep, X; ~, p) V-esatto,

x ; x", ~’) Push Out, (~’, ~~; 4j") Push Out e allora nelle
nostre ipotesi 1-1’ monomorfismo essendo 1-1 monomorfismo.

Risulta allora per la proposizione 1.8 x; x", B~J’ep’) Push Out
e v che rende commutativo il diagramma monomorfismo essendo

(~, ~; T, cr) V -esatto, inoltre sempre per la proposizione 1.8 (~cp, x; X", 
è Push Out e la mappa Q - F che rende commutativo il diagram-
ma è monomorfismo essendo composta di monomorfismi, ciò prova che
(Wep, X; ’t, 0’P) è V -esatto.

DEFINIZIONE 1.6. Un quadrato (ep, ~¡; p, cr dicesi esatto se esso
è V-esatto e /~ -esatto.

PROPOSIZIONE 1.26. Se (cp, ~; p, 0-) è esatto, (p, L~J’, Push
Out e (er’, p’; p, o-) Pull Bak, allora (a’, p’; ~’, cp’) è tanto Push Out
che Pull Bak
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DIM. t conseguenza immediata delle Prop. 1.17, 1.17*.

OSSERVAZIONE 1.6. Un quadrato V -esatto non è necessariamente
esatto.

Un quadrato A-esatto non è necessariamente esatto.
Alcuni esempi nella categoria degli insiemi provano queste affer-

mazioni, rinviamo per tali esempi alle pagine seguenti.

Esempi.
Ha interesse caratterizzare in alcune categorie particolari, le nozioni

definite in questo capitolo per una categoria 8 del tutto generale.

COEQUALIZZATORE.

a) Categoria degli insiemi.

Siano qp, A --~ B applicazioni tra insiemi, consideriamo in B la
relazione di equivalenza generata dalla relazione: x, y EB, x - y se esiste

tale che x = cp(a), (non è in generale relazione di equi-
valenza).

Sia oc : B 2013~ B/- l’applicazione canonica, a, è coequalizzatore di

cp e infatti: per ogni aeA quindi 
Se poi a : B - X è un’applicazione tale che øB~J, consideriamo

in B la relazione di equivalenza: x, y E B, x- y se ~3(x) _ ~3(y), questa è
5
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meno fine della relazione di equivalenza ~ prima considerata, infatti:

se x, y E B, x-y allora esiste tale che allora

Detta E l’applicazione canonica B - B/~, esiste allora una unica
’ 

5

applicazione p : B/~ - B/~ tale che commuti il triangolo:
#

Poichè si ha la fattorizzazione canonica

il diagramma seguente è commutativo:

posto R=03BCp si ha e poichè oc è epic x è l’unica applicazione
che verifica questa eguaglianza.

b) Categoria degli spazi topologici.
Siano A, B spazi topologici, cp, ..~: A - B applicazioni continue,

con riferimento alle considerazioni precedenti B/ ~ coequa-
lizzatore di 9 pensante come applicazione tra insiemi, se dotiamo

della topologia quoziente risulta ~a continua ed è facile verificare
che ~c è coequalizzatore di cp e B~J.
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Data 0 : B -~ X applicazione continua, dotato della topologia quo-
ziente BI - , basta far vedere che l’applicazione p : B/,-,w 2013~P/~ che

p p

rende commutativo il diagramma

è continua.
Sia V aperto di B/-, p-’(V) è tale che aperto

p
in B, quindi è aperto in BI

L’applicazione è poi ovviamente continua.
p

c) 0 categoria 
Siano A, B oggetti di 0 categoria abeliana.
cp, B~J: A -~ B mappe è noto che a : B 2013&#x3E; C è coequalizzatore di

cp se e solo se la sequenza

è esatta, come dire 

PUSH OUT.

a) Categoria degli insiemi.
Si data una coppia di applicazioni:

Consideriamo in A + B la relzione di equivalenza generata dalla re-
lazione : x, x-y se esiste c E C tale che

2) Per quanto riguarda qui e altrove le categorie Abeliane vedi [4], [5].
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Dalla caratterizzazione del coequalizzatore nella categoria degli in-
siemi, e dalla prop. 1.20 si ha che

è Push Out, dove, posto la proiezione canonica,
sono ~’= PLA , 

Poichè nella categoria degli insiemi ogni monomorfismo è coretra-
zione s  ha dalla prop. 1.12 che se:

è Push Out e ~~ monomorfismo, allora ~1’ è monomorfismo.

b) Categoria degli spazi topologici.
Sia data una coppia di applicazioni continue tra spazi topologici

Se, in riferimento alla caratterizzazione del Push Out nella cate-

goria degli insiemi, dotiamo A+B/~ della topologia quoziente della
somma topologica A +B si ha che
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è Push Out.
Anche in questa categoria se

è Push Out e L monomorfismo, ¡.~’ è monomorfismo infatti ¡.~’ continua,
è certamente iniettiva come applicazione di insiemi, quindi monic nella
categoria. Inoltre dalla caratterizzazione del Push Out nella categoria:

si ha che se U è aperto di A, è aperto di C poichè
cp è continua, ed essendo L monomorfismo esiste U’ aperto di B tale
che cp-1(U) =~,-1(U’). Allora è aperto di A+B saturo ri-

spetto alla relazione di equivalenza ~, detta p : la proiezione
canonica si ha che in è aperto e tale che

ciò prova che (1’ è un monomorfismo.

c) ~ categoria abeliana.

È noto che in 0 categoria a~beliana un quadrato

è Push Out se e solo se è esatta la sequenza
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è pure noto che in 0 categoria abeliana se

è Push Out e v monomorfismo allora pt’ è monomorfismo.

EQUALIZZATORE.

a) Categoria degli insiemi.

Siano cp, A ~ B applicazioni tra insiemi, consideriamo
tali che }, a : E - A l’inclusione, è facile veri-

ficare che a : E - A è equalizzatore di 9 e ~J.

b) Categoria degli spazi topologici.
Siano cp, A -~ B applicazioni continue tra spazi topologici, equa-

lizzatore dove E è il sottoinsieme di A definito
al punto a) dotato della topologia di sottospazio di A, oc l’inclusione
di E in A come sottospazio.

c) 0 categoria abeliana.

Siano p, A ~ B mappe di C categoria abeliana.
È noto che oc : E 2013~ A è equalizzatore di p e ~ se e solo se la

sequenza

è esatta, come dire E= Ker (~&#x3E;-~).

PULL BAK.

a) Categoria degli insiemi.

Sia data una coppia di applicazioni tra insiemi
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Consideriamo il sottoinsieme P di A X B costituito da tutte le coppie
(a, b) con aeA, beB tali che p(a)=«b).

Dalla caratterizzazione dell’equalizzatore nella categoria e dalla

prop. 1.20* si ha che

è Pull Bak, dove posto L : P - A X B l’applicazione di inclusione, sono
o’=RAi p’=RBi.

Poichè nella categoria degli insiemi ogni epimorfismo è retrazione
si ha dalla prop. 1.12* che se

è Pull Bak ed E epimorfismo, allora e’ è epimorf ismo.

b) Categoria degli spazi topologici.
Sia data una coppia di applicazioni continue tra spazi topologici
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Se, con riferimento alla caratterizzazone del Pull Bak nella categoria
degli insiemi, dotiamo P della topologia di sottospazio del prodotto to-
pologico A X B si ha che

è Pull Bak.
È interessante notare che, in questa categoria, se

è Pull Bak ed E epimorfismo non è detto che E~ sia epimorfismo come
si vede nel seguente esempio.

ESEMPIO. Ci sarà comodo, qui e nel seguito, descrivere applica-
zioni tra insiemi finiti mediante illustrazioni grafiche come ad esempio
la seguente:

in cui si descrive l’applicazione
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Descriveremo spazi topologici finiti mediante illustrazioni grafiche
come ad esempio la seguente:

in cui si rappresenta lo spazio topologico costituito dall’insieme { 1, 2, 3, 4 }
e dalla famiglia di sottoinsiemi aperti O = { ~{ 1, 2, 3, 4}, { 1, 2 }, { 2, 3},
{ 3, 4}, {2}, {3}, 0}, gli aperti sono individuabili nel disegno come sot-
toinsiemi racchiusi da una linea chiusa.

Ricordando che epimorfismi nella categoria degli spazi topologici
sono tutte e sole le applicazioni e : X 2013&#x3E; Y continue e suriettive tali che
se U c Y, E-1(U) è aperto in X allora U è aperto in X, consideriamo il

seguente quadrato di applicazioni continue:
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(a’, E’, e, J) è Pull Bak, E è epimorfismo ed e’ è epic ma non epimor-
fismo in quanto E’-1(2) è aperto e 2 non è aperto.

e) 0 categoria abeliana.

t noto che in G categoria abeliana un quadrato

è Pull Bak se e solo se è esatta la sequenza

È pure noto che se in 0 categoria abeliana

è Pull Bak e E epimorfismo allora E’ è epimorfismo.

QUADRATI V -ESATTI, A-ESATTI, ESATTI.

Caratterizzati nelle varie categorie Push Out e monomorfismi, Pull
Bak ed epimorfismi, restano ovviamente caratterizzati i quadrati V-esat-
ti, /B -esatti, ed esatti.

Sono interessanti i seguenti due esempi nella categoria degli in-

siemi di quadrati V -esatti ma non esatti, A-esatti ma non esatti.



220

ESEMPIO. Consideriamo il seguente quadrato:

(p, B~J; &#x3E; p’) è Push Oout quindi V-esatto.

(q", y"; y’, q’) è Pull Bak ed ovviamente non esistono epimorfismi
dall’insieme { 1, 2, 3} } all’insieme { 1, 2, 3, 4}.

Il quadrato y; y’, q’) è V-esatto, anzi Push Out, ma non
A -esatto, quindi non è esatto.
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ESEMPIO. Consideriamo il seguente quadrato:

p’; p, a) è Pull Bak quindi A-esatto

(0-’, p,; p", ~") è Push Out ed ovviamente non esistono monomorfismi
dall’insieme { 1, 2, 3, 4} } all’insieme { 1, 2}.

Il quadrato (a-’, p’; p, cr) è A -esatto anzi Pull Bak ma non V-esatto,
quindi non esatto.
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