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SUL COMPLETATO DI UN ANELLO

RISPETTO AD UN IDEALE DI TIPO FINITO

D. AREZZO e L. ROBBIANO *)

In questo lavoro ci proponiamo di dare alcune condizioni perchè
sussista l’isomorfismo

dove a=(ai , ..., an) è un ideale dell’anello A generante una topologia
separata, (oé’a) è il completato di A rispetto a tale topologia ed X1 ,
..., Xn sono indeterminate su A.

Dopo aver dimostrato nel § 1 che la (1) è sempre valida se A è
noetheriano (teor. 1.5), si prova, nel § 2, che essa è falsa in generale,
anche quando l’ideale a è principale (prop. 2.5).

Nel § 3 si prova che se la successione { Ann è stazionaria,
la (1) vale per l’ideale principale (a) (teor 3.5). Si perviene a tale risul-
tando sull’ideale (X-a) la topologia (X)-adica e quella indotta dalla to-
tato confrontando sull’ideale (X - a) la topologia (X)-adica e quella in-
dotta dalla topologia (X)-adica di A~ [ [ X ] ] , provando che esse coincidono
se e solo se la successione è stazionaria (teor. 3.3). Si os-
servi che il teor. 3.3 fornisce una classe di esempi di anelli (non noethe-
riani) con ideali principali per i quali non vale la tesi del lemma di
Artin-Rees.

L’estensione del teorema 3.5. ad ideali non principali si presenta
piuttosto laboriosa e per essa occorrono vari risultati preliminari riguar-
danti le relazioni fra le topologie generate da due ideali e quella gene-

*) Indirizzo degli AA.: Istituto Matematico - Via L. Alberti, 4 - 16132 Genova.
Lavoro eseguito nell’ambito del programma di ricerca matematica del C.N.R.

(Contratto di ricerca n. 115.3038.05173).
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rata dalla loro somma, e le relazioni fra un anello ed i completamenti
fatti successivamente rispetto alle topologie generate da due ideali.

Cos  nel § 4, si prova ad esempio che, sotto certe ipotesi, un anello
è separato e completo rispetto alle topologie generate da due ideali se
e solo se lo è rispetto alla loro somma (teor. 4.5), si studiano i sud-
detti completamenti successivi (prop. 4.9) e si perviene ad una caratte-
rizzazione di certi separati completati di anelli di polinomi (prop. 4.11).

Finalmente, nel § 5, si estende il teorema 3.5 ad ideali non prin-
cipali ed il teorema 1.5 ad anelli non noetheriani (teor. 5.1), mediante
ipotesi su certi completamenti « parziali », ipotesi che sono poi ricon-
dotte ad altre sull’anello A (teor. 5.5).

In questo lavoro supporremo tutti gli anelli commutativi e con

identità. Chiameremo a-topologia la topologia generata dall’ideale a
ed useremo le locuzioni a-separato, a-chiuso, ecc., ... invece di separato
rispetto alla a-topologia, chiuso rispetto alla a-topologia, ecc..

Indicheremo inoltre con (A, ~a ) il separato completato di A rispetto
alla a-topologia. Per maggiori dettagli sulle a-topologie vedansi ad esem-
pio [1] e [ 3 ] .

§ 1. In questo numero, dopo aver scritto esplicitamente il teorema
di cui si è detto all’inizio della prefazione, dimostreremo che se A è

noetheriano, in A [ [X1, ..., Xn] ] l’ideale ..., Xn-an) è chiuso
rispetto alla (al , ..., and , Xl , ..., Xn)-topolo~gia e che quindi si ha l’iso-

morfismo

Per la dimostrazione di questo fatto faremo uso di alcuni risultati di
carattere topologico espressi dal coroll. 1.3 e dalla prop. 1.4.

TEOREMA 1.1. Siano A un anello, ..., an) un ideale di

tipo finito di A generante una topologia separata ed Xl , ..., Xn inde-
terminate su A. Allora, si ha l’isomorfismo,

dove (Xi -ai , ..., Xn-an)* è la (ai , ..., an , Xi , ..., Xn)-chiusura del
l’ideale (X1-al, ..., Xn - an).
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PROVA. Vedi [2], p. 55, teor. 17.5.

LEMMA 1.2. Siano A un anello, ~1, ~b ideali di A. Allora la

(a+b)-chiusura e la b-chiusura di a coincidono.

PROVA. Si ha infatti

COROLLARIO 1.3. Siano A un anello, a~, ..., an elementi di A ed

X1 , ..., Xn indeterminate su A. Allora nell’anello A [ [Xi , ..., Xn] ] la

(a~, ..., 1 an , X~, ..., Xn)-chiusura e la (Xi , ..., Xn)-chiusura dell’ideale

(X~-a~, ..., Xn - an) coincidono.

PROVA. Basta osservare che l’ideale (ai , ..., an , X~, ..., Xn) coin-
cide con l’ideale (X 1- al , ..., ..., Xn).

Stabiliamo adesso un risultato che sarà utile anche nel resto del
lavoro.

PROPOSIZIONE 1.4. Siano A un anello, a, b ideali di A tali che

a) A è a-completo;

b) b è f initamente generato;

c) in b la a-topologia coincide con quella indotta dalla a-topo-
logia di A.

Allora b è a-chiuso.

PROVA. Poichè b è finitamente generato, esso è a-completo ( [ 1 ] ,
p. 52, coroll. 1 ) dunque è completo anche rispetto alla topologia indotta
dalla 0--topologia di A; ne segue la tesi.

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema 1.5, che pro-
babilmente è noto, ma non è reperibile nella maggiore letteratura sul-

l’argomento ; ad esempio in [2], p. 55, cor. 17.6 esso viene stabilito
con ipotesi più restrittive.

TEOREMA 1.5. Siano A un anello (al , ..., an) un

ideale di A tale che la a-topologia di A sia separata, A l’a-completato
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di A ed Xi , ..., Xn indeterminate su A. Si ha allora

PROVA. In virtù del teor 1.1 e del coroll. 1.3, ci si riconduce a

provare che l’ideale ..., Xn-al1) è (Xi, ..., Xn)-chiuso. Poi-
chè ..., 1 Xn] ] è (Xi , ..., Xn)-completo ed U è finitamente gene-
rato, per la prop. 1.4 basta osservare che in il la (Xi, ..., Xn)-topologia
è equivalente a quella indotta dalla (Xi, ..., Xn)-topologia di A, il che

segue, poichè ..., Xn] ] è noetheriano, dal lemma di Artin-Rees
(cfr. [3], p. 254, teor. 4).

OSSERVAZIONE 1.6. Se A è noetheriano, il fatto che l’ideale

..., Xn - an) sia (Xi, ..., X n)-chiuso, si poteva dimostrare an-

che sfruttando il fatto che in tal caso ..., Xn ] ] è un anello
di Zariski per la (Xi , ..., Xn)-topologia (cfr. [ 1 ] , p. 70, prop. 8).
Abbiamo preferito dar rilievo all’altro procedimento, perchè è quello
che seguiremo per le generalizzazioni successive.

COROLLARIO 1.7. Siano A un anello noetheriano, a, b ideali di

A tali che A sia (a+b)-separato. Allora, posto A = (A a ) si ha che

A è 

PROVA. Siano ~=(~, ~+~), ..., b=(bi , ..., ed

Xi , ..., Xn , Y, , ..., Ym indeterminate su A. Per il teorema 1.5 si hanno

gli isomorfismi

dove » è l’ideale (Xi-ai, ..., Xn - an , Yi-bi, ..., Ym - bm) dell’anello

..., Xn , ..., Ym] ].
Si ha quindi un A-omomorf ismo canonico iniettivo cp : ;~ -&#x3E; í. Inoltre



137

e si ha allora,

e quindi poichè p è inietttivo

COROLLARIO 1.7. Siano A un anello noetheriano, a, b ideali di

A tali che A sia (a -E- b)-separato. Allora, posto

PROVA. Per il corollario 1.6, A è bA-separato, quindi la tesi se-

gue dal teorema 1.5 per l’isomorfismo

§ 2. In questo paragrafo dimostreremo con un esempio che l’ideale
..., Xn-an) non è sempre (X~, ..., Xn)-chiuso in A [ [ X i , ..., 9

Xn] ] il che impedisce di stabilire in generale il risultato ottenuto per
anelli noetheriani nel § 1. Per costruire il controesempio, occorre pre-
mettere alcune considerazioni sulle a-topologie degli anelli graduati.

Se A= ED An è un anello graduato, indichiamo con A+ l’ideale omo-
nE N

geneo 0 An di A e dimostriamo la seguente
n&#x3E;0

PROPOSIZIONE 2.1. Siano A= (D An un anello graduato ed a
nEN

un ideale di A contenuto in A+ . Allora ogni ideale omogeneo b di A
è a-chiuso.

PROVA. Basta dimostrare che

geneo e per ogni ..., r+k, Xi è una componente omogenea di

beb; quindi xo , ..., ed x=xo+ ... 
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COROLLARIO 2.2. Siano A un anello, X~, ..., Xn indeterminate su

A, B l’anello graduato A [Xl , ..., Xn] ed a un ideale omogeneo di B.

(Xi , ..., Xn)-chiuso.

Enunciamo adesso un lemma la cui dimostrazione è immediata.

LEMMA 2.3. Siano A un anello, a, h ideali di A ed à l’imma-

gine di i a nell’omomorf ismo canonico p : A - A/b. Allora la a-topo-
logia di A/b è separata se e solo se h è a-chiuso.

Siano ora k un corpo, Y, Xo , Xi , ... Xn , ... indeterminate su k,
A l’anello k [ Y, Xo , X~, ..., Xn , ... ] , a l’ideale di A generato dagli
elementi XoY, X1Y2, ..., XnYn+1, ... ed R l’anello quoziente 

Ci proponiamo di provare (prop. 2.5) che, se y è l’immagine di Y
mediante l’omomorfismo canonico di A in R, l’ideale (X - y) ~di R [ [ X ] ]
non è (X)-chiuso, il che fornisce il controesempio desiderato.

Premettiamo il

LEMMA 2.4. Per ogni neN ed ogni k ? n si ha 

PROVA. Supponiamo che si abbia

con per i=0, ..., p. Se scriviamo gli ri come polinomi in Y e

sostituiamo nella (1), uguagliando i coefficienti di Yn nei due membri,
si ottiene una relazione del tipo

che è assurda, perchè implica che ..., con 

Adesso, parlando di graduazione su A, intenderemo quella ottenuta
considerando A come anello di polinomi in Y a coeeficienti in k[Xo,
Xi , ..., Xn , ...].

Indichiamo con y, ..., xn , ... le immagini di Y, Xo , Xl , ..., 1

X, ... nell’omomorfismo canonico di A in R ed osserviamo che l’ideale
a è omogeneo; pertanto è (Y)-chiuso per il coroll. 2.2 e quindi la

(yt-topologia di R è separata per il lemma 2.3.



139

Proviamo ora la

PROPOSIZIONE 2.5. Siano A, a, R come sopra ed X una indetermi-
nata su R. Allora l’ideale (X-y) non è (X)-chiuso in R[[X]].

PROVA. Per ogni nEN sia gn(X) il polinomio

Si ha allora

e quindi, poichè 0,

Consideriamo la successione Per quanto visto, essa

è una successione di elementi dell’ideale (X - y) che converge nella

(X)-topologia di R[[X]], alla serie Per giungere alla con-
n=o

clusione, basta dimostrare che SE(X - y), ed è quanto faremo, ragio-
nando per assurdo.

Supponiamo che esista una serie ... con

cioè tali che

Si hanno allora in R le relazioni

Si osservi ora che R è graduato rispetto alla graduazione indotta
da quella di A e quindi ogni ai si può scrivere in modo unico come

somma di componenti omogenee

Ma dalle (1) si deduce che
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ed anche quest’ultima è una espressione di ai come somma delle com-
ponenti omogenee Xi+iyJ e di 

Confrontando con le (2) si ha allora ed

Possiamo allora scrivere, per le (1),

e questo implica, poichè per ogni keN (lemma 2.4), che
e quindi in definitiva che la successione è stretta-

mente decrescente. Ciò è assurdo, perchè gli ni sono numeri naturali.

§ 3. In questo paragrafo studieremo il completamento di un anello
rispetto ad una topologia separata generata da un ideale principale (a)
e stabiliremo una condizione necessaria e sufficiente perchè la (X)-topo-
logia dell’ideale (X - a) di A [ [ X ] ] coincida con la topologia indotta
dalla (X)-topologia di A [ [X] ] . Ne seguiranno, in virtù della prop. 1.4,
alcune condizioni perchè l’ideale (X-a) sia (X)-chiuso in A [ [A ] ] e

quindi perchè si abbia l’isomorfismo

(teor. 3.4).
Premettiamo ora alcuni lemmi.

LEMMA 3.1. Siano A un anello, a un elemento di A tale che la
(a)-topologia di A sia separata ed X una indeterminata su A. Allora
l’elemento X-a è regolare in A[[X]].

PROVA. Supponiamo che sia
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Allora si ha per ogni neN e quindi

ed in definitiva ane n 1 (am), cioè an= 0 per ogni neN.
meN

LEMMA 3.2. Siano A un anello ed a un elemento di A. Allora
sono fatti equivalenti

a) esiste n E N tale che Ann 

b) la successione { Ann è stazionaria (rispetto alla in-

clusione).

PROVA. Se Ann (an) = Ann dimostriamo che per ogni keN
si ha

Ora, se re Ann (an+k-tl), si ha quindi
Ann Ann (an), cioè Ciò prova che a) implica b).

Il viceversa è ovvio.

TEOREMA 3 .3. Siano A un anello a E A un elemento tale che
la (a)-topologia di A sia separata ed X una indeterminata su A. Allora
sono fatti equivalenti:

a) la successione { Ann è stazionaria;

b) surl’ideale (X-a) di A[[X]] la (X)-topologia e quella in-

dotta dalla (X)-topologia di A [ [X ] ] coincidono.

PROVA. a) ~ b). Dobbiamo dimostrare che le successioni di in-

siemi

sono cofinali rispetto all’inclusione. A tale scopo mostreremo che se

n E N è un intero tale che Ann (á") - Ann si ha
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per ogni k E N.
La (1) è ovvia per procedendo per induzione, supponiamo

vera la (1) per k e proviamo che essa vale per k -~-1.
Sia Per l’ipotesi induttiva si ha

e quindi f (X ) _ (X - a)h(X ) con

Poichè si ha

Dalle (2) si deducono le relazioni

quindi an+k E Ann Ann (an) e quindi ma allora, mol-
tiplicando l’ultima delle (2) per an-1 si ottiene an-lan+k-1=0 moltiplican-
do la penultima per an-2, @ si ottiene e cos  via, fino ad
ottenere Quindi e perciò

b) # a). Supponiamo, per assurdo, che la successione {Ann 
non sia stazionaria; allora, per il lemma 3.2, per ogni nEN si ha
Ann Ann Dimostriamo che le due topologie indicate non
coincidono provando che per ogni si ha

Per ogni m eN sia am un elemento di Ann (an+’) non appartenente ad
Ann (am) e sia il polinomio

Allora
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poichè

D’altra parte

infatti, in caso contrario, si avrebbe

e quindi, poichè X-a è regolare in A[[X]] (lemma 3.1),

il che è assurdo perchè essendo Ann (a"-’).

OSSERVAZIONE 3.4. Esempi di anelli con ideali per i quali non
vale la tesi del lemma di Artin-Rees esistono nella letteratura (cfr. ad
esempio p. 116, es. 1 ); ma mediante il teorema 3.3 si determina
tutta una classe di anelli aventi ideali principali siffatti. A tale classe

appartiene per esempio l’anello R considerato nella prop. 2.5.

TEOREMA 3.5. Siano A un anello, a E A un elemento tale che

a) la (a)-topologia di A è separata;

b) la successione { Ann (an) è stazionaria.

Allora, se X è una indeterminata su A, si ha l’isomorfismo

PROVA. Per il teor. 1.1, e per il coroll. 1.3, ci si riconduce a

provare che l’ideale (X- ) è (X)-chiuso. Ciò segue dalla prop. 1.4,
poichè per le ipotesi fatte e per il teor. 3.3, sull’ideale (X-a) la

(X)-topologia e quella indotta dalla (X)-topologia di A[[X]] coinci-

dono.

OSSERVAZIONE 3.6. Il teorema 3.5 mostra che le condizioni equi-
valenti del teorema 3.3 implicano che l’ideale (X - a) è (X)-chiuso.
Non è noto se è vero anche il viceversa.
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Dal teorema 3.5 seguono subito i seguenti corollari:

COROLLARIO 3 .7. Siano A un anello ed aeA un elemento tale che

a) è (a)-separato e completo;

b) la successione { Ann (an) }nEN è stazionaria.

Allora, se X è una indeterminata su A si ha l’isomorfismo

COROLLARIO 3.8. Siano A un anello ed aeA un elemento tale che
la (a)-topologia di A è separata. Supponiamo che sia verificata una delle
seguente ipotesi:

a) A è noetheriano;

b) a è regolare;

c) se ab = 0 e b2 = 0, allora b = 0;

d) A è ridotto.

Allora, se X è una indeterminata su A si ha l’isomorf ismo

PROVA. In tutti i casi, per il teor. 3.5, sarà sufficiente dimostrare
che la successione { Ann è stazionaria.

a) ovvio;

b) se a è regolare, si ha Ann {an) =(o) per ogni n EN;

c) se vale l’ipotesi c), si ha Ann (a) = Ann (a2); infatti, se

x E Ann (a2) si ha e quindi, posto b = ax, si ha ab = 0 e 

quindi b = 0 ed x E Ann(a);

d) se A è ridotto è verificata l’ipotesi c), da cui la tesi.

,COROLLARIO 3.9. Siano A un anello ed aeA un elemento tale che

a) la (a)-topologia di A è separata,
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b) la successione { Ann è stazionaria.

Siano poi X una indeterminata su A ed un elemento tale

che in (A, (a)) si abbia f (a) = o.
Allora f appartiene all’ideale (X - a) di 

PROVA. È una conseguenza immediata del teorema 3.5.

E S EM P IO 3.10. Siano A un anello, X ed Y indeterminate su A.
Allora, poichè X è regolare in A [ X ] , si ha l’isomorfismo

§ 4. Questo numero è dedicato all’esposizione di alcuni risultati

riguardanti le topologie generate da un ideale, i più notevoli dei quali
sono quelli espressi dal teorema 4.5 e dalla proposizione 4.9. Il primo
stabilisce una condizione perchè si abbia l’equivalenza fra l’essere un

anello separato e completo rispetto a due ideali ed esserlo rispetto alla

loro somma; se l’anello è noetheriano, si dimostra che tale condizione
è superflua (coroll. 4.6). La proposizione 4.9 esprime alcune proprietà
dell’anello che si ottiene completando successivamente un anello A ri-

spetto a due suoi ideali. Il paragrafo si chiude con un risultato su certi

separati completati degli anelli di polinomi, espresso dalla prop. 4.11.

LEMMA 4.1. Siano A un anello, a e b ideali di A. Allora, se A
è a-completo e anche 

PROVA. Cominciamo con l’osservare che le filtrazioni { (~ 
ed di A sono equivalenti, avendosi per ogni neN

Sia una successione che tende a zero nella (a+ b)-topolo-
n

gia di A e proviamo che { converge.
i=0

Per l’osservazione fatta sopra, esiste una successione di
numeri naturali tendente all’infinito tale che con ai E e

biEbni.
Allora la successione tende a zero nella a-topologia di A e

la successione tende a zero nella b-topologia di A.
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n

Siano ora a un limite della successione { nella a-topolo-
n i=0

gia, b un limite della successione { ~ nella b-topologia e dimo~
i=0 n

striamo che a + b è un limite della successione { nella (a+b)-
;=o

topologia.
n n n

Poniamo B~= X bi ed allora, per ogni n E N,
i=0 i=0 i=0

si ha An -~- Bn = X n . Per ogni peN, esiste npeN tale che 

per ogni n &#x3E; np ; allora si ha

per ogni n &#x3E; np .

LEMMA 4.2. Siano A un anello, a, b, C ideali di A tali che

esiste neN con c:Dan. Allora, la (a+b)-chiusura e la b-chiusura di
C coincidono. In particolare, per ogni neN si ha: an è (a+b)-chiuso
se e solo se è b-chiuso.

PROVA. Si ha infatti

PROPOSIZIONE 4.3. Siano A un anello, a e b ideali di A tali che

an è b-chiuso per ogni neN. Allora se A è ( a -~- b)-completo, A è an-
che a-completo.

PROVA. Dopo avere osservato che, per il lemma 4.2, si ha anche

che an è per ogni neN, si procede come in [3], pag.
275, teor. 14.

PROPOSIZIONE 4.4. Siano A un anello, a e b ideali di A tali

che an è b-chiuso per ogni neN. Allora se A è a-separato, A è anche
(a + b)-separato.

Dobbiamo dimostrare che

allora si ha
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da cui per ogni si ottiene per ogni m&#x3E;i, cioè b’e
n Ne segue che c e n a’ e quindi che c = 0.
meN 

Sfruttando i precedenti lemmi si ottiene il

TEOREMA 4.5. Siano A un anello, a e b ideali di A tali che per
ogni an è b-chiuso e bn è a-chiuso. Allora sono fatti equivalenti:

a) A è a-separato e completo e b-separato e completo.
b) A è e completo.

PROVA. a) ~ b) per il lemma 4.1 e la prop. 4.4. b) ~ a) per la

prop. 4.3.

COROLLARIO 4.6. Siano A un anello noetheriano, a e b ideali di
A. Allora sono fatti equivalenti:

a) A è a-separato e completo e b-separato e completo.
b) A è completo.

PROVA. Segue dal fatto che se A è un anello noetheriano e C un
ideale tale che A è C-completo, ogni ideale di A è C-chiuso. (cfr. [ 3 ] ~
p. 262, teor. 9).

LEMMA 4.7. Siano A un anello, a, b ideali di A tali che b è
a-chiuso, A = (A, a) e cp : A -+ A l’omomorfismo canonico. Allora si ha
q-1(q(b)Â)=b.

PROVA. Essendo a-chiuso, b contiene n an ; quindi si può sup-
neN

porre che A sia a-separato e quindi metrico.
Inoltre, il completamento dell’insieme b rispetto alla topologia

indotta dalla a-topologia di A, coincide con la chiusura cp( b ) di tp( b)
in A. 

___

Si verifica poi facilmente che coincide con la chiusura g(b);
di A in A.

Si ha quindi

e quindi la tesi.
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O S SERVAZIONE 4.8. Nel § 1 abbiamo dimostrato che se A è noe-

theriano e se A è (a+ b)-separato, allora è bA separato e che
(A ~ -E- ~) = ~(A, bA). Non ci è noto se ciò è vero in generale.

Si può però dimostrare la seguente

PROPOSIZIONE 4.9. Siano A un anello, a e b ideali si A tali che
A è a-separato ed à) è e sia B l’anello (A, aA-).
Si hanno allora i seguenti fatti:

per ogni 

b) A è (a + b)B-denso in B;

c) in A la topologia indotta dalla (a+ b )-topologia di B e la

(a+ b)-topologia coincidono.

PROVA. a) Poichè è a-chiuso ed (an-f-bn)A è bA-chiu-
so, per il lemma 4.7 si ha

Ciò prova la a).
Consideriamo poi in A come base d  aperti per la topologia indotta

gli intorni del tipo con xeB ed neN e come base
di aperti per la (a+b)-topologia gli intorni del tipo con

yeA ed neN.

b) Consideriamo in B un intorno del tipo V = y -~- ( an -~- bn)B e

dimostriamo che Sia una successione di elementi di

A che tende ad y nella bB-topologia; allora esiste reN con y2013y’r~b"B.
Sia poi una successione ,di elementi di A tendente ad yr nella

aA-topologia; allora esiste seN con e quindi

Ciò prova b) e prova anche che e quindi che
gli intorni della base scelta per la topologia indotta sono tutti e solo

quelli del tipo n A con z E A ed n EN.
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c) Poichè bn)B) n A==z+(an+ bn)A, come segue subito
da a), si ha la tesi.

Dimostriamo ora il seguente

LEMMA 4.10. Siano A un anello, a un ideale di A, X un insieme

di indeterminate su A, ed A [l[X] 1 _ (A [X ], (X)) 1).

Si ha allora

Inoltre, se B è l’anello A[X] oppure l’anello A[([X]], si ha

PROVA. a) Si ha infatti

l’ultimo isomorf ismo essendo conseguenza della definizione di limite
inverso.

b) Sia S E n (a e, X)n= n ((aT. Xn) e scriviamo con
neN neN

Si forma di grado i. Poichè X") per ogni si ha 

con j&#x3E; i e quindi i coefficienti di Si sono in n a".
neN

PROPOSIZIONE 4.11. Siano A un anello, un ideale di A, X un
insieme di indeterminate su A, A[ [X ] ] _ (A[X ], (X)). Allora si ha

l’isomorfismo,

-

1) A [ [X] ] è l’anello delle serie formali aventi per ciascun grado un numero
finito di addendi.
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PROVA. Per il lemma 4.10 b), si ha

quindi si può supporre che A sia a-separato.
Per il lemma 4.10 a) posto ; =(A,7à) si ha

quindi A [ [X ] ] è a-completo, e poichè è (X)-completo, per il lemma
- ,-

4.1 è anche ( R , X)-completo. Inoltre per il lemma 4.10 b) A [ [X] ] è

anche (a, X)-separato. Segue poi dalla prop. 4.9, che A[X] è

(a, X)-denso in A[,[X]] e che la (~ , X)-topologia di A[X] coincide
con quella indotta dalla (a, X)-topologia di A [’[ X ] ] .

§ 5. La prima parte di questo paragrafo è dedicata alla dimostra-
zione del teorema 5.1 che estende il teorema 3.5 ad ideali non principali
ed il teorema 1.5 ad anelli non noetheriani, facendo uso di ipotesi su
certi completati dell’anello A. Nella seconda parte si riconducono queste
ipotesi ad altre sull’anello A.

TEOREMA 5.1. Siano A un anello, a=(a~, ..., an) un ideale di

tipo finito di A tale che, posto ..., a;-i , ai+,, ..., an) ed

si abbia

1 ) A è a-separato;

2) Ai è aiai-separato per ogni i= 1, ..., n;

3) la successione è stazionaria per ogni
i =1, ..., n; 

.

4) esiste jE{1, ..., n } tale che ajmAj è ajAj-chiuso per ogni mEN.

Allora, se X~, ..., Xn sono indeterminate su A, si ha:
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PROVA. Ragioniamo per induzione sul numero n dei generatori
di a. Il teorema è vero per n =1 per il teorema 3.5; infatti in tal caso
le ipotesi 2) e 4) sono vuote e le ipotesi 1) e 3) coincidono rispettiva-
mente con le a) e b) del teorema 3.5.

Supponiamo che il teorema sia vero per n -1 e poniamo

Allora si hanno gli isomorf ismi

per l’induzione e per le ipotesi 2) e 3) che permettono di applicare il

teorema 3.5.

Quindi B è aiB-completo per ogni i= 1, ..., n e quindi è aB-com-
pleto per il lemma 4.1.

Inoltre, se j E { 1, ..., n } è tale che ajmai è a;A;-chiuso per ogni
m E N (ipotesi 4)), si ha:

a) B è a;B-separato per la (1);

b) per ogni m e N si ha che per il lemma 2.3, A;/a;mA; è aiaj-
separato e quindi

è aiB-separato e quindi a;mB è a;B-chiuso.
Ciò prova, per la prop. 4.4, che B è anche 8B-separato.
Per l’ipotesi 2) e per la (1) si ha che Ai è aiAi-separato e B =

= (Ai , si può quindi applicare la prop. 5.3, per ottenere che la

a-topologia di A è quella indotta dalla ab-topologia di B e che A è

aB-denso in B. La prova che è cos  completa.
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OSSERVAZIONE 5.2. Il teorema 5.1 è una generalizzazione del teo,
rema 1.5, in quanto, se A è un anello noetheriano ed ..., an)
è un ideale di A generante una topologia separata, l’ipotesi 2) del teo-
rema 5.1 è verificata per il corollario 1.6, mentre la 3) è verificata per-
chè A i è noetheriano per i =1, ..., 1 n e la 4) perchè è un

anello di Zariski per i =1, ..., n.

LEMMA 5.3. Siano A un anello, a e b ideali di A generanti to-

pologie separate e tali che an è b-chiuso per ogni neN. Allora, posto
A = (A a) ed 

a) A è bA-separato;

b) Se a è di tipo finito, aní è bá-chiuso per ogni neN.

PROVA. a) Sia c E n e sia una successione di ele-
nEN 

la

menti di A tendente a c nella aA-topologia.
Esiste allora una successione di numeri naturali tendente

all’infinito tale che del resto per ogni reN e
quindi

cioè

per ogni reN, perchè è a-aperto e quindi a-chiuso in A

(lemma 5.1 ).

- 

Ne segue che cieaniÃ per ogni ieN e quindi c = 0 perchè A è

aA-separato.

b) Siano neN un numero fissato, c un elemento di

e sia una successione di elementi di A tendente a c nella bA-to-
pologia ; esiste allora una successione di numeri naturali tendente

all’infinito tale che Per ogni si ha
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perchè al’ + bm + b"i è b-aperto e quindi b-chiuso in A (lemma 4.7).
Ciò prova che n (an+ e quindi che C e anií, in quan-

MEN

to anA è il b-completato di an perchè a è di tipo finito. (cfr. [ 1 ],
p. 52, coroll. 2).

LEMMA 5.4. Siano A un anello, a un elemento di A, a un ideale

di A generante una topologia separata ed Â=(A, a). Supponiamo che
esista t e N con

per ogni neN. Allora si ha 

PROVA. Siano cE una successione di elementi

di A tendente a c nella aA-topologia ed una successione di nu-

meri naturali tendente all’infinito tale che per ogni 
Poichè si ha

Quindi

e ciò implica che Ma allora cat=O cioè c e 

Siamo ora in grado di provare il seguente

TEOREMA 5.5. Siano A un an ) un ideale di

tipo finito di A tale che, posto

si abbia

1 ) A è a-separato;

2) è (ai)-chiuso per ogni me N ed ogni i= 1, ..., n;

3) Esiste r E N tale ’(air i-1) = a i’n : per ogni m E N
ed ogni i i= 1, ..., n;
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4) Esiste j E { 1, ..., n} } tale che (ai)- è archiuso per ogni meN.

Siano Xi , ..., Xn indeterminate su A. Allora si ha l’isomorf ismo

PROVA. Segue dal fatto che le ipotesi 2) e 4) implicano rispettiva-
mente le ipotesi 2) e (4) del teorema 5.1 per il lemma 5.3, e l’ipotesi 3)
implica l’ipotesi 3 del teorema 5.1 per il lemma 5.4.

ESEMPIO 5.6. Siano A un anello ed X, Y, Z, T, W indeterminate
su A. Si ha allora l’isomorfismo

Infatti, le ipotesi 1), 3) del teorema 5.5 sono ovviamente verifi-

cate, mentre le ipotesi 2) e 4) sono verificate per la prop. 2.1.
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