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OTTIMIZZAZIONE DEI SISTEMI DI CONTROLLO
A PARAMETRI DISTRIBUITI:
CONDIZIONI NECESSARIE DI OTTIMALITA.
PUNTO DI VISTA DELLA PROGRAMMAZIONE DINAMICA

di MEHMET NAMIK OGUZTORELI *)

SUMMARY. - In [1a] we established certain sufficient conditions for the existen-
ce of an optimal policy for well-posed linear distributed parameter control systems.
In this paper we investigate the properties of optimal policies and obtain certain
necessary conditions for the optimality of admissible policies using the techniques
of Dynamic Programming.

SuNTO. - In una nostra recentissima memoria [1a] presentata dall’lllustre Ac-
cademico Linceo Mauro Picone abbiamo stabilito certe condizioni sufficienti con-
cernenti ’esistenza di una strategia ottimale per sistemi di controllo lineari ben posti
con parametri distribuiti. In questo lavoro si studiano le proprieta delle strategie
ottimali e si ottengono certe condizioni necessarie di ottimalita spettanti alle stra-
tegie ammissibili. Le tecniche algoritmiche usano largamente il punto di vista della
Programmazione Dinamica.

1. Descrizione del sistema.

Sia S un sistema di controllo lineare ben posto con parametri distri-
buiti con un dominio spaziale fisso (< E"), limitato da una superficie
nitida 9Q soddisfacente le condizioni di Liapunov. Sia Iy=[to—a, to]
(2=0) l'intervallo temporale iniziale ed I=[t, #] 'intervallo di tempo
processuale spettanti al sistema S.

Assumiamo che
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(i) Lo spazio @ di tutte le funzioni iniziali ammissibili consiste
da tutte le funzioni sufficientemente nitide a valori reali o(t, x) defi-
nite IoXQ, tali che

(1.1) | olt, x| <00 (t, ¥)elhXQ,

ove @o & un numero positivo specificato.

(ii) Lo spazio V di tutti i controlli ammissibili distribuiti consiste
da tutte le funzioni sufficientemente nitide a valori reali v(¢, x) definite
su I;1XQ, tali che

(1.2) | v(t, x) |<vo (t, X)€EIXQ,

ove con Vg si & notato un certo numero positivo.

(iii) Lo spazio W di tutti i controlli ammissibili al contorno con-
siste da tutte le funzioni sufficientemente nitide a valori reali w(¢, x) de-
finite su I;X9Q, tali che

(1.3) | w(t, x) |<wo (t, z)eIXaQ,

ove wo € un certo numero positivo.

(iv) Lo spazio di funzioni stato U consiste da tutte le funzioni
sufficientemente nitide a valori reali u(¢, x) definite su I’ XQ.

Il grado di nitidezza degli elementi degli spazi U, @, V e W ¢ da
determinarsi in ogni particolare problema in modo che siano soddisfatte
le condizioni affinche il sistema S sia ben posto. In ogni modo perd as-
sumiamo che

(v) Le funzioni ¢(¢, x), v(¢, x) e w(t, x), appartenenti agli spazi ®,
V e W rispettivamente, sono almeno una volta continuamente differen-
ziabili rispetto a ¢t ed x=(x:, x2, ..., X») nel loro dominio di definizione.

Come al solito, sia P=®XVXW lo spazio strategico per il si-
stema S.

Sia ora A un operatore lineare (generalmente chiuso) integro diffe-
renziale a derivate parziali e differenze finite azionante sullo spazio U,
non involgente differenziazione rispetto a ¢ e sia B un operatore lineare
dato azionante nello spazio V. Si assume che
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(vi) 11 sistema S ¢ descritto dalla sequente equazione di evoluzione

du(t, x)
at

(1.4) =Au)(¢t, x)+B)t, x)

per veV et (t, x)eIXQ, soggetto alla condizione iniziale
(1.5) u(t, x)=o(t, x) per (t, x)€lXQ, ge®
ed alla condizione al contorno

(1.6) u(t, x |laa=wl(t, x) per (¢, x)eIX3Q, weW.

Si suppone che w(ty, x)=¢(to, x) per x€ a2

Giacche il sistema S & presupposto ad essere ben posto, ’equazione
(1.4) ha, per {op, v, w}€P, una soluzione unica u(t, x, t ; @, v, w), sod-
disfacente le condizioni (1.5) e (1.6) e tale soluzione dipende continua-
mente dalla strategia p={¢, v, w}. Si assume inoltre che

(vii) Era stata stabilita per le traiettorie del sistema S una for-
mula di rappresentazione della forma

(1.7) u(t, x, to; @, v, wy=(Lio+ Lv+ Lsw)(t, x),

ove Ly, L, e L3 sono certi operatori lineari continui definiti rispettiva-
mente sugli spazi @, V e W e tali che

f f Lt, 03 x, E)olo, EXVido per (t, x)eIXQ,
L oQ

(1.8) L)t =1, per (¢, x)eIXaQ,

Lo(t, x) per (¢, X)eloXQ,

t
(J‘J‘Lz(t, o; x, EW(o, §)dVido per (¢, x)eIXQ,
ty Q

(1.9 L)Xt x)=J
0 per (¢, x)eIXaQ,

L0 per (¢, x)eloXQ,
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t N,
f Li(t, o; x, E)w(o, E)dVido per (¢, x)eIXa,

(1.10) Ls(W)(t, xX)= ty o
w(t, x) per (¢, x)€IXaQ,

0 per (, x)e[LXQ.

Assumiamo che i nuclei Lx (k=1 ,2, 3) sono noti ed almeno una volta
continuamente differenziabili rispetto a ¢ ed x per (¢, x)€IX£2, per ogni
(0, E)eloXQ, (o, E)EIXQ e (0, E)eI XN, o<t xs=E&, rispettivamente,
con singolarita deboli per t=7 e x=§ .

Nel nostro lavoro [1b] abbiamo dimostrato la possibilita di rap-
presentazione sotto la forma (1.7)-(1.10) delle traiettorie di una vasta
classe di equazioni di evoluzione. In seguito di un’osservazione fatta nella
nostra Nota [1a], ogniqualvolta I’integrale temporale iniziale I, si riduce
al momento iniziale # , ogni integrazione spettante all’intervallo I; dev’es-
sere abolita, eseguiendosi ovvia modificazione nell’integrando. In questo
caso si scrive

(1-11) (P(X)ECP(to, x)’ Ll(t; X, E)ELl(t’ to; X, E)

e pertanto in corrispondenza di ci0, la formula (1.8) si trascrivera sotto
la forma

f Li(t; x, §)e(E)dVe per (t, x)EIXQ,
Q

(1.12) Li(o)t, x)= @(x) per t=ty, x€fl,

0 per (¢, x)eIXdqQ,

mentre le formule (1.9) e (1.10) rimangono tali quali.

Si tenga anche presente il fatto che ci preoccupiamo di un problema
astratto di Cauchy eppercid non ne abbiamo bisogno né dell’operatore
L; né delle condizioni al contorno nell (1.8), (1.9) e (1.12). Effettiva-
mente, in questo caso, la formula di rappresentazione si presenta

(1.13) u(t, x, to; @, vy=(ULio+ Lw)t, x),
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ove

f f Li(t, o; x, E)p(o, E)dVedo per (¢, x)e[XQ,
(1'14) LI(CP)(t, x)= I, Q

o(t, x) per (¢, x)elpXQ,

Li(t, o; x, , E)dVed t, x)eIXQ,
(1.15)  Lav)(t, x)= tfnf «(t, o; x, (o, §)dVedo per (t, x)€

0 per (t, x)elpXQ,

mentre, nel caso in cui l’intervallo Io si riduce al momento iniziale t=t,,
si ha:

f Li(t; x, £)p(E)dVy per (1, x)eIXQ,
(1.16) Li(o)(t, x)=1 ¢

o(x) per t=t, xefl,

L » 05 ’ ’ dVd P I XQ,
(1.17)  Liw)t, x)= fn f At, 03 %, Bvle, B)dVedo per (¢, x)el;

0 per t=t,, xeQ.

Dobbiamo sottolineare che vi sono alcune differenze tra le notazioni
spettanti ai nuclei Ly (k=1, 2, 3) da noi utilizzati in questo lavoro e
quelle che ne abbiamo adottato nel [1b].

2. Problema di ottimizzazione.

Sia S il sistema di controllo descritto nel paragrafo 1. Siano {¢, v, w}
una strategia ammissibile ed u(t, x)=u(t, x, to; o, v, w) la traiettoria che
corrisponde al p={o, v, w}. Assumiamo che la performanza del sistema
S & misurata da un funzionale costo J(¢, v, w) avente la forma

(2'1) ]((P9 v, w)=J-Ql(t; u(t’ xl), V(t, xZ)’ W(t, x3))dt+

15
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+ f Qults, %3 Vaults, %), wits , x))dSe+

o
+ f Q3(t1 s X5 u’(tl ’ x): vxu(tl ) x)’ V(tl > x))de+
Q

|51

+ fo;(t, x; V.au(t, x), w(t, x))dS,dt +
ty 00
21
+ fos(t, x; u(t, x), V.u(t, x), v(t, x))dV.dt,

t, Q

ove X1, x2€Q e x;€9 sono certi punti dati fissati e Qi (k=1, 2, ..., 5)
sono certe funzioni non negative a valori scalari date, sufficientemente
nitide rispetto a tutti i loro argomenti. Assumiamo che tutte le derivate
parziali delle funzioni Qi , che vi saranno utilizzate nei nostri calcoli,
esistono e sono continue. Denotiamo con V.u(t, x) il vettore gradiente
di u(t, x) rispetto ad x=(x1, X2, ..., Xn).

Il problema di ottimazione considerato in questo lavoro consta nella
determinazione di una strategia ammissibile con un costo minimo. Sia
{9° v w®) una tale strategia. Si ha allora

(2.2) J(9°, 1V, W°)=( mir)lPl(q), v, w),
e cioé
(2.3) J(@°% V%, w")<](o, v, w) per ogni {¢, v, w}€P.

Ogni {¢° 1°, W’} €P avente la proprietd di cui sopra sara chiamata, come
al solito, una strategia ottimale.

In questo lavoro stabiliremo certe condizioni necessarie per lotti-
malitd di una strategia ammissible. Studieremo il problema di ottimizza-
zione testt formulato in tutta la generalitd per un sistema di controllo
per cui intervallo di tempo iniziale I, si riduce all’istante iniziale f, . Nel
nostro lavoro [1c] consideriamo il caso in cui Iy non si riduce all’istante
iniziale.
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3. Principio di ottimalita.

La proprietd fondamentale concernente le strategie ottimali si espri-
me nel seguente principio dovuto a R E.. Bellman [2]:

Principio di Ottimalita. Una strategia ottimale possiede la proprieta
che qualunque siano lo stato iniziale e la decisione iniziale, le decisioni
rimanenti debbono costituire pur esse una strategia ottimale rispetto allo
stato risultato dopo I’esecuzione della prima decisione.

Questo principio giochera un ruolo di primissima importanza nel-
I’analisi susseguente.

4. Riformulazione del problema di ottimizzazione.

L’operazione di minimizzazione nell’equazione (2.2) rispetto a
{@, v, w} & eseguita nell’intervallo di tempo I=(ty, ;). Per mettere in
evidenza questo fatto si scrive

4.1) f(to, )= min J(o, v, w).
{p,v,w}eP
Sia ora v un momento qualunque dell’intervallo I. Suddividiamo
Pintervallo I in due parti, e precisamente I’.=(ty, 1) € I.=(x, ;) e de-
finiamo le funzioni

o(x) per t=to, xe(—l,
(4.2) Qra(t, x)= _
u(t, x, to; @, v, w) per (¢, x)eI'.XQ,

orit, x) (¢, x)eI'-XQ,
(4.3) u(t, x)=

ut, X, T Py, v, W) (t, x)e.XQ,

ove Pr1=r(T, X)=u(s, x, to; 9, v, W).

E ovvio che wup(t, x) & una continuazione di op(t, x) €
ur(t, x)=u(t, x, to; @, v, w) per (¢, x)el.XQ.

Poniamo ora, per semplicita,

(4.4) Q' (t, ©)=Qu(t; u(t, x0), v(t, x1), w(t, x2)) per tel.,
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4.5) Q) (t, =, x)=Qut, x; V., x), w(t, x))
per (t, x)€I.X0Q,

(4.6) Qi'(t, =, x)=Qs(t, x; ur(t, x), Viu(t, x), v, x))
per (¢, x)el. XL,

4.7) Qi (¢, ©, x)=Qut, x; Vau(t, x), w(t, x))
per (¢, x)el.Xax,

(4.8) Qs'(t, =, x)=Qs(t, x; upy(t, x), Vaua(t, x), v(t, x))
per (¢, x)el. XQ.

Con le notazioni di cui sopra, I’equazione (4.1) pud essere scritta sotto la
forma seguente

4
(4.9) f(to, )= min {le*(t, fo)dt-l-sz*(tl , to, x)dS:+
f 5

{o,v,w)eP |1,

ty
+f03*(t1 , to, x)de+fo4*(t, to, x)dS.dt+
Q

t 0n

4y
+ ffos*(t, to ’ x)dedt } H
Q

to

ove con la notazione min si intende che la minimizzazione rispetto
{9, v, w}eP| Ifo

a {¢@, v, w} si eseguisce nell’intervallo I; =1I. Pili generalmente, consi-
deriamo la seguente funzione

(4.10) f(z, )= min { J-Ql*(t, ©)dt+ f Q' (t, T, x)dS:+
T o

{@, v, w}eP | I

121
+ f Q' (t1, =, x)dV.+ f fo(t, T, x)dS.dt-+
Q a0
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5%
+ f f Qs'(t, «, x)dedt}.
t Q

ove la notazione min denota che la minimizzazione rispetto a
{9, v, w}eP|I,

{9, v, w} si eseguisce nell’intervallo I.=[x, #].
Nei paragrafi susseguenti studieremo alcune proprieta della fun-
zione f(z, t).

5. Applicazione del principio di ottimalita.

Consideriamo 1’equazione (4.10). Dividiamo lintervallo I.=[x, ]
in due parti, e precisamente I”.=[7, t+A] ed I..a=[t+A, #] ove
A denota un piccolo intervallo di tempo finito. Per ipotesi, le funzioni
Qi (k=1, 2, ..., 5) sono continuamente differenziabili rispetto a tutti i
suoi argomenti. Inoltre, le soluzioni u(t, x, t; @, v, w) e um(t, x, <;
@r<1,V, W) sono una volta continuamente derivabili rispetto a ¢ ¢ una
volta continuamente differenziabili rispetto ad x=(x;, x2, ..., x.) per
(t, x)eIXQ. Se ne ha anche poscia, sempre per ipotesi, che le ultime due
funzioni sono continuamentte differenziabili rispetto a t, e =, rispettiva-
mente. E pertanto, le funzioni Q" (k=1, 2, ..., 5) sono tutte continue in
t oppure in (¢, x), e continuamente derivabili rispetto a «<.

E chiaro che I’equazione (4.10) pud essere scritta sotto la forma
seguente:

{9, v, w)eP | I,

T+ A Iy
(5.1) f(z, )= min { le*(t, T)dt+f01*(t, (dt+
'; T+ A

+ f Q. (i, 7, X)dSe+ f Qi %, WAV, +
N Q

14

T4+A
+ ff()i(t, T, x)dS:dt+ f fQ4*(t, T, x)dS.dt+
Tt 30

T+A 3

T+A 2
+f f Qs*(t, =, x)dV.dt+ j st*(t, T, x)dedt}.
T Q

T--AQ
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In conformita con le osservazioni di cui sopra, abbiamo

T+A

(5.2) f Qr(t, Ddt=AQLx, T)+0(AY),

(5.3) f Q/'(t, ©)dt= f Qi (t, T+ A)dt—A f i%: Qi (¢, T)dt+0(A?),
T+A T--A T4 A

(5.4) foz*‘(tl , T, X)dS:=
AN

= sz*(h , T+A, x)dS.—A f —39102*(“ , T, x)de+0(A2),
N v aQ

(5‘5) fQ?X*(tl s T, x)de:
Q
=fQ3*(tl ] T+A, x)de_Af a_aTQ:‘*(tl s Ty x)de—l_O(Az))
Q Q

T+A

(5.6) f fOf(t, T, x)dedtzAfo(‘r, T, x)dS:+0(A?),
T an I

4 12}

(5.7 f fQ.;*(t, T, x)dedt:f fo(t, T+ A)dS.dt —

T+A 30 T+A 30
15}
—A f f a%of(t, T, x)dS.dt+0(A?),
T+A 30

T

A
(5.8) f f Qs'(t, T, x)dV.dt=A f Qs'(, T, x)dV.+0(A?),
T Q Q
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(5.9) f st*(t, T, x)dedtzf st*(t, T+ A, x)dV.dt—

T+A Q T+A Q

151
—Af f %QS*(t’ T, x)dedt+0(A2)‘

T+A Q

Poniamo ora

(5.10) G(z, A)=Qi(7, ©)— f (%Ql*(t, T)dt —
A
2Q**(t VdS.— f ki Qs'(t YdV .+
- aTzl,T,x x .GTSI’T’X x
a0 Q

+f04 (t, T, x)dS: +f 3 Qs'(z, =, x)dV.—

—f fa Qi(t, =, x)det——f J-a Qs'(t, ©, x)dV.dt.

T+A 30 T+AQ
E pertanto, ’equazione (5.1) puod essere scritta sotto la forma seguente:

(5.11) f(=, )= min (H(z, A)+AG(z, A)+0(A?)},

{o,v,wieP [

ove

4

(5.12) H(z, A)= le*(t, T+ A)dt+

T4+ A

+ fQZ*(tl, T+A, x)dS,,+fQ;’(t1 , T+A, x)dV.+
0

1y ty
+ J JQf(t, T+ A, x)dS.dt+ f f Qs (t, =+ A, x)dV.dt.

T+A 3Q T +AQ
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Notiamo che dalla continuitd delle funzioni Q: (k=1, 2, ..., 5)
rispetto a < risulta

(5.13) lim H(x, A)=H(z, 0)

e che, in virtl delle equazioni (4.10) e (5.12), si ha

(5.14) f(z+A, )= min  H(z, A).

{9, v,w}eP|I . A

Scriviamo ora

min {-} = min min  {-}
{9, v,w}eP|I, {9, v, w}eP|I" {o,v,w}eP|I 5

Applicando il principio di ottimalitad di Bellman al secondo membro del-
Pequazione (5.11) e facendone uso dell’equazione (5.14), si trova

(5.15)  f(r, )=f(x+A, t)+A min [G(z, A)+0(A)].

{o,v, w)eP|I1,

Si & ottenuta in tal modo la forma discreta funzionale di Bellman spet-
tante dal nostro problema di ottimizzazione.

Dividiamo ora ambi membri dell’equazione (5.15) per A e pas-
siamo al limite A — 0. Si ottiene allora la seguente equazione funzionale

9f(z, 1) min  G(=, 0),

31: {9, v, w)eP]I,r

(5.16)
(5.17) F(o, v, w)=G(x, 0)=

=Qi(x, ©)— f 9 Qi (t, ©)dt—
dt
f -Q Q) (¢ YdS f 2 Qs (¢ V. +
- asz,T,x x— 8131,1,.’( x
aIn Q

+ fQ‘i*(T: T, x)dsx"‘J‘QS*(T’ T, x)de_'

in q
ty a ) o 3 .
— = Q4 (t, 7, x)dS:dt— —Qs(t, =, x)dV.dt
ot ot
T 9Q T Q
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e supprimendo nell’operazione di minimizzazione la notazione I., si
ottiene

M = min F((P, v, w), t€l.

5.18
( ) 8‘: {9, v, w}eP

Mentoviamo pure che ,in virtli dell’equazione (4.10), si ha

9, v, wleP

5.19) ft, t1)={ min {sz*(tl s b, x)de-l-st*(tl > t, x)de},
0 a

E ovvio che la soluzione del nostro problema di ottimizzazione &
equivalente alla risoluzione dell’equazione funzionale (5.18) soggetta
alla condizione al limite (5.19).

E chiaro che, per una strategia ottimale deve annullarsi la prima
variazione del funzionale F(p, v, w). Siano &,F, &,F e 8,F le prime va-
riazioni di F rispetto a ¢, v e w. E dunque, per una strategia ottimale
{9° 1°, w°} si ha

(5.20) 8.F(¢% 1%, w%)=0, 8,F(¢° 1°, w°)=0, 8,F(¢°, v°, w%)=0.

Le equazioni (5.20) rappresentano le condizioni necessarie di ottimalita
per una strategia ammissibile.

Nei paragrafi susseguenti stabiliremo le prime variazioni del fun-
zional F(o, v, w).

6. Rappresentazione della wu- (¢, x).

Consideriamo le funzioni ¢r.i(f, x) e um(t, x) definite, rispettiva-
mente, tramite le equazioni (4.2) e (4.3). Poiche il problema misto, for-
mulato nel paragrafo 2, e cio¢ il problema di determinazione della solu-
zione dell’equazione (1.4) soddisfacente la condizione iniziale (1.5) e la
condizione al contorno (1.6) & ben posto nel senso di Hadamard, la fun.
zione @ (t, x) dipende continuamente dalla strategia {¢o, v, w} e la fun.
zione up(t, x) dipende continuamente dalla strategia {¢; , v, w}. E per-
tanto, in virtih del teorema di rappresentazione di Riesz, u(¢, x) pud
essere rappresentata, per (¢, x)eI,X?l, sotto la forma
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(6.1) u(t, x)= f Lt x, E)oE)dVe+
+ f f LP(t, o3 x, E(o, E)dVedo+
T Q

+ f f L, o x, Eywlo, E)dSdo
N

T

ove i nuclei L{”, L{® e L{” sono unicamente determinati tramite ’equa.
zione (1.4), essendovi I.=[=, t1], t€l, I=[t, t1]. Si noti che si ha, in
virtlt delle equazioni (1.7)-(1.10) e (4.2)-(4.3),

[ o(x) per t=t, xeﬂi

f Li(t, x, E)o(€)dVi+

Q

62)  uwt, )= 1 + J- f Lot, o; x, E)vjo, E)dVido+
fh

+ f f Ly(t, o; x, §)v(o, §)dSido
an

L

| per (¢, x)el'-XQ,

ove I':=[t, 7], T€l.
Rammentiamo che up;(¢, x) € una continuazione di u(¢, x) ed & con-
tinuamente derivabile rispetto a «<:

ot =
(9

(®)(¢.
(63) au[‘r](t: x) faLl (;;Tx: E) cp(E)dVg—

_ f IO, w5 x, Eyir, E)Ve—
Q
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— f L, ©; x, E)w(x, §)dS:+

an

: )¢ g
N f [ W T %9 oo, Byavidot
<z Q

51
() .
an

T

7. Prime variazioni di u, up.;, Vi e V.

Si pud scrivere senza difficoltd le prime variazioni di u(t, x),
Ut x), Vau(t, x) e Viu(t, x). Per far cid, diamo un incremento
8p=¢0"(x) alla ¢(x), ove |e| & un numero suficcientemente piccolo e
©*(x) & una funzione arbitraria appartenente allo spazio @ nulla sulla
frontiera 9Q:

(7.1 " (x)€D, 9*(x)|20=0.
Si ha poscia

(7.2) Sou(t, x)=su(t, x, to; o', 0, 0)=

—e f Lit; x, E)0'(E)dVs

Q

€

(7.3) Solir=i(t, X)=c¢ f LE(t x, E)Q"(B)dVe .
4]

Sia ora v*(t, x) una funzione arbitraria appartenente a V nulla sulla
frontiera dQ) e tale che per t=t, si abbia

(7.4) Vi(t, x)€V, v'(t, x) |aa=0, tel, v'(to, x)=0, xeQ,

e sia w'(t, x) una funzione arbitraria appartenente a W e tale che si
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abbia

(7.4% w'(t, X)€W, w'(to, x)=0 per xe€o.

Diamo alla v(t, x) ed alla w(t, x), rispettivamente, gli incrementi
Sv=ev'(t, x) e Sw=ew'(¢, x). Troviamo nuovamente, data la linearita

di u(t, x) e ur(t, x) rispetto a v e w,

(7.5) Swu(t, x)=eu(t, x, to; 0, v*, 0)

—e f f Lit, o3 x, EW'(o, E)IVio,

(7.6) Swult, x)=¢eu(t, x, to; 0, 0, w)=

t

=€ f f Ly(t, o; x, E)w'(o, £)dSdo,

ty 90

(7.7) Suu(t, x)=¢ f f LY, o3 x, EW'(o, E)dVido

(7.8) Swr(t, x)=¢ f f L{(t, o; x, E)w'(o, E)dSedo.
an

<

Si puo facilmente vedere poi che
(7,9) VxS(p:S(pv,x, v,xav:8vvx, Vx8M1=8wvx.

E pertanto, le prime variazioni di V.u e di V .up; possono essere scritte
senz’altro facendone I'uso delle equazioni (7.2), (7.3), (7.4)-(7.9).

8. Prime variazioni di Q;*(t, 7) e a%_Ol*(t, T).

All’uopo di calcolare le variazioni di F(o, v, w), incominciamone con
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. R TR d . . . .
le prime variazioni di Qi(t, 7) e 3 Qi*(t, 7). Notiamo innanzitutto che

(8.1) Sz = 5 &+, 6+

ove &+ denota &, , 8, ovvero 8, . Si ha poi up(t, x)=u(x, x).
Giacche

(8'2) Ql*(t’ T)Eol(t; u['t](t, xO)’ V(t, xl), W(t, xZ))’

si pud scrivere immediatamente, in virtll dell’equazione (4.4), ove
Xo , X1EQ, x2€01),

9Q1’(t, T) 5

(8.3) 8,Q1(t, T)= —a—u[’ﬂ— oUra(t, Xo),
(84)  8.Qr( )= aoéu([t ) § et xo)+aQ‘ D s, x),
(85)  8.Qr(, ©)= "’Qg(t ™) Sutipalt, x0)+ 2L ) 30‘ (’ ) Sw(t, x);
30,
(8.6) &,[ ‘3(1 T)] 2 18,00, D=
Qi ,1) 3Q:'(t, T) [6um(t, Xo)
- aTa 8@ [-:](t Xo0)+ u Ui 8 at ] ’
@7 sv[ag‘T(’—i‘—)] 2 i, 9=
T
*Qi’(t, =) aQ:'(t, ) du(t, Xo)
= arang el X+ 5, o 8 [ o ]+
2
+M8v(t xl)

dtdv
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e, v _ 2 e 1
(8.8) 8w [ T] = 3. [8:Q°(, <]=

2, *
= T, <) Swii=1(t, Xo)+

3Q1(t, ) [3um(t, X0)
a‘tau[ﬂ aw ] +

aum dat
3201*0, T)

39w Sw(t, X2).

+

9. Prime variazioni di Q,"(¢, T, x) e ﬂ QS (t, T, x) (v=2, 4).

ot
Consideriamo le funzioni
(9.1 QS(t, 7, X)=Qut, x; Vau(t, x), w(t, x)) (v=2, 4).

I1 calcolo diretto ci conduce ai seguenti risultati:

n 3Q)(t, =, x)
02 BQN T D=F o 2 [ty 0],
=1 ( um] Xj

6x,-

n Q' (¢, T, x)
(9-3) SVQV*(t, <, x):Z a aa [Svu['r](t’ x)]’
=1 g Urx) Xij

L Ox; )

" an*(t, T, X) 5

(9'4) 8va (t, T x)=j§1 a au[ﬂ ) 5;[ [awu[‘!](t, x)]+
\ Ox; )
9Q.)(¢, T, x) )
+ aw w(t, x);

a V* t’ s *
(9.5) 54,[ Q—(a:—x)] = 53; [8,Q,(t, T, x)]=
=t [3*Q"(¢t, =, x) 3
Y a;.[scpum(t, x) ]+
8x,-

=M
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an (t T, x) aTax
7~ [Seur(t, x)]
au['r]
d
ax,-

av I:aov—(t‘—‘—‘r’x)] ~ [Sva (t <, x)]—

(9.6) 3
- azov (t T, x)
A { du 3 [Svum(t 1+
=1 []
370 [ ]
ax,-
an*(t, T, x) Py
9 Jury ) 97dx; [Buuralt, x)]} ,
8x,~ ]
o7 > [3Qv e x)] 50 [8,Q(t 7, 0]=

||M=

Q. T, %) 3
{ [mj 2%, [Swura(t, x)]1+
dtad
ax,-
QS T, x) @
[8wur(t, x)]}

?u[ﬂ 81:8
9 ( ax,- ]

$ % D0 v=24).
otow

10. Prime variazioni di Q.(¢, =, x) e Z%:Qk*(t’ T, x) (k=3, 5).
Le prime variazioni delle funzioni

(10-1) Qk*(t’ T, x)EQk(t’ X3 u[—:](t, x)’ va[-c](t, x), V(t, x)) (k:3: 5)

sono dati qui sotto



240

(10.2)

(10.3)

(104)

(10.5)

_ aZQk*(t, T, X)

SQQk*(t, T, X)=

+i§1 W P [Soura(t, )1+

+

Ska*(t, T, X)=

6 |

Mehmet Namik Oguztodreli

dugy
n Q" (t, =, X) 9

+i§1 ( U ] 0x;
9 | %
dx,-

aU['r]

n 9Q:(t, 7, x) 3

ax;

Qi (t, T, x)
ov

dur-

n aKkF(t, <, x) a

0Q (¢, =,

5,00, ©, )= 22 T, ¥)

Q. (¢, =,

x)8

[Swu[ﬂ(t: x)] ’

x)

ov(t, x).

x)8

(Pu[‘!](t9 x) +

8Vu["](t, x) +

wiir=i(t, x)+

+,§1 —;—[—E.)_—u_["T]— a‘; [Bwura(t, x)1;

6x,-

an*(t, T, X)
oT

[8oura(t, x)]1+

9Qu(t, 7, X) O 5t ]+

AU

araum
°Q (¢, =T, x)
_"_?a_uﬁ (%:—_&um(t, x)+
616( “’] 7
ax,-

+3 {
j=1

Q¢ T, x) @

o

BU[ﬂ
ax,-

) aTaxi [Sq’u['r](t, x)]

},

av

] =2 5.0, =, 1=
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(10.6) 5. [*1‘3&%1—")] 2 [8.Q:°C =, 0)]=
2%Q. (¢, T, x) Q' (t, T, x) @
_—a-cau[, Soura(t, x)+ ~ ou 9t [Boura(t, )1+
i an (t T, x) a
—ou) 3% [Suura(t, x)1+
90 [——m] %i
6x,-

aQ(t, T, x) @

+ 9 (?@] 9x;
ax,-

[8vura(t, X)]}

z *
Qi (t, T, x) Su(t, %),

T ocay

(10.7) B [QQ"—(ZTLQ] 5o [8.0c, =, 0)]=

aZ t y a t s a
ST % Dy s, 0+ 22 Dt W1+

n {3201: (t 7, %) 9

AU 3
d a[ o, )

0Qi'(t, T, x) @

Ut 07tox;
6[ 0x; ]

[Swura(t, x)]1+

[8wurx(t, x)]} (k=3, 5).

11. Prime variazioni del funzionale F(¢, v, w).

Stabiliremo in questo paragrafo le prime variazioni del funzionale
F(9, v, w) definito tramite 1’equazione (5.17). E chiaro che

141

(11.1) &F(p, v, w)=8Q/(<, T)— f Y [i% Q'(t, ©) ] dt—

T

16
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- f 8*[881 QZ*(tl s T, x) ] de_ f 8" [ a% Q3*(t1 s Ty x)]dvx+
an Q

fS Qs'(x, 7, x)dS:+ jS Qs'(z, ©, x)dV.—

ffs[ Qs -, x)]det—JfS[ O, =, x)Jdedt,

ove & rappresenta 8,, 8, oppure 8 .
Combinando prima le equazioni (8.3), (8.6), (9.2), (9.5), (10.2),
(10.5) e (11.1), si ottiene

2Q:*(z, 7) 5

(11.2) 8.(F(p, v, w)= o (T, Xo)—
’Qi'(t, T, a0'(¢t, =, d
f {%ﬂ Satislt, o)+ _1%{:_") [8euura(t, xo)]} dt—
n [ 9*Q(t, T, X)
_f z b LR - [oura(ts, x)]1+
j=1 aTa(aum ox X
a 6x,~

9Q:"(t1, =, x) g2
+ ; [aum] dvox;

[8ouai(ts x)]} ] dS:—

8x,-
#Qs(t, 7, 9Q:'(t, =, %) 9
— f { Q;)-(cé;u[‘r *) Soltr1(t1 , %)+ _9*3(—81&[—1—36—) [Ooturi(ts, )1+

[Sour=i(tr, x)]1+

} av.+

i=1

n [3203 (t1: T, x) a

3“[1]] ax;
) a( o

90Qs'(t, &, x) @

+- "("‘aum) dv0x,;
3
dax i

[&pu[ﬂ(tl ) X)]
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n 3 s T,
+f{ Qtr, T, %) a Bt x)]} dS.+

ofa) ”

* n Q EAY)
+ f {w_s(;’uf_’x)a@u(r, x)+zs—(Ta‘T*x) O B, x)J}
1 4 ou
(3&']
6204 (t T, x) 8
_f f [ { (a”xq x, Lot )1+
3x,']

804*(t, T, x) az
+ Ol 3t0x; [Sour(t, x)] dS.dt—
9 ( dx; ]

9’Qs*(t, =, 9 s 9
- f f ["(%‘af—i) Sour(t, x)+&52+x) [8our(t, x)]1+

T Q

" aZQS (t T, x) 3
— [Boura(t, x)1+
dur- 3
d7d
3x,-

aQS*(t’ T, x)
+ 9 (Bu[ﬂ
8x,~

Similmente, combinando le equazioni (8.4), (8.7), (9.3), (9.6), (10.3),
(10.6) e (11.1), si trova

[Bour-i(t, x)]}] dv.dt.

(11.3) 8.F(p, v, w)= W&u(’r, X0)+ gar gc’ ) v(z, x1)—
1y
_ 3*°Q:"(t, ©) Q' (t, 1) [3u[ﬂ(t, Xo)
f { gy ol 2+ =5 P8 g ]+

%Q:'(t, 7)
+ —W Sv(t, xﬂ} dt—
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n [Q(h, 7, X) 9
—f Z N T [Buura(ty, x)]+
j=1 aum 8x,
in 0td| —
Bx,-
802*(t1 , T, X) 92

dury dTox;
8( 0x; )

[Svurm(ts X)]} ] dsS.—

3203 (tl s T, x) 8 aQ3 (tl s T x) a

970U =ty X)+ 3 [5vu[ﬂ(t1 , )]+

- [

n [0%Qy' (4,
{ LR iC) 33 [8vura(ts, )1+

“[ax,.

Q5 (t, T, x) g2

o dtdx;
a[ ax,- ]

[8vup(tr, x)]}

9Qs'(h, 7, x)

x)
tdv Sv(tl , X)| dV.+

_|_

n 9Q s by
+f {23 L 5 [Bats, x)]}dsx+

) ®

- » 9Qs(w, T, x
I I LG P ) a 2 [hute, 01+
du i=1 ou
Q 0l —
8x,-

+ M 511('1:, x)} dV.—

-Jf

[Soura(t, x)]1+

n (QQ4(, T, X)
&

au[v] a
9x;
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9Q.,(t, T, x) @
+ (du 37x; [Soura(t, x)] ds.dt—
9 [<] ]
\ 9x;
21 aZQ ( ) aQ ( a
t, T, t, <,
_ff L_-i;—ﬁ)u—:—x— Butgaa(t, )+ _E_E’;Tii) [Soum(t, x)1+
T Q

n [(3°Q5(t, T, x)
Z AR [8uura(t, x)1+
i=1 a [au[ﬂ) aI
8 0
]

0Q5°(t, T, x) @
+ (au[ﬂ] dvax; [8uur(t, x)]}
d
ax,-

+ 9—05#51& 8.(t, x) ] dv.dt.

Combinando, in fine, le equazioni (8.5), (8.8), (9.4), (9.7), (10.4), (10.7)
e (11.1), si ottiene

901" (~,

(11.4) SwF (o, v, 1/11)=a—(2—1—(t’—‘|:*)8 ( ——é—ﬂs (T, x2)—

3 WwU(T, Xo)+
2’Q/’(t, aQy'(¢, d
—f { 8';8( ™) Swur=(t, x0)+ 131(1 - T) 8w [ajc ur(t, xo)] +

2,
a—Qa—‘—g ) St x:)} dt—
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n (FQ(t, T, x) )
) [ E { (aum) Ax; [Buttiats, )1+

Xi

Q" (t, =, x) Py
[ 3um] 3Tax,~ [Swu[‘r](tl ) x)]} +
al -
ax;

3 Q'(t, =, x) B
T 9w Sw(t, x)| dS:
’Qs*(ty , 7, x) Qs (t, T, x) @
B f vy vl )+ =5 = o [t 0]+
Q

n 9°Qs"(t, =, X)
+X 9 [Suwu=y(t1, x)]1+
i=1 au[.‘] a
dto
6x,~

Q5 (t1, T, x) } Vot

T (a2, N 8W T t »
a[%] a‘tax[ Ut ](1 x)]

ax,-

n a 4 ’ :’ X 8 + 2
an

* n 3 LR
{M Suu(t, %)+ 3 Egg——’ﬂ % [Buur, xﬂ} dv.—
oa)

ou ~
ax,

Q4'(t, =,
{———f—(#)jz aa [Swu[r](t X)]+

aa(%

H[E
< In axi

9Q4(t, T, x) g2

[aum] 37x; [Bwtir=(t, x)]}
J| —=

ax;
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+t geaw

-JJ

¥, T, g x)] dS,dt—

? 3
: Q;f:tau? 2 Sutigalt, )+ ‘QigT‘u)‘ 9 [Swur=i(t, x)]1+

[Swura(t, x)1+

" {asz t T x) 9

Bu[,] 6 X
613( 2%, )

Qs(t, T, x) @

dur | 9tdx;
8( 0x; )

[Swu[r](t x)]} } dedt.

Facendo ora uso delle rappresentazioni (7.2) e (7.3), l’equazione
(11.2) pud essere scritta sotto la forma seguente:

(11.5) 8oF (o, v, W)=sz1(1; E)o*(E)dV:,
)

ove

(11.6) Tuw; E)=Li(t; %, g)f’_QlT(;’_T) _

LO; x0, £) Qg%g[’]_ﬂ} di—

I

e

n () (4 » 9Qy(t, <, X)
s X 21, T,
g 20 % B T T D 4
i=1 ax,- au[ﬂ
d
8x,-

8% ;ﬂ

{ 3”[11
Q { i

S’Iw

3”|°>
1M=

L&t x, E) 0Qs°(h, =, x)} v

axl 9 ( aal;[‘:] )
]
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r aLl(T, X, E_,) 304 (T, T, x)
+f {Z: o, (au] dS.+
i a| ~—
8x;

n 0Qs5'(t, T,
+ f {LI(T, x, 2 n D) 5 A &, §) 9B T x)}dvx—

du j=1 6x,~ ( ax,- ]
al =
du

: aLl)(t % §) 9Q:¢t, =, %) dS.dt—
81: 0x; 9 (31![:] ]

3x,~

4
— a_ () (¢ aQ S(t T X)
ffaT {Ll (t, X, E,») BU[T]
T Q

n O] 9Q5*(t, T, x)
+3 AL”(t x, §) dv.dt
8x, aU[-g]
0
ax,-

In modo simile, facendo uso delle rappresentazioni (7.5) e (7.7), co-
me pure della formula

Oug. d L{P(¢, o; x,
(11.7) av[%‘—)] = ffa_zi%@sv(c, £)dVido —
Q

- f LOG, < %, Bults, BV,

Q

I’equazione (11.3) pud essere scritta sotto la forma seguente:

(11.8)  &,F(o, v, w)=¢ {Q(i;;llv*('c, x1)—

faol(t D e endi— [ ST D Ly

9ty
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+ f TAv; EW'(x, E)AVi+

+ f f Ty(v; o, EW'(o, §)dVedo+
Q0

+ f J Ti(<; o, EW'(o, i)dngU} ,
T Q

ove

119 Tuw p="HTED

+J-L('r)(t T Xo, E)aola(t T)dt-i-
U

n aL(T) (tl , T X, E) an (tl s T, x)
{ E:l Bx, (aum ] dsx+
dl —
Bx,-
Qs (k, =, x)

L(T)(tl > Ty X, ) au[ 3
T

r—J*-—\

n (ﬂ(tl T X g) aQ;(h s T x)
2 s i 2 -
+i§1 0x; 8( dur ) et
ax,-

T

Bx;

f f { R

u (<) . aQ * t: >
+z: ALY (¢, ; x, £) 9054, 7, X) dv.dt,
o, 3 [?urzl]

3x,-

o |7 X 9 (%]

249
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Q1 (x, T)
du

" L%, o; x, ) 0Q4(x, 7, Xx)
+[ {15 Ox; ou dS:+
an L a axl

+ Li(x, o; &, x) 90s5°(z, 7, x) +
du
R
" dLy(x, oy x, E) 9Qs'(T, T, X)
+E ( E) X
j=1 0x; u
ol &
ax,-

(11.10)  Ti(t; o, &)=Ly, 03 X0, E) +

€

51

o B=— [ 210w o x 82U E D
(11.11) T4(19 o, E)_‘ fa'f {Lz( )(t’ a5 X g) aU[T] }dt—

<

—f 2_ % aLZ(T)(tl ’ O’; x: g) aQZ*(tl s Ty x) dsx—_
ot = ax; 3 (3um)

Bx,-

an

our-
Q

de"‘

4y A, 05 x, &) 9T, x)}

=1 6x,- ( aum ]
ol -2
dx 7

a = ALY, o; x 9Q4(t, =, x)
_ il Z 2 () > ’ E) ~ 4 dedt—
at S ox; Uy
a =
ax,-

T N
4
d 0Qs’(¢, T, x)
— 2o, o 90Qs°(¢t, T, x)
1fnf {a‘r [ 2 (t’ e g) au[’!] +

" ALP(t, o x, ) 9Q5'(E, T, x)J }dvxdt.

+X

i=1 ax,- ( 3LI[1] )
a — e
ax;
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Nello stesso modo, combinando (7.6), (7.8), (11.4) e

ty

(%) .
(11.12) sw[%%%i‘l] = fqu“—’ﬁb—_‘:ﬁsw(a, £)dS:do -
t A0

— f L{P(t, ©; x, £)dw(t, §)dSe,

N

si trova

(11.13)  8.F(p, v, w)=¢ {5&3(;_’1) Wiz, x)—

ty
3201*0, T) %*
| “3ow w*(t, x)dt—

T

2 *
S (G AU TR SN

atow
a0
+ J Ts(t, E)w'(x, §)dS:+
N

+ f f Tz o, Ew'(o, E)dSdo+

& 89

+ f f TH=; o, Ew'(o; E)dSadG},

Tt 99
ove
. _ 804*(1’ T E)
(11.14) Ts(<; &)= aw +
+JL§T)(t, < X, £) 9Q:’(t, T) di+
au['r]

T

n (v) . aQ*t’ s
+J{28L3 (tl;T’ x;E) 2(1 v x)}de+

i=1 0x; durm
a[ ax,- )

an
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+f {L?)(tn, T; x, £) 3Q (1, 7, x) +

au[r]

+z": ALP (4, T; x, E) 0Qs'(t1, -, x)} Vot

ax, au[ﬂ
a( 9x; ]
n 9L Q. (t, =,
ff{ oL (t 1:, x, £) 0Q4(t, T x)}dedt—{-
o[ dura
{ dx; ]

aQS (t T, x)

(1)

ff{ (t o; X, E) aU[-:]

n AL, T x, B) 905, T’i)} AV dt

+ Z axi au['r]
d ax,-

(11-15) T6(T; g, &)=L3(T’ o; Xo, E)

9Q: (7, T)
du

" dLs(x, o; x, E) 0Q4(T, T, X)
+f { o, a[ 9 ) dS:+

Ax;
+ f {LB(,,., o % 5L T D)

+

du

" Qs (T, T, x
+Z dLs(<, o; x, ) 9Qs'(T, 7, X) av..
axi (au[ﬂ ]
d
Bx,-
e

)

(11.16)  T(x; o, g)=—f a%{léﬂ(t, o5 X, E)aQIaftl;]T)}dt_

v

ﬂ " LNt , o; x, E) Q" (t, =, x)
— f {81 i§1 axi a(au['t] ] de__.

an
Ox,-
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—f {2 {Lgf)(tl, o X, g)w +

ot ours
Q

" LY (4, o3 x, E) 9QT, T, x)} Ve

+i=l ox; 3 ( dur ]
Bx,-

4 .
3 n aLg") (t, g, X, E) 604 (t’ T, x)
- J- f {87: Ex 5%, ) ( e ] dS.dt—

ax,-

4
8 (Lo = x g 305 T )
- le {BT {Lf{ (t, T x’ E) au[ﬂ +
T Q

T 9Q

2 AL, o x, §) O T, %)
+I T (o dV.dt.
ax,-

12. Condizioni necessarie di ottimalita.
Nel paragrafo precedente abbiamo stabilito le prime variazioni del

funzionale F=F(9, v, w), definito tramite ’equazione (5.17), rispetto a

~

@, v e w. Secondo cid che & stato detto dalla fine del paragrafo 5, le
equazioni

12.1) 8,F==8,F=8,F=0

sono soddisfatte, per una strategia ottimale {¢, v, w}, per ogni @, v e
w"* soddisfacenti, rispettivamente, le condizioni

(12.2) @ (X)€@, 9'(x) |2n=0,

(12.3)  v'(t, x)€V, v'(t, x)|ea=0 per tel, v(t, x)=0 per x€Q

(12.4) w(t, x)eW, w'(to, x)=0 per xe€d.
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Consideriamo in primo luogo la variazione 8,F(¢, v, w), data dal-
I’equazione (11.5). Per un ben noto lemma del Calcolo delle Variazioni,
8.F(p, v, w)=0 per ogni ¢*(x) soddisfacente le condizioni (12.2) allora
ed allora soltanto se

(12.5) Ti(; E)=0 per £€Q e 1€l

ove Tiy(t, &) & continua ed & definita tramite 1’equazione (11.6).

Si consideri ora la variazione 8,F(¢o, v, w), data dall’equazione (11.8).
La condizione necessaria per una strategia ottimale {¢, v, w} consta nel
fatto che 'eguaglianza 8,F(¢, v, w)=0 dev’essere soddisfatta per ogni
v*(t, x) che soddisfa le condizioni (12.3). Cid che implica le seguenti
equazioni

(12.6) aQ—‘i(;}’—“’—)=o per tutti T€(to, 1),
azall(t, T) _
(12.7) ~97dy =0 per tel.,
6203*(t1 s T, x) —_—
(12.8) ——5?6—1)———0 per xeQ,
(12.9) Tx=, £)=0 per £€Q, ove Ty(x; &) & continua,

(12.10)  Ti(x; o, E)=0 per (o, E)eI':XQ, ove Ti(7; o, &) & continua
e
(12.11)  Tu(x; o, £)=0 per (o, £)€l.XQ, ove Ty(z; o, &) & continua,

per tutti T€(ty, t). ove, come precedentemente I=[t, ], I'.=[t, 7]
e L.=[~, t].

Dimostriamo ora separatemente ciascuna delle eguaglianze (12.6)-
(12.11).

Consideriamo dapprima l’equazione (12.6) e supponiamo che per
qualcun t€(t, ) si abbia

(12.12) 9w, )
v
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Nella discussione che segue si considerera soltanto questo particolare <.
Scegliamo ora una funzione v;(t) continua nell’intervallo I ed avente
le seguenti proprieta:

(12.13) wi(te)=wi(t1)=0, I vi(t) l_<_Vo , Vi(T)=vo8gn ( M ],

av

ove v, & il numero che ne figura in (2.2). Ad esempio, la seguente funzione

(12.14) yi(t)=vo sin [ (t—t)(t—t) = ] son (301*(1', T) ]

(t—t)(t—t) 2 v

soddisfa le proprietd di cui sopra. ~
Sia ora 0(x) una funzione continua su Q soddisfacente le condizioni

(12.15 0=<0(x)<1 per x€Q, 0(x))=1, 8(x) [s0=0.

Una tale funzione &, ad esempio, la seguente

(12.16) e(x)=e¢(x—x‘],

€

ove € € un numero positivo sufficientemente piccolo tale che la e-vicinan-
za N(x1) del punto xi(x1€Q) sia contenuta in £, e

exp[—l—l» 2) per |x|<1,
(12.17) W)= —lx]

0 per |x|=1,
ove
(12.18 | x |=Vx2+x2+ ...+ x2

Si pud verificare facilmente che la funzione
(12.19) V'(t, x)=vi(t)8(x)

soddisfa tutte le condizioni (12.3). E pertanto, tale funzione pud essere
utilizzata come funzione testo nella formula (11.8). Abbiamo, per conse-
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guenza, una strategia ottimale {o, v, w},

2

09| _ | P Dy

(12.20) Vo 3

dtdv

T

() f To(w; E)E)IVi—
Q

_ f f Ty(w; o, E(@)8(E)dVedo—

th 2

_ f f Ti; o, Emi(o)0(E)dVsdo.
z 0

Siccome il primo membro dell’equazione (12.20) ¢ indipendente da vi(f)
e 8(x) ma il secondo membro di essa dipende continuamente da tali fun-
zioni, si pud sempre trovare un paio di funzioni vi(¢#) e 8(x) aventi, ri-
spettivamente, le proprieta (12.13) e (12.15), tali che il segno di egua-
glianza nella (12.20) non sia valido. E dunque, l'ipotesi (12.12) ci con-
duce ad una contradizione. Risulta che l’equazione (12.6) & vera per
tutti T€(t, t1) per una strategia ottimale {¢, v, w}.

Dimostriamo ora l’equazione (12.7). Supponiamo che l’equazione
(12.7) non sia vera ed assumiamo che per qualcun t'€l., ove w€l, si
abbia
’Q/'(t, <)

oty =0.

(12.21)

Conserviamo tale ¢* fissato. Data la continuita di

3Qi'(t, )
dtdy

risulta l'esistsenza di una §-vicinanza N;(¢*) di ¢* contenuta in I. e tale che

(12.22) Fare, o

9<dy #0 per teNs(t).
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Consideriamo la funzione

2%Q:(t, 7)

(12.23) v(t, x)=vt)0(x) T

ove 8(x) & una funzione continua su Q soddisfacente le condizioni (12.15)
e v(t) ¢ una funzione continua su I avente le seguenti proprieta:

(12.24) vo(t)>0 per teNs(t"), vAt)=0 per tel—Ns(t")

€
(12.25) | va(t) | < :’;" per teNt),
ove

3 2Q. ¢, 1)
(12.26) m= rgvlﬁ) 9<dy

& un numero positivo in virtlt delle ipotesi (12.22). E chiaro che in virtd
delle (12.24) si ha vi{(t)=v«#)=0. Una tale funzione &, ad esempio,

vat)= e?:?‘b(t'_af‘)’

ove & definito tramite ’equazione (12.17). Si pud dimostrare senza dif-
ficolta che la funzione v*(¢, x), definita tramite I’equazione (12.23), sod-
disfa tutte le conzioni (12.3). E pertanto, essa pud essere utilizzata come
funzione testo nella formula (11.8). Per conseguenza, rammentandoci che
I’equazione (12.6) era stata gia stabilita, si trova, per una strategia ot-
timale {0, v, w},

(12.27)

9’Q;*(t, =)
dtdv

2
] vt)dt=

Ny (1%)

2 *
= f f Ty(x; o, E)v;(c)e(i)a—%;(z%)’—ﬂdwdo'.

AT

Il primo membro dell’equazione (12.27) ha un valore positivo determi-

17
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nato per ogni scelta della funzione vit), indipendentemente dalla sele-
zione della funzione 0(x), mentre il secondo membro di essa equazione
varia continuamente per ogni scelta di 8(x) e per ogni scelta di v«(¢). E
pertanto, & sempre possibile di trovare una funzione 0(x), per ogni data
v«(t), tale che la (12.27) vi sara un’ineguaglianza invece di essere un’egua-
glianza. E dunque, l’ipotesi (12.22) ci conduce ad una contradizione.
Per conseguenza, 1’equazione (12.7) & vera per tuiti t€l. e T€l per una
strategia ottimale {¢, v, w}.

Dimostriamo ora la validita dell’equazione (12.8). Supponiamo il con-
trario ed assumiamo che, per qualcun x*€(Q e per qualcun t*€l, si abbia

Q5" (1, = x)

(12.28) 3790

#0.

Siccome la funzicne
Qs (t, T x)
dtov

¢ continua rispetto ad x e =, esistono e-vicinanze di x* e di t* contenute
interamente in 2 e I rispettivamente, tali che

’Qs'(t, ©; x)

(12.29) 3<ay

#0 per xeN(x"), TeN(7").

Consideriamo la funzione

aZQI‘;"(tl > T, x)

(12.30) V'(t, x)=vx(t)0(x) 3 ,
Ty

ove

(12.31) e(x)=e¢(’~c——;x*),

essendovi Y(x) definito tramite 1’equazione (12.17) e vi(¢) essendo una
funzione continua nell’intervallo I e tale che

(12.32) vi()=0 per tel’. per TeN(T"), v3(t1)=3
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ed arbitraria nell’intervallo T <t<# , mentre

3203*(tl s T x)

(12.32) m= max 3790

xeNg (x%), TeNg (%)

Anche qui v € il medesimo numero che ne comparisce in (2.2). Notiamo
che, in conformitd con (12.29), m>0. Si pud costruire facilmente fun-
zioni vi(¢) aventi le proprieta di cui sopra.

Si pud facilmente verificare che la funzione v*(¢, x) definita tramite
I’equazione (12.30) soddisfa tutti i requisiti di (12.3) e ne pud conse-
guentemente essere utilizzata come funzione testo nella formula (11.8).
E pertanto, tenendo conto delle equazioni (12.6) e (12.7), abbiamo, per
una strategia ottimale {¢, v, w},

2 * 2
(12.34) "m—" f [a__@ g_‘cé;’ x) ]e(x)dV,=

N,(x%)
21
= Ta(x; o, &)

T Ne(x%)

6203*(t1 s Ty x)

9oy Vs(U)e(E)dngO'.

Giacche il primo membro dell’equazione (12.34) & indipendente dalla
selezione della funzione vs(¢), mentre il secondo membro dipende effet-
tivamente in modo continuo dalla funzione vsy(¢) sopraddetta, si pud sem-
pre trovare una funzione vs(¢) tale che il valore del secondo membro del-
I’equazione (12.34) differisca dal valore del primo membro di essa equa-
zione. E dunque, l'ipotesi (12.28) conduce ad una contradizione. Cid
prova la validita dell’equazione (12.8).

Passiamo ora alla dimostrazione dell’equazione (12.9). Per far cid
supponiamo che essa non si avveri ed assumiamo che per qualcun £*e€Q
per cui To(v, £) & continua e per qualcun t*€(t, #) si abbia

(12.35) TA=, €)#0.

Data la continuita di Ti(<", §) per &, esiste una e-vicinanza N.(£*) del
punto &' contenuta in Q tale che

(12.36) Txz"; £)520 per E€N(E").
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Consideriamo la funzione

(12.37) v'(o, §)=vi(o)TA<"; £)0(E),
ove
(12.38) 9(&)=e¢( E;:l ] ,

essendovi Y(x) definita dall’equazione (12.17) e vs(c) una funzione con-
tinua nell’intervallo I ed avente le seguenti proprieta:

(1239) it =0, n(t)=—2, | v(t) |< 2 per tel,
m m
ove
(12.40) m= max | T{<"; E)|.
EeN 4 (E%)

E chiaro che in virt dell’ineguaglianza (12.35) m & un numero positivo.

Anche qui 1 & il medesimo numero che ne comparisce in (2.2). Ad
esempio, una tale funzione &

Vo . t—th T
f)=—Zsin| 5o ~|.
vt) msm(v—-to2)

Si pud facilmente verificare che la funzione v*(¢, x), definita tramite
I’equazione (12.37), pud essere utilizzata come funzione testo nella for-
mula (11.8). Consideriamo 1’equazione (11.8) per t==" e per una stra-
tegia ottimale {¢, v, w}. Poiché le equazioni (12.6)-(12.8) sono state gia
stabilite, si trova

(12.41) :‘1’ f [TA="; £)10(¢E)dVi=

G
1*

- f f Tows BT o, EWo)bE)dVido+

5 Neg%
21

+ Toz"; E)Tu(z"; o, EWi(c)0(E)dVedo.

T* N (E%)
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Siccome il primo membro di questa equazione & indipendente dalla fun-
zione v4(t), mentre il secondo membro ne dipende continuamente da essa,
si pud sempre trovare una funzione va(f) tale che il segno d’eguaglianza
non sia pit valido in (12.41). E dunque ci siamo condotti ad una con-
traddizione. Cid prova l’asserto concernente ’equazione (12.9).

Passiamo a stabilire ora la validitda dell’equazione (12.10). Suppo-
niamo che 1’equazione (12.10) non si avvera ed assumiamo che per qual-
cun paio (¢*, £)el’.XQ e per qualcun t=v"€(ty, #) si abbia

(12.42) Ts(t; o, £)=0,

ove Ti(x; o, ) & continua. Anche qui, data la continuita della funzione
Ty(<"; o, E) nel (¢*, £, risulta D’esistenza di una e-vicinanza N(o"*) di ¢”
e di una e-vicinanza N.(§") di &", contenute, rispettivamente, in I'» € Q,
tali che

(12.43) Ty("; o, £)50 per (0, E)eN(c") X NLE").
Consideriamo ora la funzione
(12.44) v'(o, §)=vs(e)0(E)T:(<"; o, &),

ove 0(E) & la funzione definita tramite 1’equazione (12.38) e vs(¢) & una
funzione continua dell’l ed avente le seguenti proprieta:

(12.45)  vs(t))=0, vs(£)=0 per t¢ N.(t"), | vs(t) Iszg per tel,
essendovi 1o il numero che ne figura in (2.2) e

(12.46) m= max | Ts(<"; o, E)|
oeN (o%), Ee N (E*)

un numero positivo in virtd della (12.43). E chiaro che, vista la (12.45),
vs(t)=0 per te L.+ . Ad esempio, una tale funzione &

(12.47) vs(t) = %’li’ v ( ’:{-f ] :

Si pud dimostrare facilmente che la funzione v'(¢, x), definita tra-
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mite 1’equazione (12.44), soddisfa tutti i requisiti richiesti dalla (12.3)
e pertanto pud essere utilizzata come funzione testo nella formula (11.8).
Consideriamo I’equazione (11.8) colla v*(¢, x) definita tramite 1’equazio-
ne (12.44), spettante a T=<" ¢ ad una strategia ottimale {¢, v, w}.
Poich¢ le equazioni (12.6)-(12.9) sono state gia stabilite, si trova, per
conseguenza,

(12.48) f vi@)do | [To o, EIBEVe=0.

Neg (E¥) Ng(a*)

E chiaro che il primo membro dell’equazione (12.48) ha un valore po-
sitivo per la funzione vs(#) definita tramite 1’equazione (12.47). Cid ci
conduce ad una contraddizione. Per conseguenza, l'ipotesi (12.42) non
ne puod essere vera. Cio prova la validita dell’equazione (12.10).

La validita dell’equazione (12.11) si dimostra utilizzando con lievi
modificazioni la prova di cui sopra. Cid completa le dimostrazioni spet-
tanti alle equazioni (12.6)-(12.11).

Consideriamo finalmente la variazione 8.F(¢p, v, w), data dall’equa-
zione (11.13). La condizione necessaria per una strategia ottimale
{o, v, w} & che l’eguaglianza 8.F(p, v, w)=0 sia soddisfatta per ogni
w'(t, x) soddisfacente le condizioni (12.4). Cid implica le seguenti
equazioni:

(12.49) 9%, ) _ o per tutti el 4),
ow
*Q/'(t, ©) _
(12.50) W—O per tel; e T€(t, t),
8202*(tl s T, x) _
(12.51) W =0 per x€d) e TE(to, tl),
(12.52) Ts(t; £)=0 per x€dQ e t€(f, t),

ove T¢(t; o, £) & continua,

(12.53) Te(t; 0, E)=0 per (0, E)€'-X3Q,
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ove Te(T; &) & continua, e
(12.54) T+«(<; o, §)=0 per (o, £)el.X3Q,

ove Ti(7; o, £) & continua.

Le dimostrazioni concernenti le asserzioni (12.49)-(12.54) sono si-
mili con quelle esposte pilt sopra e spettanti alle equazioni (12.6)-(12.11).
Rinunciamo a dare qui i dettagli.

I risultati ottenuti in questo paragrafo possono essere sintetizzati
come segue:

Condizioni necessarie di ottimalitd. Sia (S) un sistema di controllo
ben posto definito nel paragrafo 2 ed il funzionale costo Ji(o, v, w), de-
finito tramite l'equazione (2.1). Allora, per una strategia ottimale
{@, v, w}, hanno luogo le seguenti equazioni:

(12.5) Ti(t; £)=0 per E€Q e t€(t, t),

ove Ti(t; &) € continua,

(12.6) aﬁ%"—) =0 per tutti T, #),
aZQI*(t’ T) .
(12.7) 3<dy =0 per tel., t€(to, t),
3203*(t1 s Ty x) _
(12.8) 379y =0 per xeQ, t€(to, t),
(12-9) TZ(T’ E):O per Een, Te(to s tl)y

ove Ti(v, E) € continua,
(12.10) Ti(v; o, £)=0 per (o, E)el’-XQ, t€(t, t),
ove Ti(v; o, £) & continua,

(1249) an*(t, T)

= tutti T€(to, t),
™ 0 per tutti T€(t, #)
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azol*( t, T)

(12.50) =0 per tel., t€(to, t),

dJtow
Q' (h; T, x) _
(12.51) 3w =0 per xe€Q, T€(to, t),
(12.52) Ts(v; £)=0 per £€9Q, t€(to, t),

ove Ts(z, £) & continua,

(12.53) Te(t; o, E)=0 per (0, &) €I'.X0Q, t€(t, t),
ove Ty(x; o, £) & continua, €

(12.64) T+(x; o, E)=0 per (o, E)el. XN, t€(t, ),

ove Ty(=; o, E) & continua, essendovi Ty, T2, ..., T7 date dalle equazioni
(11.6), (11.9), (11.10), (11.11), (11.14), (11.15) e (11.16), mentre Q:"
(k=1, 2, ..., 5) sono definite tramite le equazioni (4.4)-(4.8); I.'=[t, 7]
e l.=[x, t].

13. Osservazioni.

a) In uno dei nostri lavori susseguenti della serie che si elabora
in collaborazione col Prof. D. Mangeron [3], ci appoggeremo, nell’am-
bito dei problemi spettanti alle condizioni sufficienti di ottimalita, sui
risultati recenti di grandissima portata dovuti all’Illustre Accademico
Linceo Mauro Picone [4a]-[4b].

b) Per altre referenze bibliografiche, come pure per studi di sva-
riati casi speciali, esemplificazioni ed applicazioni, vedasi [1c] e [3].
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