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SULLA TEORIA DEL PROLUNGAMENTO
DEGLI INTEGRALI

JAUREs P. Cecconi *)

1. Questa nota & dedicata al prolungamento degli integrali.

Il dato iniziale & una coppia (g, ) costituita da una famiglia € di
funzioni reali su di un insieme X e da un funzionale p su &; la famiglia €
non essendo necessariamente uno spazio vettoriale reticolato. A partire da
(g, 1) viene costruito un integrale esterno e da questo, nello stesso ordine
di idee della teoria delle misure esterne secondo C. Caratheodory viene
dedotta una classe di funzioni misurabili ed un integrale.

Vengono quindi date alcune condizioni che sono necessarie e suffi-
cienti, o anche soltanto sufficienti ad assicurare che l'integrale cosi ot-
tenuto sia il prolungamento del dato « integrale (g, p) ».

2. Sia X un insieme, sia R* =RU{— oo }U{+ o0} il campo am-
pliato dei numeri reali con le abituali convenzioni rispetto all’ordine ed
alle operazioni razionali, sia R* la parte di R costituita dai numeri reali
positivi e da + oo.

Sia & la totalitd delle funzioni f: X — R*, sia * la totalitd delle
funzioni f: X — R*.

Sia ¢ una parte di &, costituita da funzioni reali su X tale che:

1) la funzione nulla su X, che indichiamo con O, appartiene a e,

2) fee=> f*=fvO0e€e, f =(—f)vOes,
esiaet=(f: feg, f=0}.

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’'Universita di Genova.
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Supponiamo sia data un’applicazione

p:e—>R
tale che
1) W0)=0
2) fee* > (=0
3) fee = u(H=WF*)—w(fy).

Diciamo classe ereditaria di € la classe ¥+ =¥ *(¢) costituita da tut-
te le funzioni ped* per le quali esistono una successione {gn} di funzio-
ni di e* ed una successione {an} di numeri reali positivi tali che

cpsnélaﬂ-g,,; per ogni xe€X,
e per ogni g€+ poniamo
p*(p)= inf {élan-u(gn): gn€et, a,€R™*, o= i;langni-
La coppia (#+, pu*) sarad detta integrale esterno generato da (g, w).

Sussistono le seguenti proposizioni

TeEOREMA 1. Se (g, w) e (H*, p*) sono definiti come sopra allora
si ha:

1) p*(0)=0

2) fedtt, a=0= afedl, p*(af) =au*(f)

3) hellt, fneX*, 0,=0; per ogni n; fo=< Ean-fn: p*(fo) =
< T an*(f) !

4) f, geX+, f=g= p*()=<p*().

5) per ogni fee* si ha p*(f)=u(f).

3. Consideriamo la classe 9T+ < K+ costituita dalle funzioni fe I+
per le quali, qualunque sia o€ ¥*, si ha

p*(@)=p*(@ A+ u(e—o Af),
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per ogni feNT* consideriamo il valore p*(f). La coppia (IMT+, p*) sa-
ra detta integrale assoluto generato dalla coppia (e, ).
Se poniamo infine

Mg =(f: feM*, p*(f)<*eo |
M={f: fed, f*, f €M~}
£={f: €M, uno almeno fra p*(f*) e p*(f ) & finito }

e se per ogni f€ £ poniamo
u*(N=p*(f*)—p*({f )

perveniamo alla coppia (£, ) che sara detta integrale generato da (g, V..
A giustificazione delle definizioni ora introdotte proviamo che:

TEOREMA 2. Con le definizioni adottate e le ipotesi finora ammesse
si ha che:

1) O+ & una classe inferiormente reticolata; ciot f, ge M+ =
= fAgeMNT+; IMF & una classe reticolata; ciod f, geMs = fAg,
fAeN,

2) 9¢ & una classe additiva; ciot f, ge M = f+geM ¢,

3) O+ & una classe monotona; ciod fn€ NT*, fu o= foe N,

. 4) MUy @& una classe c-additiva nel seguente senso: f,€ M §=
= ¥ f.€NH,
n-1

5) p* & additiva in 91T+ nel senso che: f, ge M+ = p*(f+g)=
=p*()+p*Q),

6) p* & continua (dal di sotto) in O *; ciod f,€e M +; fufo=>
= w*(fa) /'u*(fo),

. 1) p* & c-additiva in 91T+ nel senso che: f,e DN+ = p*( > f)=
= T u*(f), ’

8) f, geIM*, fzg, u*(@<+==[f—gedM*, p*(f—g=
=p*(H—p*(@),



170 Jaures P. Cecconi

9) feM*, a€R* = afeINL+,

10) se €* 9O+ allora nelle proposizioni 1), 2), 4) pud porsi
O+ al posto di Ny .

4. Supponiamo che la coppia (g, p) verifichi, oltre alle ipotesi
ivi fatte, anche la seguente:

4) fo, J€e", Gn€R*, 1= X Oufa = WD X o ilf).

Si ha allora che:

TEOREMA 3. In queste ipotesi e con lo stesso significato per (T +,
u*), risulta p*(f)=w(f) per ogni fee*.

5. Se supponiamo che (g, u), oltre alle ipotesi 1-4 finora indicate
verifichi le seguenti:

N

5) e+ & reticolata; ciot f, gest* => fAg, fvgeet,
6) ¢* & additiva; ciod f, geet* =f+ge€*,
7) €* & positivamente omogenea; cioé feet, a€R* = afee™,

dimostreremo che:
TEOREMA 4.
efCM* & f, geet, Wo)=wf A @)+p*(9—fA9).
TEOREMA 5.

etCM & f, geet, o=f, W)= +p*(e—1.

6. Proveremo inoltre i seguenti teoremi

TEOREMA 6. Se (g, w) verifica, oltre alle ipotesi del n. 2, le ipotesi
5, 7 del n. 5 e le ipotesi

4'y) f, gee?, f<g=> wmH =),
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43) fo, fn€e*, fn/fo=> Wfn)./lfo)
6') f, gee* = f+geet, u(f+g)=w(f)+mg),

allora si ha
etcM+ & f, oeet, o=f, @)=p(H)+pn*(@—1.

TEOREMA 7. Se (g, p) verifica le ipotesi del n. 2, le ipotesi 4%, 2)
sopra indicate, le ipotesi 5), 7) del n. 4 e le ipotesi

6”) 1, gee* = f+gee”, wWf+Q=wh+we),
8) 1, gee*, f=g= H{gu€e*}, (hn€c’), g8, gn=f—hn=g,
allora si ha
e O, p*(f)=u(f) per ogni fee*.
TEOREMA 8. Se (g, p) verifica tutte le ipotesi del teorema prece-
dente salvo la 8) e verifica I'ipotesi
&) f, gee*, f=g= f—gee*,
allora si ha
et O+, p*(f)=wf) per ogni fes*.

Ciascuno dei teoremi finora enunciati nel n. 5 fornisce condizioni
necessarie o necessarie e sufficienti affinché (£, p*) sia un prolungamen-
to di (g, p). Dal teorema 8 di deduce per esempio ovviamente, il

TeOREMA 9. Nelle ipotesi del teorema (£, n*) & un prolungamento
di (e, p).

Tale prolungamento, in forza del teorema 2, verifica poi le condi-
zioni

1) fe€ & feIM, p*(| f <+,

2) f, ge&, uno almeno degli integrali u*(f), p*(g) & finito=
= f+g€eL, p*(f+8)=p*(N+p*(9),

3) f2€L, u*(f)#= — oo, fo/'f = u*(fa) /0*(f),
4) f, ge€=>fng, fvges.
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Il teorema 9 viene cosi ad includere il noto teorema di prolunga-
mento di Daniell (ved. ad es. [1], [2]).

7. Dimostrazione del teorema 1.

Le condizioni 1), 2), 4) del teorema 1 sono ovvie. Bastera pertanto di-
mostrare la condizione 3) e soltanto nel caso in cui sia 05 ot - p*(fn) < +
+ oo per ogni n.

Siano, per ogni n e per ogni £€>0, {gu}, {Bu} due successioni di
elementi di e* e di R* rispettivamente per le quali risulti,

fns % Bnkgnk ) % Bnk’u(gnk)su
Ne segue che

e 3 Buapt(gu) S 1 (f)+ g—

§ O % BnkgnkZ % Olnfano )

e pertanto che
b= T oan X Brriu(gnk) = Tt * (fr) + 2¢,

da cui per 'arbitrarietad di € segue 1’asserto.
Per la dimostrazione della condizione 5) 0sserv1amo che f< Z Cnfn

1=n

con f.=f, 1=1, a,=0 se n>1. Ne viene che u*(f)< glan ufa) =pAf)-

8. Veniamo ora alla dimostrazione del teorema 2.

a) Cominciamo ad introdurre la nozione di insieme (e, p)— tra-
scurabile nel modo seguente.

Diremo che AcX & (g, w)— trascurabile se detta xa(x)=1x4 la fun-
zione caratteristica di A si ha che xaeX* e p*(%1)=0.
Ci0 posto dimostriamo i seguenti Lemmi.

LEMMA 1. Se goeX+ & tale che p*(p)< -+ o allora l'insieme
A={x: xeX, o(x)=+ o} & (g, &)— trascurabile.
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LEMMA 2.') Se gpeX* & tale che B={x:x€X, ¢(x)0} & (¢, p)—
trascurabile allora si ha p*(¢)=0.

Per la dimostrazione del Lemma 1 osserviamo per ogni x€X e per
ogni intero positivo n si ha

n-x=0q,

quindi per le 2) e 4) del teorema 1

R () =p*(n-%a) <o)
e quindi anche
u*(m)srl—l o)

da cui segue I’asserto.
Per la dimostrazione del Lemma 2 osserviamo che per ogni xeX
si ha

o< lim n-us= Y %s

n—>oco 1

Da questa, per la 3) del teorema 1, si deduce

p*(e)= %u*(xs)=0

come volevamo dimostrare.
b) Deduciamo da a) che
LEMMA 3. Se feON+, e = p*(o+H=p*(f)+v*(9).

Per la dimostrazione osserviamo che per la 4) del teorema 1 basta
soltanto limitarsi a considerare il caso in cui p*(g), p*(f)< + oo.
Cid posto, per lipotesi feDI+ si ha

*) p*(e+N=p*N+pv*(e+H—1
ed anche
. 0 se f=+4o
"=(p+f)—f= o se f<to

1) Si riconosce facilmente che il Lemma 2 & invertibile.
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In tal modo si ha ¢"<¢ e posto G={x: x€X, d=9—¢"=0} ri-
sulta, dall'ipotesi p*(f)<+ e e dal Lemma 1, che G & (g, p)— tra-
scurabile.

Dal teorema 1 e dal Lemma 2 segue allora

pH@)=p*(@)=p*(e") +p*(d)=pn*(9")
e ci0, mediante la (*) prova il Lemma e l'item 5) dedl teorema 2.
¢) Proviamo che se f, geM+ = fAgeM+.
Sia 9€9NT*, poiché per la 3) del teorema 1 si ha
pH@)=p*(@AfAQ+p*(e—@AfAQ)

bastera soltanto dimostrare che

BH@)Zp* (@ AfAQ)+u*(@—0AfAQ)

e quindi limitarsi a considerare soltanto il caso in cui p*(@) < + oo,
Ora poiché ge9MN+* si ha

B AN=p o AfAQ+p*(@Af—0OAfAg)
e poiché fe O+
p*@)=p*(@ A H+u*(e—@Af)
in modo che
BHO)=p @ A fAQ)+DH*(@—QA)FP*QAF—@AfA 8.
Per la 3) del teorema 1 risulta dunque
pHQ)Zp* (@ AfAQ+u*(9—@AfAg)

e cid prova che fA geNT+.

d) Dimostriamo che se: f, gedMs, oeX*, p*(P)< + 0o =
= B +p*(fva=u*@A(f V) +u*eV (fve)).

Poiché fe Mg si ha
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uevhH=p*((@eVvHAN+p*ovi—(eVvHAS)
=p*()+u*eVvi—1
=p*()+p*(e—9 A N=p*)+p*(@)—p*(@ A ).
E quindi
™ p*(H+p*@=p*(@ A H+u*(@ V)
e analogamente
** p*(@)+p*(@)=u*(p Ag)+p*(o Vv eg)
dalle quali si deduce, fra l’altro, che nelle nostre ipotesi
p*@ Vv, n*(fve<ee.

Se nella (**) poniamo successivamente @ Af e @ Vv f al posto di @
avremo

p* @ AND+u*@=p* (A VE+u*(eArfAgQ
p*e v H+u*@=p*(eVvHVE)+u*eVviAg.
Sostituendo in (*) avremo
(***) p*@+p*(D=p*Ue AN AQ)+u*((eAf) Ve
+u*((@vHAag+p*e Vi) ve)—2u*e)
e ponendo in (***) @ A (f v g) al posto di ¢ otterremo
p*@ A (fva+u*(H=p*({or(fvelaflag+
+e*([{or(fve)aflve
+p*{or(fvlvilag+u*({oa(fve)lvilve)
—2p.*(g).
Ma risulta
Hoa(fva)inflag=onrfag
Hoa(fva)laflve=(fro)veg
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[{on(fvelvilag=(eviing
Hoa(fvelvfilveg=fvg
Si ha dunque
p*(eA(fv)+p*(N=p*(@eAfAag)+p*((eAf)VvE)+
+u*((@ V) A +u*(fv g)—2u*(g)

e sottraendo questa da (***)
p*(@)—u*eA(fve=p*(eVive—u*(fve

e cio prova quanto affermato.

e) Dimostriamo ora che: f, geM*, peH*, o=f+g= u*(p)=
=p*(fv Q+p*(o—fVvg).

Come sopra potremo supporre che sia p*(p)< oo e limitarci a pro-
vare che

p*@)Zu*(fv @) +p*(e—fVv g).
Allo scopo osserviamo che
p*o—fve)=u*[{o—(f+8)}+{f+g—fv g}l

=p*lo—(+2]1+v*(f+g—fve)h)
=p*oe—(f+g)+u*(fAag)

€ per questo visto in b)

wre—fVv @) =p*(@)—p*(f+g)+p*(fAg)
=p*Q)—p*()—p*(@)+u*(f A 2).

Da queste per le ipotesi p*(@)< + oo, ¢=f-+g e per quanto visto

) Come in b) si vede che {x: xeX, f+g—fve+:fag} & (s, p)—
trascurabile.
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nell’inizio di d) si deduce
wro—fva)=p*(@)—p*(fVv e
e ci0o prova quanto si era asserito.
f) Proviamo ora che: f, gedN{, oel*, o=fvg= p*(p)=
=o*(fve+p*(e—fVvg.
Anche questa volta limitiamoci a considerare il caso in cui p*()<

<+ oo,
Applicando e) a ¢+ (f+g) avremo

v+ (f+g)=v*(f v @+p*(o+(f+8)—fv@.
Per quanto visto in b) avremo
w* @)+ () +p*(@=u*(f v @) +u*(e—7f Vv g +u*(H+u*Q)

da cui, poiché f, ge DMy, segue quanto si era affermato.
g) Proviamo che f, ge My, e = p*(@)=p*(@ A (fv )+
+u*(e—@ A (fv ).
Per quanto dimostrato in f) si ha
p*e Vv (fveN=p*(fve+u*(eviveg—fveg)
=p*(fve)+p*(e—oA(fve)

e per quanto dimostrato in d)

pF@)+u*(fvg)—p (e A (fv)=u*([fVva+u*o—o A(fv ).

Da questa, poiché p*(f v g) < 4+ oo si deduce ’asserto e quindi che:
f, geMg = fvgedy.
h) O+ & una classe monotona; ciog f,€NT*, f. fo=>fo=
= lim f,€ DT +.

Dim. Sia @e®N+; come si & gia detto pilt volte basterd dimo-
strae che

p*@)=p*(o A fo) +p*(e—o A fo)

e limitarci al caso in cui p*(@)<< 4+ oo.

12
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Ora poiché f,€ DT+ si ha, per ogni n,
p*(@)=p*(@ A fa) +U*(@—9 A fr)
* (@) Zp*(@ A fa) +p*(@—@ A fo),
inoltre, poiché fieNT+,
p*@Af)=p*@ALAf)+B*QAL,—0Af2Af)
=p*@ A f)+u (@ Af,—o Af),
ed analogalmente, per ogni n,
B A fA) =B*(Q A fa—) +B*(Q A fa—@ A fu-1).

Sommando da 1 ad n, per lipotesi p*(@)< + oo, si ha

B A ) =1 A f)+ >: WP A fr— A fit)

e tenendo conto della (*)
pre)=meo A f)+ 3: B*(Q A fr—9 A fe-1) +1*(@— @ A fo).

Per l’arbitrarietd di n e per la 3) del teorema 1 si ha quindi

B@Zu* L@ AR+ T (@A fi—0 A fin]+u%0—0 A f)
e quindi anche
p*(@)=p*(9 A fo)+u*(@—¢ A fo),
come volevamo dimostrare.

i) Proviamo ora che 9T4 & una classe additiva: cioé che f,
8EM = f+geMs.

Sia oeHl *, basterd provare che

p*(@)=p*(e A (f+2)+p*(o—o A (f+g))

e limitarci a supporre p*(p)< + oo.
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Poiché f A geMNy si ha

pX@)=p*(@ A fA )+ (@—0 AfAQ=p*(1)+1*(p2)
essendo
m=QAfAg =9—@AfAg

D’altra parte &
QA= AfAg+PA(fVE)
e poiché fv ge MLy si ha
u*(@2)=p*(@2 A (f v @) +u* (02— 92 A (f V 8)).

Se ne deduce

p*(@)=p*(e) +p*(@2)=p*(2 A (f v 8))+
Fu*(@—2 A (fV @) +u*(@iAfAg)
e quindi
p*@)Zp* (@i AfAg+P2 A(fV @)+ p*(@2— P2 A (fV Q)
Zp*(o A (f+8)+u*(e—o A (f+8));

infatti si ha:
©2—@2A(fVE)=0—0A(f+8).
Cio prova la nostra affermazione.

1) Proviamo ora che: f, ge®N*, f=g, p*(@)<+ oo = f—
—geM*, p*()=u*@)+u*(f—2).

Si deve soltanto provare che f—ge9W+ e ciot che se pe¥+
allora

p*(@)=p*(@ A (f—g)+u*(e—o A (f—g)).
Ora si ha

oA (f—8)=(p+g)Af—g
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e poiché feMT+
p*(e+@=p*((9+8 A N+p*(e+8—(0+8) AD.
Da quanto si & visto si & visto in b) segue percid
pH@)+u*@)=p*(@ A (f—2)+u*@+u*((e+8)—(9+8) A ).

D’altra parte, tenendo presente che pu*(g)<< + oo e ragionando come
in b) otteniamo

p*(e+8)—(o+8) A H=p*(0—0 A (f—2)).

Cid prova quanto si era affermato.

m) Proviamo che p* & continua dal di sotto in 9T *: cioe che
fn€NT*, fu o= w*(fu) /'0* (fo).

DiMm. Poiché fu<f..1=fo si ha dalla 4) del teorema 1
w*(fa) =p*(far) = p*(fo)

da cui segue l’esistenza del lim p*(f.) e la disuguaglianza

gm u*(fn) <p*(fo).

A questo punto se esiste un n per il quale p*(f.)= -+ o non c’¢
pilt niente da dimostrare; in caso contrario si ha

w*(fo) =p*(fi+ %(fk—fk-l))ﬁu*(fx)-i-
+ éu*(fk—fk-1)=u*(f1)+ >::(u*(fk>—u*(fk_o)
=< lim p*(fa).

n) Proviamo che p* & c-additiva su 9T +: cioe che
fa€ M+ = pX( z f)= z w*(fa)-

Proviamo anche che: £, = § €N
1
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Per quanto si riferisce alla prima affermazione si ha, per il teo-
rema 1 e per quanto visto in b),

WS ) ZRA 71: f)= ; w*(fe)

e quindi per l’arbitrarieta di n
p*( )T". fa)= 211 w*(fa).

Poiché dal teorema 1 segue la disuguaglianza contraria, la prima

affermazione & provata.
Per cid che si riferisce alla seconda affermazione, osserviamo che,

da quanto visto in g) segue

Y feMTE, per ogni n.
1

PN

L’asserto segue allora da quanto si & visto in h).
0) Proviamo che fe9N+, aeR* = afe M ™.

DiMm. Bastera supporre a=0. Sia g€} +; avremo per il teorema 1,
u*(@)—p*(@ Aaf)=a-p* [‘—2] —p* [ a(g A f] )

el () o (30 e (-2
=p* (cp—a (%Af) ) =u*(@—9 Agf).

Cid prova quanto affermato.

p) Osserviamo infine che se et cM* allora nelle proposizioni
1, 2, 4 pud porsi M+ al posto di 5.

Da un riesame delle dimostrazioni sopra effettuate risulta che ba-
stera soltanto provare che con questa nuova ipotesi si ha: f, geM+ =
= fvgedn-+.
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Ora esistono successioni, {gix}, {gn}, {®n}, {@2}, formate da ele-
elementi di e* e R* rispettivamente, tali che
= Zl: Cungln  , 8= 21: 2o

mentre
gin, 82.€NTE.

Posto allora

h,= Zx (oL1xgix + 2k gar)
si ha da o) e i) che h,e9NT§.
Ma si ha
*) Gveah.,/fvg

ed anche, per ogni n,

FVvAh=(fAh)V(gAh)EINS,

poiché fAh., gA €D§ e per quanto visto in g). Cio basta per con-

cludere, mediante la (*) e quanto si & visto in h), che fA gedNT+.

9. In questo numero dimostriamo il teorema 3.
Dopo il teorema 1 bastera soltanto dimostrare che nelle nostre
ipotesi si ha

wH=p*.

Pertanto niente & da dimostrare se p*(f)= -+ oo.

In caso contrario fissato arbitrariamente €>0 esisteranno due suc-
cessioni {f}, {ax} formate da elementi di e* e di R* rispettivamente
tali che

= % Onfn, BH(f)+e= Z: oLni(fn).

Per I'ipotesi ora fatta su (e, p) risulta dunque

w(h) < >; - lfo);
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dal confronto della precedente e dell’arbitrarieta di € segue allora

wH=p*@.

10. Sia etcOMW*. Allora se f, @pee* anche ¢ A feet. Poiché
vale la 4) si ha inoltre p(e)=p*(9), o A f)=p* (o A f) ed anche

u*@)=p*(@ A )+p*(e—9 Af)
dalla quale si deduce
*) we)=we A N+u*(@—9 Af).
Viceversa, supponiamo che nelle ipotesi indicate la (*) sia verificata
per ogni coppia di ¢, feet.

Faremo vedere allora che per qualunque YeOW+ per cui W(¥)<
<+ si ha

pr ) Zp* (¥ AN+ (¥ —Y A ),
cid, in conseguenza del teorema 1 basterd per provare che
p* (W) =p*(¥Y A )+p*(F—T A f).

e cid provera il teorema 4.
Allo scopo, fissato arbitrariamente £>0, siano {g.}, {a.} due suc-
cessioni di elementi di €™ e R* rispettivamente per le quali risulti

VS T anga, BHD)+EZ T onblg)= X 0@
Avremo percid per il teorema 1
W) +eZp*( X ang)=p*(lim )
dopo che si & posto per ogni n,

n
Sn= Y awgr€ct.
k=1
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Per la monotonia di {S.} avremo quindi
p*(¥)+e= lim p*(S»).
n—n
Ma per le ipotesi e per il fatto che S.ee* si ha
(S =p*(Sn) =p*(Sn A )+ D*(Sn—Sn A f).
Si ha dunque per il teorema 2 e per il fatto che le disuguaglianze
Se Af<SniiAf
Sn_Sn A fSSn+1—Sn+1 A f

sono verificate per ogni n,

p*(P)+e= lim {p*(Sn A H+*(Se—Sa A )}
(**) o
= lim p*(S» A )+ lim p*(S.—Sa A f).
Poiché S, Af, S._1 A fee™ e per 'ipotesi si ha,
B(Sn A ) =pSn-1 A ) +V*(Sn A f—=Sn-1 A f),
da cui sommando per k=2, 3, ... n si deduce

WS A H=1(S1 A )+ ézu*(sk Af—Set A D).

Poiché S,V f, S.-1Vv fee*, per le ipotesi e per le considerazioni
svolte in a) € b) nel n. 8 si ha,

w*(Sn—3S8n A f)—p*(Sn1—Sn-1 A )=p*(Sn V =) —0*(Sp-1 vV f—f)=
=pSn V =) —Sn=1 V )+ =p*(Sn V f—Sn1 v =
=p*[(Sn V=)= (Sn1 V= NI=pX{(Sr—Su A ) —(Sn-1—Su-1 A D }.

Sommando per k=2, 3, ... n otteniamo

B*(Su—Sn A )=L*(S1—S1 A P+ ézu*{ (Sk—St A )= (Sk1—Sic1 A D).
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Si ha pertanto da (**)
p*(¥)+e= lim {p(S1 A )+ kzi:zu*(sk A f—Si_1)}+ lim [p*(Si—Si A H+
+ 2 p((Se— 5k A N = (Sk1— St A D)),

e per la 3) del teorema 1,
W) +eZHS1 A f+ T (St A f— St A D+ (=S A )+
+ X [(Se=Se A = (Sii—=Sect A )

Zp*(lim S, A fy+u*( hm Suvi—=1

n—>oco

=p*((lim S,) A f)4+p*((lim S») v f—1).

n—»oco n—>o00

Da questa per il teorema 1 e per essere ¥< ¥ a.g. si deduce
1

p*(W)+ezp*(Y A )+p*(¥ V-1
Zp* (Y ADFu*(Y—TAS)

da cui, per l’arbitrarieta di €, segue 1’asserto.
Dal teorema 4 segue poi ovviamente il teorema 5.

11. Dimostriamo il teorema 6.
Dimostriamo dapprima che se, nelle ipotesi del teorema, e* c T+
allora per ogni coppia f, p€c™, tale che 9=/, si ha

* wo)=wH+p*(@—1).
Poiché e* <O+ si ha intanto per tali f,
v*@)=p*(H+u*(e—1),

bastera allora soltanto provare che, nelle nostre ipotesi, per ogni fo€e™

si ha w(fo)=p*(fo).
Allo scopo siano fo, fn€€™ tali che fo< Z fn; allora la successione

{( Z f«) A fo} tende non decrescendo a fo e si ha, per ogni n, ( Z f) A fo€E™.
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Per ogni £>0 & percid possibile determinare v intero positivo in
modo che se n>v risulti

W) —e<u(( ) A0 <ud E 0= T B S E wlfe)
risulta percid, per l’arbitrarieta di e,
B = X u(fo)

e quindi che (g, p) verifica la condizione 4 del n. 4.

Da cid per il teorema 3 che p(fo)=p*(fo) quindi la (*).

Viceversa, supponiamo che (g, p) verifichi le ipotesi del teorema
e che per ogni coppia @, fee*, ¢=f si abbia

W)= +p*(@—1).
Facendo in questa f=0 ne otteniamo, per ogni @ee*
W) =u*(9).

Siano ora dati fo, fn€e*, a,€R* in modo che fo=< X afs .
1

Poiché p* (definita a partire da (g, p) come nel n. 2), verifica la
condizione 3 del teorema 1 si ha

BUD=B* ()= T an-u*(fo) = ;: o ().

La coppia (g, p) verifica cosi anche la condizione 4) del n. 4
oltre che la 6) del n. 5. Dal teorema 4 segue allora che

et O+,

12. Veniamo ora alla dimostrazione del teorema 7.

Ragionando come nella prima parte del numero precedente si con-
clude intanto che per ogni fee* si ha w(f)=p*().

Se allora f, gee* sono tali che f=g dalla disuguaglianza

p*H=u*(f—g)+p*(e)
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valida per il teorema 1 si deduce che

wH=p*(f—g)+u(o).

Proviamo che vale anche la disuguaglianza contraria; basterad evi-
dentemente limitarsi a considerare il caso in cui p(f)< + oo.

Siano allora {g.}, {hn}; g, hu€c™* tali che g./'g, g.<f—h.<g.

Per ogni n e per tutti gli x eccettuati al pit quelli di un insieme
(e, p)— trascurabile si avra allora

f—8<hn=<f—gn
in modo che risultera per le ipotesi 4'), 6”)
WlPn) +pAgn) = plhn + gr) = (/)
e ragionando come in b) del n. 8
p*(f— @) = p*(hn) = phn) S pf) — 1(gn)-
Poiché per le ipotesi si ha p(g.)/M(g), deduciamo da questa
p*(f—8) + @) =u(f).

Abbiamo cosi provato che et <O+ e che w(f)=p*(f) per ogni
feet.

13. Dimostriamo infine il teorema 8.
Ragionando come nel n. 11 abbiamo che, per qualsiasi coppia f,
geet, f=g, risulta

u*(f—g)=wf—2g),
e quindi

P =(g) +u(f —g)=(g) +1*(f—2).

Da questa, in virtu del teorema 6, segue ’asserto.
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