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SUI GRUPPI RISOLUBILI COMPLEMENTATI

di MAURIZIO EMALDI *)

In un Gruppo G un sottogruppo K si dice complemento di un sot-
togruppo H quando G = H U K e H fl K =1. Un gruppo si dice comple-
mentato quando in esso ogni sottogruppo ammette un complemento.
Invece un gruppo in cui ogni sottogruppo ammette un complemento con
cui è permutabile si dice completamente fattorizzabile. Una caratterizza-
zione dei gruppi finiti risolubili complementati è stata data da Zacher
in [11]. Caratterizzazioni dei gruppi completamente fattorizzabili sono
state date, nel caso finito, da Hall in [8] e, nel caso generale, da
Cernikov in [4] e dalla Cernikova in [3]. Nella presente nota si esten-
dono ai gruppi infiniti alcuni risultati contenuti nel citato lavoro di
Zacher. Lo stesso problema è stato considerato da Ene in [7].

1

Mediante la relazione di Dedekind si riconosce facilmente che:

( 1.1 ) Se N è un sottogruppo normale del Gruppo G e se H è un
sottogruppo di G che contiene N, allora per ogni complemento C di N
in G, l’intersezione H fl c è un complemento di N in H, normale in G
se H è abeliano e normale in G.

Non è difficile riconoscere che:

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del Comitato Nazionale

per la matematica del C.N.R.
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( 1.2) Se N è un sottogruppo normale del gruppo complementato
G, allora il gruppo-fattoriale GIN è pure complementato.

Ricorrendo alla caratterizzazione del sottogruppo di Frattini quale
insieme dei « non-generatori » ([9] vol. II, pag. 217), si verifica pure
facilmente che:

(1.3) Un gruppo complementato ha il sottogruppo di Frattini

identico.

Dimostriamo ora che:

( 1.4) Se N è un sottogruppo normale abeliano non identico del

gruppo complementato G, allora N risulta unione di sottogruppi normali
minimi di G.

DIM. Anzi tutto dimostriamo che se T è un sottogruppo normale
non identico di G contenuto in N, allora T contiene sottogruppi normali
minimi di G. Infatti per (1.3) esiste in G almeno un sottogruppo massimo
M tale che M n T non contiene T. Poiché M n T è normale in M e in T,
esso è normale in MT = G. Per (1.1) esiste allora un complemento P
di M fl T in T, con P normale non identico in G. Sia ora L un

sottogruppo normale non identico di G contenuto in P. Risultando
P fl M =1= L fl M e PM = G = LM, si ha L = P e, di conseguenza,
P è un sottogruppo normale minimo di G. Premesso questo, sia H

l’unione di tutti i sottogruppi normali minimi di G contenuti in N.

Per (1.1) esiste un complemento F di H in N, con F normale in G.
Se ora F non fosse identico, per quanto premesso F conterebbe sotto-

gruppi normali minimi di G che non sarebbero contenuti in H. Pertanto,
attesa la definizione di H, F =1 e H = N.

In analogia a un teorema sui moduli semi-semplici ([5], pag. 61)
si riconosce agevolmente che:

{ 1.5) Se il sottogruppo N del gruppo G è unione di sottogruppi nor-
mali minimi di G e se P è un sottogruppo normale di G contenuto in N,
allora esiste un complemento Q di P in N, con Q normale in G.

Dimostriamo ancora che:

( 1.6) Se il gruppo G contiene un sottogruppo normale abeliano N
tale che:
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a) N è unione di sottogrupp  normali minimi di G,

b) G si spezza 1) sopra N,

c) GIN è complementato,

allora G è complementato.

DIM. Per b), c) e (1.2) N ammette un complemento C in G, con
C gruppo complementato. Sia H un sottogruppo qualsiasi di G. Indicato
con K un complemento di H n C in C, risulta H n K = 1 e H U K =

Poniamo F = H U K e L=FNN. Allora
L risulta normale in F e in N e, quindi, in NF = NC = G. Per a) e (1.5)
esiste allora un complemento M di L in N, con M normale in G. Consi-
deriamo il sottogruppo MK di G e dimostriamo che esso è un comple-
mento di H in G. Intanto si ha H U MK = FM = (FL)M = NF 2-: NC = G -
Sia poi h un elemento qualsiasi di H n MK. Allora h = mk con m in
M e k in K. Poiché M è normale in G, è in M e quindi

Allora h = k e, quindi, h =1. Dunque 

Inoltre ([2], pag. 385) si ha che:

(1.7) Se il gruppo G induce un gruppo localmente f inito ) di auto-
morfismi sul suo sottogruppo normale minimo abeliano N, allora N è
un gruppo periodico.

Ricordiamo infine ([3], pag 274) che:

(1.8) Il gruppo non identico G è completamente f attorizzabile se,

e solo se, G contiene un sottogruppo normale abeliano N tale che:

a) N è prodotto diretto di sottogruppi normali ciclici di ordine

primo di G,

b) G si spezza sopra N,

c) GIN è prodotto diretto di sottogruppi ciclici di ordine primo.

1) Per la definizione vedasi ([9] vol. II, pag. 149).
2) Per la definizione vedasi ([9] vol. II, pag. 153).
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2

(2.1) TEOREMA. Un gruppo risolubile complementato è un grup-
po periodico.

DIM. Sia G = G~°~ ? G~1~ ? ... ~G~-~G~==1 la serie derivata

del gruppo risolubile complementato G e procediamo facendo induzione
sulla lunghezza di tale serie. Sia n =1. Allora il teorema è vero in quan-
to per (1.1) G risulta prodotto diretto di sottogruppi ciclici di ordine

primo. Sia n &#x3E; 1. Per (1.4) risulta unione di sottogruppi normali
minimi di G. Sia allora T un sottogruppo normale minimo di G conte-
unto in Indicato con CG(T) il centralizzante di T in G, per (1.2)
GICG(T) è risolubile complementato. Siccome per l’ipo-
tesi di induzione, G/CG(T) è periodico. Ma allora per (1.7) T è pure
periodico. Ne segue che è periodico. Siccome per l’ipotesi di in-
duzione pure è periodico a causa della (1.2), anche G risulta
periodico.

(2.2) TEOREMA. Il gruppo non identico risolubile G è comple-
mentato se, e solo se, sono soddisfatte le seguenti condizioni:

a) l’unione N di tutti i sottogruppi normali nilpotenti di G coin-
cide con la unione di tutti i sottogruppi normali minimi di G,

b) G si spezza sopra N,

c) G/N è complementato.

DIM. La sufficienza della condizione segue da (1.6). La condi-
zione è anche necessaria. Infatti la a) segue da (1.4) e dal fatto che per
(1.1) ogni sottogruppo normale nilpotente di G è abeliano; la b) segue
dalla definizione di gruppo complementato; la c) segue da (1.2).

(2.3) COROLLARIO. Il gruppo non identico risolubile G è com-

plementato se, e solo se, G risulta prodotto di t? 1 sottogruppi abeliani
a due a due permutabili, G=N1N2 ... Nt , tali che:

b) Ni è l’unione di tutti i sottogruppi normali nilpotenti di

NINI+1 ... Nt e coincide con l’unione di tutti i sottogruppi normali mi-
nimi di NiNi+, ...Nt per i =1, 2, ..., t.
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(2.4) TEOREMA. Il gruppo non identico G è risolubile complemen-
tato se, e solo se, G possiede una serie ascendente invariante 3) finita a f at-
tori abeliani 1= Fo’~ Fi ~ ... tale che:

a) è l’unione di tutti i sottogruppi normali nilpotenti di

G/Fi_1 e coincide con l’unione di tutti i sottogruppi normali minimi
G/Fi-~ per i= 1, 2, ..., r,

b) G/Fi_~ si spezza sopra Fi/Fi-l per i =1, 2, ..., r.

DIM. La condizione è necessaria. Per dimostrare questo facciamo
induzione sulla lunghezza della serie derivata di G. Se la serie derivata
di G ha lunghezza uno, allora l’affermazione è vera in quanto per (1.1)
G risulta prodotto diretto di sottogruppi ciclici di ordine primo. Suppo-
niamo ora che la serie derivata di G abbia lunghezza maggiore di uno
e indichiamo con F l’unione di tutti i sottogruppi normali nilpotenti di
G. Allora per (1.1) e (1.4) F1 risulta unione di sottogrppi normali mi-
nimi di G. Inoltre G si spezza sopra Fi. Ora la serie derivata di G /F~
ha lunghezza minore di quella di G e quindi, per (1.2) e per l’ipotesi
di induzione, G/Fi possiede una serie ascendente invariante finita a

fattori abeliani ... ::-5 FRIF, = GIF, soddisfacente alle con-
dizioni a) e b). Ma allora la serie di sottogruppi ... ~ Fr =
= G è una serie ascendente invariante finita a fattori abeliani di G
soddisfacente alle condizioni a e b).

La condizione è anche sufficiente. Per questo facciamo induzione
sulla lunghezza r della serie ipotizzata. Per r=1 l’affermazione è vera
in quanto per a) G risulta prodotto diretto di sottogruppi ciclici di or-
dine primo. Supponiamo r &#x3E; 1 e consideriamo G/Fl . Per G/Fi valgono
le condizioni a) e b) e quindi, per l’ipotesi di induzione, G/Fi è un
gruppo risolubile complementato. Ma allora per (1.6) pure G è risul-
bile complementato.

OSSERVAZIONE. Il teorema ora dimostrato fornisce anche una ca-
ratterizzazione dei nC-gruppi risolubili, in base a un risultato di Napo-
litani [10]. E non è difficile riconoscere mediante il teorema (2.2) il
risultato di Curzio [6] che un gruppo risolubile complementato con
condizione massimale per i sottogruppi è finito.

3) Per la definizione vedasi ([9] vol. II, pag. 173).
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(2.5) TEOREMA. Il gruppo non identico G è completamente fat-
torizzabile se, e solo se, G è complementato e possiede una serie ascen-
dente invariante a fattori ciclici.

DIM.. La necessità della condizione segue da (1.8). La condizione
è anche sufficiente. Infatti per (1.1) G è periodico. Inoltre G’ è uno

ZA -gruppo 4) ( [ 1 ], pag. 21) e quindi per (1.1) esso è abeliano. Per

( 1.4) G’ risulta allora prodotto diretto di sottogruppo normali ciclici di
ordine primo di G. Per (1.2) G/G’ risulta prodotto diretto di sottogrup-
pi ciclici di ordine primo. Ma allora per (1.8) G è completamente fat-
torizzabile.
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