
RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITÀ DI PADOVA

BERNHARD AMBERG
Gruppentheoretische Eigenschaften und
Normalisatorbedingungen
Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova,
tome 41 (1968), p. 97-118
<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__41__97_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova, 1968, tous
droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Università di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__41__97_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


GRUPPENTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN
UND NORMALISATORBEDINGUNGEN

BERNHARD AMBERG *)

Die Begriffe der hyperabelschen, der hyperzyklischen und der
hyperzentralen Gruppen lassen sich durch die folgenden Definitionen
verallgemeinern :

Ist 9 eine Klasse von geordneten Paaren (e, f) gruppentheore-
tischer Eigenschaften e und f, so heisst der Normalteiler N der

Gruppe G ein 0-Normalteiler von G, in Zeichen wenn es ein

Element (e, f) in 8 gibt derart, dass N eine e-Gruppe und G/CG N
eine f-Gruppe ist. Die Gruppe G heisst hyper-8-Gruppe, wenn jedes
von 1 verschiedene epimorphe Bild von G einen von 1 verschiedenen
9-Normalteiler besitzt.

Die Klasse 0 bestehe nun insbesondere aus nur einem Element.

Ferner sei n die universelle Eigenschaft, Gruppe zu sein. Ist a die
Klasse der abelschen Gruppen, so ist hyper-(a, u) die Klasse der

hyperabelschen Gruppen; ist 3 die Klasse der zyklischen Gruppen,
so ist hyper-(3, 11) die Klasse der hyperzyklischen Gruppen ; ist t die
triviale Gruppenklasse, so ist hyper-(U, t) die Klasse der hyperzen-
tralen Gruppen.

Hyperabelsche, hyperzyklische und hyperzentrale Gruppen lassen
sich - unter Voraussetzung gewisser Endlichkeitsbedingungen -
durch Forderungen charakterisieren, dass Untergruppen in irgendei-
nem Sinn K häufig » von ihrem Normalisator verschieden sind [vgl.

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universität, 6 Frankfurt
am Main, Robert-Mayer-Strasse 6-8.
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R. BAEB [4] und [5], B. I. PLOTKIN und K. A. HiRSOH]. Diese

Tatsachen legen die Aufgabe nahe, die von einer gegebenen Klasse
8 von geordneten Paaren gruppentheoretischer Eigenschaften abge-
leitete Eigenschaft hyper-0 durch ähnliche «Normalisatorbedingungen &#x3E;&#x3E;
zu charakterisieren.

An die Klasse 8 wird im allgemeinen die folgende Forderung
gestellt:
) Ist (e, f) ein Element aus 0, so sind Faktoren von e-Gruppen
bzw. f -Gruppen selber e-Gruppen bzw. f-Gruppen.

Der folgende Satz enthält eine Charakterisierung von hyper 0.
Gruppen, die der Maximalbedingung für Untergruppen genügen.

SATZ : Genügt die Klasse 8 der Forderung (*), sind alle zykli-
schen Gruppen hyper-9-Gruppen, sind Erweiterungen von hyper-8-
Gruppen durch hyper-O-Gruppen selber hyper-O-Gruppen, besitzt die
Gruppe G eine maximale hyper-6-Untergruppe, so ist G dann und
nur dann eine hyper-O-Gruppe, wenn gilt:
(+) Ist X = na X eine echte Untergruppe von G, so gibt es eine
Untergruppe Y von C~ mit

(vgl. Satz 2.1).
Ähnliche Kriterien kann man für artinsche Gruppen (= Grup-

pen mit Minimalbedingung für Untergruppen) beweisen (vgl. Satz 3.1
und Folgerung 3.6). Die in diesen Sätzen enthaltenen Voraussetzun-
gen an die Klasse 0 können für artinsche und auflösbare Gruppen
erheblich abgeschwächt werden. Hier gilt der

SATZ: Genügt die Klasse 8 der Forderung (*), sind zyklische
Gruppen von Primzahlordnung hyper-8-Gruppen, sind hyper.0-Gruppen
auflösbar, so ist die artinsche Gruppe dann und nur dann eine

hyper-0.Gruppe, wenn gilt:
Ist die maximale 1Jntergruppe X der Untergruppe U von G

kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler Y von U
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mit den folgenden Eigenschaften :

(vgl. Satz 3.8).
Es konnte nicht entschieden werden, inwieweit die in diesen

Sätzen enthaltenen Voraussetzungen an die Klasse 0 abschwächbar
sind. Es lässt sich aber zeigen, dass unter der Voraussetzung (*)
eine Gruppe G~ dann und nur dann eine hyper-9-Gruppe ist, wenn
sie einer Verschärfung der Bedingung (+) genügt (vgl. Satz 1.8).

Diese Arbeit ist auf Anregung von Herrn Professor Dr. Reinhold
Baer entstanden. Ihm und Herrn Privatdozent Dr. Otto Kegel danke
ich herzlich für ihre Unterstützung.

BEZEICHNUNGEN

(...) = von den eingeschlossenen Elementemengen erzeugte Untergruppe

= Normalisator der Untergruppe X der Gruppe Y in Y

Cy X = Zentralisator von X in Y
= Menge aller xy mit x aus X, y aus Y

X p = Produkt aller in X enthaltenen Normalteiler von Y

Xc Y = g ist echte Untergruppe von Y

IY:XI=Index von X in Y

X o M = Menge aller x-1 ’1n-1 xm mit x aus X, nt ans der Teilmenge M von Y

45 Y = Frattininntergrnppe von Y

~ X B = Direktes Produkt der Gruppen A und B

Faktor = epimorphes Bild einer Untergruppe

auflösbare Gruppe = Gruppe, deren Ableitungen fast alle trivial sind

fastabelsche Gruppe = Gruppe, die einen abelschen Normalteiler mit endlichem

Index enthält

artinsche Gruppe = Gruppe mit Minimalbedingung für Untergruppen

e-Grnppe = Gruppe mit der Eigenschaft e

Die Eigenschaft e vererbt sich auf Untergruppen (Normalteiler,’epimorphe Bilder],
wenn Untergruppen [Normalteiler/epimorphe Bilder] von e-Gruppen selber e-Grup-
enp sind.
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1. Es sei 0 eine Klasse von geordneten Paaren (e, f ) gruppen-
theoretischer Eigenschaften e und f. Die Klasse aller gruppentheo-
retischen Eigenschaften e, für die es eine gruppentheoretische Eigen-
schaft f gibt, so dass (e, f) aus 8 ist, heisst erste Komponente 91 von
0. Entsprechend ist die zweite Komponente O2 von 0 definiert. Eine

Komponente Oi von 0 hat die Eigenschaft W oder erfüllt die Aussage
’W1, wenn jedes e in Oi die Eigenschaft W hat oder die Aussage ’W1
erfüllt. Zum Beispiel vererbt sich Oi auf Untergruppen [epimorphe
Bilder], wenn für jedes e in Oi Untergruppen [epimorphe Bilder] von
e-Gruppen selber e-Gruppen sind. Ebenso hat 0 die Eigenschaft W
oder erfüllt die Aussage ’W1, wenn dies von den beiden Komponen-
ten von 0 gilt.

Der Normalteiler N der Gruppe G heisst 8-Normatteiler von G,
in Zeichen NOG, wenn es ein Paar (e, f ) in 0 mit folgenden Eigen-
schaften gibt :

(a) N ist eine e-Gruppe,
(b) G/Ca N ist eine f-Gruppe.

Es ist klar, dass G/Co N im wesentlichen mit der von G in N
induzierten Automorphismengruppe übereinstimmt. Die Gruppe G
heisst wenn G8G gilt.

LEMMA 1.1 : -lÖ8 seien N, M, K Normalteiler der Gruppe 6 mit
Hc K.

(a) Ist K CN, so ist dann und nur dann NIK 0 wenn

9 gilt.
Es ist dann und nur dann NMIlh9GjM, wenn N/(Nn n M)

gilt.
(b) Vererbt sich 9 auf epimorphe Bilder, so folgt aus N9G,

dass auch NMjM 0 GIM gilt.
(c) Vererbt sich die zweite Komponente von 9 auf Untergruppen

und ist U eine N enthaltende Untergruppe von G, so folgt aus NOG,
da-ss auch N8 U gilt.

(d) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf Normalteiler
und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren, so folgt für jeden in
N enthaltenen Normalteiler L der Untergruppe U von G aus NBG,
dass auch .L8 U gilt.
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(e) Vererbt sich die erste Komponente von 0 Faktoren und

die zweite Komponente von 9 auf epimorphe Bilder, so folgt aus NOG
filr zwei in N enthaltene Normalteiler R und S von G, dass auch

0 G/S gilt.

BEWEIS : Sind X und Y Normalteiler der Gruppe G mit X c Y,
so versteht man unter dem Kommutatorquotienten X  Y von X

und Y die Menge aller Elemente g aus G, für die Y 0 9 c X gilt.
X -: Y ist ein Normalteiler von G, und es ist (X = Y )/X = cajz ( Y/.X ),
so dass G/(X = Y) im wesentlichen mit der von G/X in Y/X indu-
zierten Automorphismengruppe übereinstimmt.

(a) : Es ist N/g genau dann eine e-Gruppe, wenn 
eine e-Gruppe ist. Da der Normalteiler M von G in N und .g enthal-
ten ist, ist (.~ --. N)/M = (K/M)  (N/M) und damit

so dass die von in N/.K induzierte Automorphismengruppe zu
der von (GIM)1(KIM) in induzierten Automorphismen-
gruppe isomorph ist. Hieraus folgt die erste Behauptung von (a).

Es ist genau dann NM/M eine e-Gruppe, wenn N/(N n M) eine
e-Gruppe ist. Ferner ist und damit

so dass die von in NM/M induzierte Automorphismengruppe
im wesentlichen mit der von in induzierten

Automorphismengruppe übereinstimmt.
Für das folgende sei vorausgesetzt. Dann gibt es also ein

Paar (e, f) in 0 derart, dass N eine e-Gruppe und GlegY eine f -

Gruppe ist.

(b) Mit N ist auch das epimorphe Bild n M)
von ,N eine e-Gruppe. Ferner ist CaN in 1Vl = NM enthalten, und

NM) ist ein epimorphes Bild von und daher ebenfalls

eine f -Gruppe. Also gilt NMjM9GjM, und (b) ist bewiesen.

(c) : Es ist Ul(cgN n U ) -~. UCGNjCGN eine Untergruppe von
GjCeN, und daher ist nach Voraussetzung auch Ul(CgN n U) = 
eine f-Gruppe. Also gilt und (c) ist bewiesen.
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(d ) : Mit N ist nach Voraussetzung auch der Normalteiler .L
von N eine e-Gruppe. Aus (c) folgt, dass mit G/CoN auch 
eine f-Gruppe ist. Wegen ist ein epimorphes
Bild von und daher ist ebenfalls eine f-Gruppe. Also
gilt und (d) ist bewiesen.

(e) : Als Faktor von N ist nach Voraussetzung auch 
eine e-Gruppe. Aus R C N folgt cgN c CoR. Daher ist GICGB als
epimorphes Bild von G/CoN eine f-Gruppe. Also gilt ROG. Anwen-
dung von (b) ergibt 0 so dass auch (e) bewiesen ist.

DEFINITION: Eine Gruppe heisst wenn jedes
von 1 verschiedene epimorphe Bild von G einen von 1 verschiedenen
8-Normalteiler besitzt.

LEMMA 1.2 : Ist die Gruppe G Produkt von [endlich oder unend-
lich vielen] sich gegenseitig zentratisierenden Normalteilern, die. sämt-

lich hyper-O-Gruppen sind, so ist G selbst eine hyper-9-Gruppe.

BEWEIS : Die Gruppe G sei Produkt einer Menge von Nor-

malteilern, die sämtlich hyper-0.Gruppen sind. Ist o ein Epimor-
phismus von G auf 1, so ist H das Produkt der Normalteiler
X« für X aus 10. Wenn sich die Normalteiler X aus f0 paarweise
gegenseitig zentralisieren, so zentralisieren sich auch die Normal-

teiler X" von H für X aus M paarweise gegenseitig. Aus H ~ 1
folgt Xa 1 für wenigstens ein .‘ aus f0. Da X* eine hyper-0-
Gruppe ist, gibt es also einen 0.Normalteiler Y # 1 von X*". Da
die übrigen X" den Normalteiler X*« von H zentralisieren, ist Y

auch ein Normalteiler von H~, und die von H in Y induzierte Au-

tomorphismengruppe ist mit der von in Y induzierten A uto-

morphismengruppe identisch. Es folgt, dass Y ein von 1 verschie-
dener 0-Normalteiler von H ist. Damit ist gezeigt, dass G eine

hyper-0.Gruppe ist.

ANMERKUNG : Aus Lemma 1.2 folgt, dass direkte Produkte

von [beliebig vielen] hyper-0-Gruppen selber hyper-O-Gruppen sind.
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Dagegen sind cartesische Produkte von hyper-9-Gruppen bekanntlich
im allgemeinen nicht wieder hyper-9-Gruppen.

LEMMA 1.3 : (a) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
Untergruppen und die zweite Komponente von 9 auf Faktoren, so gibt
es zu jedem Normalteiler N =1= 1 der hyper-9-Gruppe G einen 0-Nor-
1nalteiler E von G mit 1 C E C N.

(b) Vererbt sich 9 auf Faktoren, so ist jeder Faktor einer hyper-
8-Gruppe ebenfalls eine hyper-9-Gruppe.

BEWEIS : Der Beweis von (a) verläuft im wesentlichen wie der
Beweis von R. BAER [3], p. 17, Lemma 3.2. Der Beweis von (b)
wird im wesentlichen wie der Beweis von R. BAER [2], p. 358,
Satz 4.4 (a), geführt.

FOLGERUNG 1.4 : Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
Untergruppen und die zweite Komponente von 9 auf Faktoren, so ist

die Gruppe G dann und nur dann eine hyper-9-Gruppe, wenn gilt:
Sind R und S zwei Normalteiler von G mit S C R, so gibt es

einen Normalteiler N von G mit Rund 9 

BEWEIS : Dies ergibt sich sofort aus Lemma 1.3 (a) und der
Definition der hyper-9-Gruppe.

HILFSATZ 1. : Jede der beiden folgenden gruppentheoretischen
Eigenschaften vererbt sich auf epimorphe Bilder :
(+) Zu jeder echten Untergruppe X = noX der Gruppe G gibt es
eine Untergruppe Y von G mit

(++) Zu jeder maximalen Untergruppe X der Gruppe G, die kein
Normalteiler von G ist, gibt es einen Normalteiler Y von G mit

BEWEIS : Ist A eine echte Untergruppe des epimorphen
Bildes .H der (+) erfüllenden Gruppe (~, ist weiter 03B2 ein Epimor-
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phismus von C~ auf .H~, so sei .~ das Urbild von A unter 03B2. Dann

ist nH A = A, so dass ngx im Urbild von A enthalten

ist. Also wird X = und es gibt wegen (+) eine Untergruppe
Y von (~ mit

Ist ..g der Kern von 03B2, so ist .K ein in ~ enthaltener Normalteiler

von 6 und damit auch von so dass Y gilt. Es sei
nun B = Y ~ = Y/g. Da Y von X normalisiert wird, wird auch B

von A normalisiert, so dass gilt. Der grösste in X enthal-
tene Normalteiler von XY wird auf den grössten in A enthaltenen
Normalteiler von abgebildet. Also ist (XXY)U = AAB .
Da Untergruppen von Y auf Untergruppen von B abgebildet wer-
den, folgt A AB C B. Wäre B C A, also Y/K C X/K, so wäre auch

Also ist B ~ A. Aus Lemma 1.1 (a) folgt noch, dass auch
gilt. Damit sind alle verlangten Bedingungen

nachgewiesen. Also vererbt sich (+) auf epimorphe Bilder. Die Epi-
morphismenvererblichkeit von (++) zeigt man analog.

HILFSSATz 1.6 : (a) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
epimorphe Bilder und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren, so
gibt es zu jeder echten Untergruppe X der hyper 0- Gruppe G eine

Untergruppe Y von G mit

(b) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf Normalteiler
und epimorphe Bilder und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren,
ist X eine echte Tlntergruppe der hyper-fJ-Gruppe G und ist 1 der

einzige 0-Normalteiler von naX/X, so gibt es eine Untergruppe Y von
G mit

BEWEIS : Es sei X eine echte Untergruppe der hyper-0-Gruppe
G. Wegen ist Xe ein Normalteiler von G mit von 1

verschiedener Faktorgruppe Also gibt es einen Normalteiler
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N von G mit Xe C N und 0 Da Xe der grösste in X
enthaltene Normalteiler von G ist, folgt Aus {X, N) = XNc G
folgt XaC XXN. Ausserdem folgt aus NIXe 9 GIXe wegen der

Untergruppenvererblichkeit der zweiten Komponente von 0 nach
Lemma 1.1 (c) die Beziehung 0 Aus Lemma 1.1 (b)
ergibt sich

Anwendung~ von Lemma 1.1 (a) ergibt

Die Untergruppe Y = wird natürlich von X normalisiert.

Aus folgt und es ist Xxy = Y. Schliesslich

gilt noch YlXxy 0 Damit ist (a) bewiesen.
Der beim Beweis von (a) benutzte Normalteiler N von G erfüllt

NIX,9 0 GjXG. Aus Lemma 1.1 (d) und (b) ergibt -sich

Ist nun 1 der einzige 0.Normalteiler von so folgt
(N n riG X ) x c X, also N n X. Setzt man wieder Y = NXXN,
so ist

Ferner ist nach dem dedekindschen Modulsatz

Damit ist auch (b) bewiesen.

FOLGERUNG 1.7 : Vererbt sich 0 auf Faktoren, so gibt es zu

jeder echten Untergruppe X einer Untergruppe U der 
G eine Untergruppe Y von U mit
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BEWEIS : Diese Aussage folgt sofort durch Kombination von
Lemma 1.3 (b) und Hilfssatz 1.6 (a).

Die in Hilfssatz 1.6 (b) abgeleitete Bedingung gibt bereits eine
Charakterisierung der hyper-O-Gruppen.

SATZ 1.8 : Vererbt sich die erste .Komponente von 0 auf Normal-
teiler und elnimorlnhe Bilder und die zweite Komponente von 0 auf
Faktoren, so sind die folgenden .Eigenschaften der Gruppe G äquivalent:
(I) G ist eine hyper-9- Gruppe.
(11) Ist X eine echte Untergruppe von G und ist 1 der einzige
9-Normalteiler von so gibt es eine Untergruppe Y von G mit

(iii) Ist X eine echte Untergruppe von G und ist 1 der einzige
0-Normalteiler von so gibt es eine Untergruppe Y von G mait

BEWEIS : Es ergibt sich aus Hilfssatz 1.6 (b), dass (II) aus (I)
folgt. (III) ist eine Abschwächung von (II).

Es werde nun Bedingung (III) von der Gruppe G erfüllt. An-
genommen, G ist keine hyper-0.Gruppe. Dann gibt es einen Nor-
malteiler M von G so, dass 1 der einzige 0-Normalteiler von G/M ---

ist. Aus (II) folgt die Existenz einer Untergruppe Y von
(’ mit Y = Y n G = Y n nam c X und was nicht sein kann.

Also folgt (I) aus (III).

2. Eine Charakterisierung von hyper.0.Gruppen, die der Maximal-
bedingung für Untergruppen genügen, ist im folgenden Satz ent-
halten. Eine gruppentheoretische Eigenschaft W heisst erweiterungs-
vererblich, wenn gilt :

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und sind N und die

Faktorgruppe G/N beide W Gruppen, so ist auch G eine W-Gruppe.

SATZ 2.1: Vererbt sich 9 auf Faktoren, sind alle zyklischen
Gruppen 6-Gruppen, ist hylner-8 erweiterungsvererblich, besitzt die
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Gruppe G eine maximale hyper-(J- Untergruppe, so sind die folgenden
.Eigenschaften von G iiquivalent:
(I) G ist eine hyper-9-Gruppe.
(11) Ist X = eine echte Tlntergruppe von G, so gibt es eine

Untergruppe Y von G mit

BEWEIS : Es ergibt sich aus Hilfssatz 1.6 (a), dass (II) eine
Folge von (I) ist.

Q’ erfülle nun die Bedingung (II). Nach Voraussetzung gibt es
eine maximale hyper-9-Untergruppe M von G. Angenommen, es ist
MC G. Wäre riG M, so gäbe es ein M normalisierendes Element
g in G, das nicht in ~ enthalten ist. Dann ist M ein Normalteiler

von und g)IM r-,2 (g)I(M n g) ist zyklisch. , Aus den Voraus-
setzungen folgt, dass dann g)IM eine 0-Gruppe und also auch
eine hyper-O-Gruppe ist. Aus der Erweiterungsvererblichkeit der
Eigenschaft hyper-0 ergibt sich, dass auch fM, g) eine hyper-0-Gruppe
ist, was der Maximalität von M widerspricht. Also ist M = 
und aus (II) folgt die Existenz einer Untergruppe Y von G mit

Da sich 0 auf Faktoren vererbt, ist mit auch die Untergruppe
Mmy von M eine hyper-9-Gruppe; vgl. Folgerung 1.7. Aus der

Er weiterungs Vererblichkeit der Eigenschaft hyper.0 folgt dann, dass
auch Y eine hyper-9-Gruppe ist. Nun ist Y ein Normalteiler von

.llTY und M/( Y n M) ist als epimorphes Bild einer hyper-0-
Gruppe ebenfalls eine hyper-0-Gruppe. Dann folgt aus der Erwei-

terungsvererblichkeit der Eigenschaft hyper-0, dass auch MY eine
hyper-O-Gruppe ist. Wegen widerspricht dies der Maxi-

malität von M. Aus diesem Widerspruch folgt, dass 6 = M eine

hyper-O-Gruppe ist. Also folgt auch (I) aus (II).

BEMERKUNG 2.2 : Bedingung (II) von Satz 2.1 wird von allen

zyklischen Gruppen erfüllt. Dies zeigt die Unentbehrlichkeit der

Voraussetzung in Satz 2.1, dass zyklische Gruppen 0-Gruppen und
also auch hyper-0-Gruppen sind.
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3. Im folgenden werden Gruppen mit Minimalbedingungen be-
trachtet. Eine gruppentheoretische Eigenschaft ViD heisst lokal, wenn
Gruppen, deren endlich erzeugbare Untergruppen w-Gruppen sind,
selbst die Eigenschaft Vn haben.

SATZ 3.1 : Vererbt sich 9 auf Faktoren, sind zyklische Gruppen
von Primzahlordnung ist hyper-9 eru.,eiterungsvererbtich
und lokal, so sind die folgenden Eigenschaften der artinschen Gruppe
G äqicivatent :
(I) G ist eine hyper-9- Gruppe.
(11) Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe U von G
kein Normalteiler von U, so gibt es einen Nor1nalteiler Y von U mit

BEwFIS : Es ergibt sich aus Folgerung 1.7, dass (II) eine Folge
von (I) ist.

Es werde nun Bedingung (II) von der Gruppe 6 erfüllt. An-

genommen, G ist keine hyper-O-Gruppe. Da G artinsch ist, gibt es
unter den Untergruppen X von G, die keine hyper-O-Gruppen sind,
eine minimale A mit folgenden Eigenschaften :

(1) A ist keine hyper.0.Gruppe ;

(2) Jede echte Untergruppe von A ist eine hyper-O-Gruppe.

Angenommen, A ist nicht endlich erzeugbar. Dann ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von A eine echte Untergruppe
von A und daher wegen (2) eine hyper-O-Gruppe. Dann ist also A
lokal eine hyper-O-Gruppe, und es folgt aus der Voraussetzung,
dass A selbst eine hyper-O-Gruppe ist. Dies widerspricht (1), so

dass also gilt:

(3) A ist endlich erzeugbar.

Als endlich erzeugbare Gruppe besitzt A maximale Untergrup-
pen. Ist M eine solche, so ist 1tZ C A, und es folgt aus (2), dass M
eine hyper-O-Gruppe ist. M, so wäre M ein Normal-
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teiler von A und wäre frei von eigentlichen Untergruppen,
also zyklisch von Primzahlordnung. Nach Voraussetzung ist dann

eine 0-Gruppe und daher auch eine hyper-9-Gruppe. Da Er-

weiterungen von hyper-0-Gruppen durch hyper-8-Gruppen selbst

byper-9-Gruppen sind, ist also A eine hyper-O-Gruppe, was (1) wi-
derspricht. Also gilt l~= nA M c A. Aus (II) folgt nun die Existenz
eines Normalteilers W von A mit

Wegen (2) ist MA als echte Untergruppe von A eine hyper-0-
Gruppe. Wäre W = A, so wäre wegen der Erweiterungsvererblicheit
der Eigenschaft hyper-0 auch A eine hyper-9-Gruppe, was (1) wider-
spricht. Also ist W C A, so dass W wegen (2) eine hyper-O-Gruppe
ist. Nun ist mit M auch das epimorphe Bild A/ W = 

n W ) von M eine hyper-9-Gruppe. Aus der Erweiterungsver-
erblichkeit der Eigenschaft hyper-0 folgt, dass auch A eine hyper-
0-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (1) ergibt sich, dass auch
(I) aus (11) folgt.

SATZ 3.2 : Vererbt sich 9 auf Faktoren, sind zylclische Gruppen
von Primzahlordnung 0-Gruppen, genügen die Normalteiler der Gruppe
G der Minirnalbedingung und der Maximalbedingung, so sind die

folgenden Eigenschaften von G äquivalent :
(1) G ist eine hyper-9- Gruppe.
(II) (a) Zu jeder maximalen Untergruppe X von G, die kein Nor-

malteiler von G ist, gibt es einen Normalteiler Y von G mit

(b) Ist der minimale Normalteiler M des epimorphen Bildes
H von G der einzige minimale Normalteiler von H, ist M

in der Frattiniuntergruppe H von H enthalten und eine

hyper-()-Gruppe, so ist M ein 8-Normalteiler von H.

BEWEIS : Gilt (I), so folgt (11.a) aus Hilfssatz 1.6 (a) und (II.b)
aus Lemma (1.3) (a).
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Es werde nun Bedingung (II) von der Gruppe (~’ erfüllt. An-

genommen, G ist keine hyper-O-Gruppe. Da sich Bedingung (II) nach
Hilfssatz 1.5 auf epimorphe Bilder vererbt, folgt aus der Maximal-

bedingung für Normalteiler von G die Existenz eines epimorphen
Bildes F von G mit folgenden Eigenschaften:

(1) F ist keine hyper-8-Gruppe ; F erfüllt (II).

(2) Jedes echte epimorphe Bild von 14’ ist eine hyper-0-Gruppe.

Da F keine hyper-O-Gruppe ist, ist I’ ~ 1 und besitzt nach

Voraussetzung minimale Normalteiler. Angenommen, es gibt zwei
verschiedene minimale Normalteiler A und B von F. Wegen (2)
sind und F/B hyper-O-Gruppen, und aus Lemma 1.2 folgt, dass
auch das direkte Produkt I’/A X eine Ityper-O-Gruppe ist. Nun
ist A n B = 1, und daher ist F einer Untergruppe von F/A X .F/B
isomorph. Anwendung von Lemma 1.3 (b) ergibt, dass auch F eine
hyper-0.Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (1) folgt, dass

A = B ist. Also gilt:

(3) I’ besitzt genau einen minimalen Normalteiler M.

Wegen (2) ist eine hyper-O-Gruppe. Wäre Mein 0-Normal-
teiler von F, so wäre wegen (2) auch Feine hyper-O-Gruppe, was
(1) widerspricht. Also gilt:

(4) M ist kein 0-Normalteiler von .1 doch ist eine hyper.0.
Gruppe.

Wäre M in der Frattiniuntergruppe 4YF von 1~’ enthalten, so
folgte aus dass F eine hyper-O-Gruppe ist, was (1) wider-
spricht. Also gilt:

Wegen (5) ist ~ F, und es gibt eine maximale Untergruppe
S von .F mit Ist ~S= 1, so folgt aus der Maximalität von

S, dass F zyklisch von Primzahlordnung ist. Nach Voraussetzung
ist dann F eine 0-Gruppe, also auch eine hyper-9-Gruppe. Aus die-
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sem Widerspruch zu (1) folgt S =F 1. wäre S ein Normalteiler von
F, so würde (3) folgen, was der Wahl von S wider-

spricht. Also ist 8 C und aus der Maximalität von S folgt
~S = np ~S. Wegen (II.a) gibt es also einen Normalteiler N von F mit

Wäre Sp # 1, so würde aus (2) ~’ folgen, was der Wahl

von 8 widerspricht. Also ist S = 1, so dass N = NISP ein 0-Nor-
malteiler von F = ist. = SN ist N ~ 1. Nach
(3) ist und aus folgt nach Lemma 1.1 (e) auch M 9 F.
Aus diesem Widerspruch zu (4) ergibt sich, dass auch (I) aus (II)
folgt.

BEMERKUNG 3.3: Nach B. HUPPERT~ p. 418, Beispiel 1, gibt
es eine endliche, auflösbare Gruppe 6 mit den folgenden Eigenschaf-
ten : G enthält einen Normalteiler P der Ordnung 31°. Die Fratti-

niuntergruppe P - P’ von P ist elementarabelsch und enthält

einen minimalen Normalteiler M von G der Ordnung 34. Ist pein
Teiler der Ordnung von G, so sind die Ordnungen der V-Haupt-
faktoren von GIOG sämtlich 

Es sei nun e die folgende Gruppenklasse : e enthalte alle end-

lichen Gruppen, deren Ordnungen 3 nicht als Teiler haben , ferner
alle Gruppen der Ordnung 32 und alle Untergruppen dieser Gruppen.
Die Klasse 8 bestehe aus dem Paar (e, u), wobei 11 die universelle

Eigenschaft bedeutet. Es ist klar, dass 0 die Voraussetzungen von
Satz 3.2 erfüllt.

Jede maximale Untergruppe ~S von G enthält 0 P C 4Y G. Da

die Ordnungen der p -Hauptfaktoren von GIOG sämtlich -.p2
sind, ist eine hyper-9-Gruppe. Hieraus folgt, dass Bedingung
(II.a) von Satz 3.2 von [Gjf/JG und] G erfüllt wird; vgl. Folgerung
1.7. Da aber der minimale Normalteiler .M von G kein e-Normal-
teiler von G ist, ist G keine hyper-O-Gruppe. Damit ist gezeigt,
dass die Bedingung (II.b) in Satz 3.2 unentbehrlich ist.

BEMERKUNG 3.4 : Bedingung (II.b) von Satz 3.2 ist sicher dann

erfüilt, wenn eine der folgenden beiden Bedingungen erfüllt ist:
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(+) Alle elementarabelschen Primärgruppen sind 0-Gruppen.
(++) Ist GIOG eine hyper-O-Gruppe, so ist auch G eine hyper-

0-Gruppe.
Die Bedingung (++) bedeutet, dass die Eigenschaft hyper-0

gesättigt (oder vom Frattinityp) ist. Sie wird etwa von den endli-

chen hyperzentralen, hyperzyklischen und hyperabelschen Gruppen
erfüllt.

HILFSSA’Z 3.5: Vererbt sich 0 auf Faktoren, so sind die fol-
genden Eigenschaften der artinschen und fastabelschen Gruppe G

äquivatent :
(I) G ist eine 

(II) Jede endliche TTntergrnlnpe von G ist eine hyper-(J-Gruppe.
(III) Jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild H von G besitzt einen
von 1 verschiedenen, endlichen 9-Norntalteiter.

BEWEIS : Wegen Folgerung 1.7 sind Untergruppen von hyper-
-0-Grnppen selber hyper-o-Gruppen, so dass (II) aus (I) folgt.

Als artinsche und fastabelsche Gruppe ist G lokal endlich;
vgl. etwa R. BAER [3], p. 7/8, Satz 2.1. Gilt nun (II), so ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von G eine endliche hyper-0.Gruppe.
Es sei nun .g == 1 ein epimorphes Bild von G. Mit hat auch .g

folgende Eigenschaften:
(*) .H ist artinsch und fastabelsch ; jede endlich erzeugbare Un-
tergruppe von H ist eine endliche hyper-O-Gruppe.

Ist erstens .g endlich, so ist H wegen (*) eine hyper-O-Gruppe,
die dann natürlich einen von 1 verschiedenen 0-Normalteiler besitzt.

Ist zweitens .g unendlich, so sei D der Durchschnitt aller Unter-

gruppen X von g mit endlichem Index H : X 1. . Da H~ artinsch
ist, ist D eine unendliche, abelsche, charakteristische Untergruppe
von H mit endlicher Faktorgruppe H/ D, vgl. R. BAER [3], p. 7/8,
Satz 2.1. Folglich bilden die Elemente quadratfreier Ordnung in D
eine von 1 verschiedene, endliche, charakteristische Untergruppe K
von D und also von .H~, vgl. L. FucHs, p. 68, 19. Da Kund H/D
endlich sind, gibt es eine endlich erzeugbare Untergruppe .L von H
mit K C L und Da wegen (*) Leine hyper-o-Gruppe und
K ein Normalteiler von L ist, gibt es nach Lemma 1.3 (a) einen
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o-Normalteiler A von L mit 1 C -4 c.K. Da D eine abelsche Ober.

gruppe von K und A ist, ist A ein Normalteiler von LD = H, und
und L induzieren dieselbe Automorphismengruppe in A. Also
ist A ein endlicher 8-Normalteiler von H. Damit ist gezeigt, dass
(III) aus (11) folgt. Dass schliesslich auch (I) aus (111) folgt, ist

trivial.

FOLGERUNG 3.6 : Vererbt sich 0 auf Faktoren und sind elemen-
tarabelgche Pri1närgruppen 9- Gruppen, so sind die folgenden Eigen-
schaften der artinschen Gruppe G äquivalent :
(I) G ist eine fastabelsche hyper-9-Gruppe.
(11) (a) Ist X eine maximale Untergruppe der Untergruppe U von
G, aber kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler Y

von U mit

(b) 0-Faktoren von G sind fastabelsch.
(III) (a) Ist X eine maximale Untei,gruppe der endlichen Unter-

gruppe U von G, aber kein Normalteiler von U, so gibt es einen
Normalteiler Y von U mit

(b) G ist fastabelsch.

BEWEIS : Es ist klar, dass (11. b) aus (b) folgt, und es ergibt
sich aus Folgerung 1.7, dass auch (11. a) aus (I) folgt.

Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe Z1 der (II)
erfüllenden Gruppe G kein Normalteiler von U, so gibt es einen
Normalteiler Y von TT mit

Ist Y = U, so ist U/Xu ein 0.Faktor von (~, also nach (II. b)
fastabelsch. Aus B. AiVIBERG, Folgerung 4, folgt nun, dass C~ fasta-

belsch ist. Nun ist es klar, dass (III) eine Folge von (II) ist.

Gilt (111), so ist C~ als artinsche und fastabelsche Gruppe lokal

endliche vgl. R. BAEB [3], p. 7/8, Satz 2.1. Daher folgt aus (III. a)
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wegen Satz 3.2 und Bemerkung 3.4, dass jede endlich erzeugbare
Untergruppe von G eine endliche hyper-9-Gruppe ist. Aus Hilfssatz
3.5 ergibt sich, dass G selbst eine hyper-6-Gruppe ist. Also folgt
(I) aus (III).

BEMERKUNG 3.7 : Die Voraussetzung in Folgerung 3.6, dass
elementarabelsche Primärgruppen 0-Gruppen sind, wurde nur bei
der Anwendung von Satz 3.2 benutzt. Nach Bemerkung 3.4 kann
sie etwa auch durch folgende Forderung ersetzt werden:

Zyklische Gruppen von Primzahlordnung sind 0-Gruppen, und
hyper-0 ist gesättigt (vom Frattinityp).

SATZ 3.8 : Vererbt sich, 0 auf Falctoren, sind zyklische Gruppen
von Primzahlordnung 0-Gruppen, so sind die folgenden Eigenschaften
der artinschen Gruppe G äquivalent :
(I) G ist eine auflösbare hyper-9-Gruppe.
(II) (a) Ist die maximale Untergruppe X der Untergr1Jppe U von
G kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler Y von U mit

(b) Hyper.f). Untergruppen von G sind au, flösbar.

BEWEIS : Aus Folgerung 1.7 ergibt sich, dass (II) aus (I) folgt.
Die Gruppe G erfülle nun Bedingung (II), und es sei E eine end-

liche und auflösbare Untergruppe von G. Angenommen, E ist keine
byper 0-Gruppe. Dann gibt es unter den endlichen Faktoren von E,
die keine hyper.0.Gruppen sind, einen 14’ von minimaler Ordnung.
Da sich (II. a) auf Untergruppen und wegen Hilfssatz 1.5 auch auf

epimorphe Bilder vererbt, gilt:

(1) ~’ erfüllt Bedingung (II. a), ist aber keine hyper-O-Gruppe.

(2) Jeder echte Faktor von I’ ist eine hyper-03B2 Gruppe.

Da F keine hyper.0.Gruppe ist, ist F =~= 1 und besitzt also mi-
nimale Normalteiler. Gäbe es zwei verschiedene minimale Normal-

teiler A und B von F, so wäre A n B = 19 so dass F einer Unter.
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gruppe des direkten Produktes F/A X isomorph wäre. Wegen (2)
sind I’/A und FIB hyper-O-Gruppen, so dass wegen Lemma 1.2 auch
FjA X F/B eine hyper-O-Gruppe ist. Dann ist nach Lemma 1.3 (b)
aber auch F eine hyper-O-Gruppe, was (1) widerspricht. Also gilt:

(3) F besitzt genau einen minimalen Normalteiler M.

Es ergibt sich aus (2), dass eine hyper-O-Gruppe ist. Wäre

M ein 0-Normalteiler von F, so würde aus (2) folgen, dass F eine
hyper-O-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (1) folgt:

(4) F/M ist eine hyper-O-Gruppe, aber M ist kein 8-Normalteiler
von F.

Angenommen, .lYl ist nicht in der Frattiniuntergruppe 4$ F von
F enthalten. Wegen (2) genügt jedes echte epimorphe Bild von F
der Bedingung (II.b) von Satz 3.2, und hieraus folgt, dass F selbst
dieser Bedingung (II.b) genügt. Mit (II.a) folgt dann aus diesem

Satz, dass F im Widerspruch zu (1) eine hyper-0.Gruppe ist. Also

gilt

Die Frattiniuntergruppe einer endlichen Gruppe ist nilpotent,
vgl. etwa R. KooHENDÖBFFER, p. 203, (9.3.5). Also ist der mini-
male Normalteiler M von F eine elementarabelsche p-Gruppe. An-

genommen, es ist I’ = CF M. Dann ist M im Zentrum 3F von F
enthalten, und jede Untergruppe von DI ist ein Normalteiler von F.
Aus der Minimalität von M folgt dann, dass ~1 zyklisch von Prim-
zahlordnung p ist. Wäre p ein Teiler der Ordnung von so

wäre M einer Untergruppe der hyper-O-Gruppe isomorph, also
nach Lemma 1.3 (b) selbst eine hyper-0Gruppe. Da aber ein im

Zentrum von F enthaltener zyklischer Normalteiler von Primzablord-

nung ist, wäre M sogar ein 8-Normalteiler von F, was (4) wider-

spricht. Also ist p kein Teiler der Ordnung von Es folgt, dass
die Ordnungen von M und teilerfremd sind, so dass nach dem
Satz von SaHUR und ZASSENHAus F über .ltT zerfällt, was wegen
(5) nicht sein kann ; vgl. etwa R. KooHENDÖRFFEB, p. 117, (6.2.2),



116

und p. 202, (9.3.2). Aus diesem Widerspruch folgt:

Natürlich enthält dann M einen von 1 verschiedenen, auf-
lösbaren Normalteiler, und es folgt aus R. BAER [1], p. 656,
Lemma 2:

(7) besitzt einen Normalteiler mit zu p teilerfremder

Ordnung.
Nun folgt aus R. BAER [1], p. 655, (.E), die Existenz einer

Untergruppe S von F mit folgenden Eigenschaften:

Wäre so folgte aus der Minimalität und Kommuta-

tivität von M, dass eine maximale Untergruppe von F ist ; vgl.
etwa R. BAER [1], p. 642, Lemma 1. Aus folgte dann

was nicht sein kann. Also ist und 

ist wegen (2) eine hyper-O-Gruppe. Da 8 und 1~ wegen (8) dieselbe
Automorphismengruppe in M induzieren, ist M auch minimaler

Normalteiler von so dass Mein 0-Normalteiler von ~~1 und F

ist, vgl. Lemma 1.3 (a). Aus diesem Widerspruch zu (4) folgt:

(8) Jede endliche, auflösbare Untergruppe von ist eine hyper-
0-Gruppe.

Angenommen, C~ ist keine hyper-9-Gruppe. Da (~ artinsch ist,
gibt es unter den Untergruppen von G, die keine hyper-O-Gruppen
sind, eine minimale W mit folgenden Eigenschaften: 

_

(9) W ist keine hyper-O-Gruppe.

(10) Jede echte Untergruppe von W ist eine hyper-9-Gruppe.

Angenommen, W ist nicht endlich erzeugbar. Dann ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von W eine echte Untergruppe von
W, also wegen (10) eine hyper-9-Gruppe und wegen (II.b) sogar
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auflösbar. Insbesondere ist f~T lokal auflösbar, y und es folgt etwa aus
B. AMI3ERG, Folgerung B, dass W selbst artinsch, auslösbar und

fastabelsch ist. Es ergibt sich nun aus (8), dass jede endliche Unter-
gruppe von W eine hyper-9-Gruppe ist, so dass W wegen Hilfssatz

3.5 eine hyper.0.Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (9) folgt:

(11) W ist endlich erzeugbar.

Angenommen, W ist nicht auflösbar. Wegen (11) besitzt W

eine maxiale Untergruppe R. Wegen W und (10) ist jR eine
hyper-9-Gruppe, so dass B nach (II.b) auflösbar ist. Wäre .R 4r 
so wäre R ein Normalteiler von W, und W/B wäre frei von eigent-
lichen Untergruppen, y also zyklisch von Primzahlordnung. Mit B
und W/R ist auch W auflösbar, was der Annahme widerspricht.
Also ist und wegen (II.a) gibt es einen Normalteiler S
von W mit folgenden Eigenschaften :

Da eine echte Untergruppe von W ist, ist wegen (10)
eine hyper-9-Gruppe, und aus (II.b) ergibt sich die Auflösbarkeit

von Wäre W = S, so wäre TY/R w wegen (12) eine 0-Gruppe,
und Anwendung von (II.b) zeigte die Auflösbarkeit von Mit

und ist aber auch W auflösbar, und dies ist ein Wider-

spruch zur Annahme. Also ist S c W. Wegen (10) ist 8 eine hyper-0-
Gruppe, und die Anwendung von (II.b) zeigt die Auflösbarkeit von
~’. Nun ist mit R auch das epimorphe Bild 
von 1~ auflösbar. Mit S und W/S ist aber auch W auflösbar, und

aus diesem Widerspruch zur Annahme folgt:

(13) W ist auflösbar.

Wegen (11) und (13) ist W eine endlich erzeugbare, au-flösbare
und artinsche Gruppe. Anwendung von R. BAER [3], p. 18, Lemma
3.3, ergibt die Endlichkeit von W. Nun ergibt sich aus (8), dass W
eine hyper-9-Gruppe ist. Dies widerspricht (9). Also ist (I) doch

eine Folge von (II).
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BEMERKUNG 3.9: Aus dem in Bemerkung 3.3 angegebenen
Beispiel ergibt sich, dass die Untergruppenvererblichkeit von Bedin-

gung (II.a) in Satz 3.8 unentbehrlich ist.

BEMERKUNG 3.10 : Die in den Sätzen dieses Abschnitts erschei-

nende Voraussetzung, dass zyklische Gruppen von Primzahlordnung
0.Grappen sind, ist unentbehrlich, da etwa Bedingung (II.a) von
Satz 3.8 von allen zyklischen Gruppen von Primzahlordnung erfüllt
wird. Ahnliche Bemerkungen gelten für die übrigen Sätze mit dieser

Voraussetzung.
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