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GRUPPENTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN
UND NORMALISATORBEDINGUNGEN

BERNHARD AMBERG *)

Die Begriffe der hyperabelschen, der hyperzyklischen und der
hyperzentralen Gruppen lassen sich durch die folgenden Definitionen
verallgemeinern :

Ist 0 eine Klasse von geordneten Paaren (¢,f) gruppentheore-
tischer Eigenschaften ¢ und f, so heisst der Normalteiler N der
Gruppe @ ein 6-Normalteiler von @, in Zeichen NOG, wenn es ein
Element (¢, f) in 0 gibt derart, dass N eine ¢-Gruppe und G/Ce¢ N
eine f-Gruppe ist. Die Gruppe G heisst hyper-6-Gruppe, wenn jedes
von 1 verschiedene epimorphe Bild von @ einen von 1 verschiedenen
0-Normalteiler besitzt.

Die Klasse 6 bestehe nun insbesondere aus nur einem Element.
Ferner sei W die universelle Eigenschaft, Gruppe zu sein. Ist a die
Klasse der abelschen Gruppen, so ist hyper-(a, ) die Klasse der
hyperabelschen Gruppen; ist 3 die Klasse der zyklischen Gruppen,
so ist hyper-(3, 1) die Klasse der hyperzyklischen Gruppen ; ist t die
triviale Gruppenklasse, so ist hyper-(u, t) die Klasse der hyperzen-
tralen Gruppen.

Hyperabelsche, hyperzyklische und hyperzentrale Gruppen lassen
sich — unter Voraussetzung gewisser Endlichkeitsbedingungen —
durch Forderungen charakterisieren, dass Untergruppen in irgendei-
nem Sinn « hiiufig » von ihrem Normalisator verschieden sind [vgl.

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitit, 6 Frankfurt
am Main, Robert-Mayer-Strasse 6-8.
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R. BAER [4] und [5], B. I. PLoTKIN und K. A. HIrsoH|. Diese
Tatsachen legen die Aufgabe nahe, die von einer gegebenen Klasse
0 von geordneten Paaren gruppentheoretischer Eigenschaften abge-
leitete Eigenschaft hyper-0 durch #ihnliche «Normalisatorbedingungen »
zu charakterisieren.

An die Klasse 6 wird im allgemeinen die folgende Forderung
gestellt :
(%) Ist (¢, f) ein Element aus 0, so sind Faktoren von ¢-Gruppen
bzw. f-Gruppen selber ¢-Gruppen bzw. f-Gruppen.

Der folgende Satz enthiilt eine Charakterisierung von hyper 6-
Gruppen, die der Maximalbedingung fiir Untergruppen geniigen.

SATZ : Geniigt die Klasse 0 der Forderung (), sind alle zykli-
schen Gruppen hyper-6-Gruppen, sind Erweiterungen von hyper-6-
Gruppen durch hyper-0-Gruppen selber hyper-8-Gruppen, besitzt die
Gruppe G eine maximale hyper-6-Untergruppe, so ist ¢ dann und
nur dann eine hyper-6-Gruppe, wenn gilt:

(+) Ist X =ng X eine echte Untergruppe von @, so gibt es eine
Untergruppe Y von G mit

YX= Y, Xxyg YQX, Y/Xxye XY/Xxy.

(vgl. Satz 2.1).

Ahnliche Kriterien kann man fiir artinsche Gruppen (= Grup-
pen mit Minimalbedingung fiir Untergruppen) beweisen (vgl. Satz 3.1
und Folgerung 3.6). Die in diesen Sitzen enthaltenen Voraussetzun-
gen an die Klasse 0 konnen fiir artinsche und auflosbare Gruppen
erheblich abgeschwicht werden. Hier gilt der

SATz: Geniigt die Klasse 6 der Forderung (x), sind zyklische
Gruppen von Primzahlordnung hyper-68-Gruppen, sind hyper-6-Gruppen
auflosbar, so ist die artinsche Gruppe G dann und nur dann eine
hyper-6-Gruppe, wenn gilt :

Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe U von G
kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler ¥ von U
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mit den folgenden Eigenschaften :
U=XY, Xyc¥Y, Y/Xy6U/Xyp.

(vgl. Satz 3.8).

Es konnte nicht entschieden werden, inwieweit die in diesen
Sitzen enthaltenen Voraussetzungen an die Klasse 6 abschwichbar
gsind. Es lidsst sich aber zeigen, dass unter der Voraussetzung (x)
eine Gruppe @ dann und nur dann eine hyper-6-Gruppe ist, wenn
gie einer Verschirfung der Bedingung (+) geniigt (vgl. Satz 1.8).

Diese Arbeit ist auf Anregung von Herrn Professor Dr. Reinhold
Baer entstanden. Ihm und Herrn Privatdozent Dr. Otto Kegel danke
ich herzlich fiir ihre Unterstiitzung.

BEZEICHNUNGEN

for} = von den eingeschlossenen Elementemengen erzeugte Untergruppe

Ny X = Normalisator der Untergruppe X der Gruppe Y in Y

Cy X = Zentralisator von X in ¥
x¥ = Menge aller 2¥ mit z aus X, y aus ¥
Xy = Produkt aller in X enthaltenen Normalteiler von ¥

Xe Y =X ist echte Untergruppe von ¥

|Y:X|=1Index von X in ¥

X o M = Menge aller ¢! m~! gm mit x aus X, m aus der Teilmenge M von Y
Y = Frattiniuntergruppe von Y

A4 < B = Direktes Produkt der Gruppen 4 und B

Faktor = epimorphes Bild einer Untergruppe

auflosbare Gruppe = Gruppe, deren Ableitungen fast alle trivial sind

fastabelsche Gruppe = Gruppe, die einen abelschen Normalteiler mit endlichem
Index enthiilt

artinsche Gruppe = Gruppe mit Minimalbedingung fiir Untergruppen
¢-Gruppe = Gruppe mit der Eigenschaft e

Die Eigenschaft ¢ vererbt sich auf Untergruppen [Normalteiler/epimorphe Bilder],
wenn Untergruppen [Normalteiler/epimorphe Bilder] von ¢-Gruppen selber ¢-Grup-
enp sind.



100 Bernhard Amberg

1. Es sei 0 eine Klasse von geordneten Paaren (¢, f) gruppen-
theoretischer Eigenschaften ¢ und f. Die Klasse aller gruppentheo-
retischen Eigenschaften ¢, fiir die es eine gruppentheoretische Eigen-
schaft T gibt, so dass (¢, T) aus 6 ist, heisst erste Komponente 6, von
6. Entsprechend ist die zweite Komponente 6, von 6 definiert. Eine
Komponente 6; von 6 hat die Eigenschaft W oder erfiillt die Aussage
Ui, wenn jedes ¢ in 6; die Eigenschaft w hat oder die Aussage T(l
erfiillt. Zum Beispiel vererbt sich 6; auf Untergruppen [epimorphe
Bilder], wenn fiir jedes ¢ in 6; Untergruppen [epimorphe Bilder] von
¢-Gruppen selber ¢-Gruppen sind. Ebenso hat 0 die Eigenschaft w
oder erfiillt die Aussage T(l, wenn dies von den beiden Komponen-
ten von 6 gilt.

Der Normalteiler N der Gruppe G heisst 6-Normalteiler von G,
in Zeichen N0@, wenn es ein Paar (¢,f) in 0 mit folgenden Eigen-
schaften gibt:

(@) N ist eine ¢-Gruppe,
() G/cq N ist eine f-Gruppe.

Es ist klar, dass G/Cq¢ N im wesentlichen mit der von G in N
induzierten Automorphismengruppe iibereinstimmt. Die Gruppe G
heisst 6-Gruppe, wenn GOG gilt.

LeMMA 1.1: Es seien N, M, K Normalteiler der Gruppe G mit
MC K.
(a) Ist K€ N, so ist dann und nur dann N/K O G/K, wenn
(N/M)/(K/M) 6 (G/M)/(K/M) gilt.
Es ist dann und nur dann NM/MOG/M, wenn Nj(Nn M)OG/(N nM)
gilt.
(b) Vererbt sich 6 auf epimorphe Bilder, so folgt aus NOG,
dass auch NM/M 0 G/M gilt.

(¢) Vererbt sich die zweite Komponente von 6 auf Untergruppen
und ist U eine N enthaltende Untergruppe von @, so folgt aus NOG,
dass auch NOU gilt.

(d) Vererbt sich die erste Komponente von 6 auf Normalteiler
und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren, so folgt fiir jeden in
N enthaltenen Normalteiler L der Untergruppe U von G aus NOG,
dass auch LOU gilt.
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(e) Vererbt sich die erste Komponente von 6 auf Faktoren und
die zweite Komponente von 0 auf epimorphe Bilder, so folgt aus NOG
fiir zwet in N enthaltene Normalteiler E und 8 von @, dass auch
R8/8 6 G/8 gilt.

BEWEIS : Sind X und Y Normalteiler der Gruppe ¢ mit X Y,
go versteht man unter dem Kommutatorquotienten X -~ Y von X
und Y die Menge aller Elemente g aus @, fiir die Y o g€ X gilt.
X + Y ist ein Normalteiler von @, und es ist (X + ¥ )/ X =cCgx (¥Y/X),
so dass G/(X+Y) im wesentlichen mit der von ¢/X in Y/X indu-
zierten Automorphismengruppe iibereinstimmt.
(a): Es ist N/K genau dann eine ¢-Gruppe, wenn (N/M)/(K/M)
eine ¢-Gruppe ist. Da der Normalteiler M von G in N und K enthal-
ten ist, ist (K~ N)/M = (K/M) = (N/M) und damit

G/(K = N) = (G/M)/(K + N )/M) = (&/)/\(E/M) + (N/I)),

so dass die von G/K in N/K induzierte Automorphismengruppe zu
der von (G/M)/(K/M) in (N/M)/(K/M) induzierten Automorphismen-
gruppe isomorph ist. Hieraus folgt die erste Behauptung von (a).
Bs ist genau dann NM/M eine ¢-Gruppe, wenn N/(N n M) eine
¢-Gruppe ist. Ferner ist M~ NM =(Nn M)+~ N und damit

G/(M ~ NM) = G/(N n M) = N),

so dass die von G/M in NM/M induzierte Automorphismengruppe
im wesentlichen mit der von G/(Nn M) in N/(Nn M) induzierten
Automorphismengruppe iibereinstimmt.

Fiir das folgende sei NOG vorausgesetzt. Dann gibt es also ein
Paar (¢,f) in 0 derart, dass N eine ¢-Gruppe und G/Ce¢N eine f-
Gruppe ist.

(b) Mit N ist auch das epimorphe Bild NM/M ~ N/(N n M)
von N eine ¢-Gruppe. Ferner ist CqN in M +~ NM enthalten, und
G/(M +~ NM) ist ein epimorphes Bild von G/C¢N und daher ebenfalls
eine {-Gruppe. Also gilt NM/M60G/M, und (b) ist bewiesen.

(¢): Es ist U/(CeN n U)~ UCegN/CeN eine Untergruppe von
G/CaN, und daher ist nach Voraussetzung auch U/(CeN nU)=U/CyN
eine f-Gruppe. Also gilt NOU, und (c) ist bewiesen.
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(d): Mit N ist nach Voraussetzung auch der Normalteiler L
von N eine ¢-Gruppe. Aus (c) folgt, dass mit G/CqN auch U/CyN
eine f-Gruppe ist. Wegen CyN € CyL ist U/CyL ein epimorphes
Bild von U/CyN, und daher ist U/CyL ebenfalls eine f-Gruppe. Also
gilt LOU, und (d) ist bewiesen.

(e): Als Faktor von N ist nach Voraussetzung auch RS/S
eine ¢-Gruppe. Aus R C N folgt C¢N € C¢R. Daher ist G/CqR als
epimorphes Bild von @G/C¢N eine f-Gruppe. Also gilt ROG. Anwen-
dung von (b) ergibt RS/S 6 G/S, so dass auch (¢) bewiesen ist.

DEFINITION : Eine Gruppe heisst hyper-0-Gruppe, wenn jedes
von 1 verschiedene epimorphe Bild von @ einen von 1 verschiedenen
0-Normalteiler besitzt.

LEMMA 1.2: Ist die Gruppe G Produkt von [endlich oder unend-
lich vielen] sich gegemseilig zentralisierenden Normalteilern, die.simt-
lich hyper-0-Gruppen sind, so ist G selbst eine hyper-6-Gruppe.

BEWEIS: Die Gruppe G sei Produkt einer Menge {I) von Nor-
malteilern, die sdmtlich hyper-0-Gruppen sind. Ist ¢ ein Epimor-
phismus von G auf H == 1, so ist H das Produkt der Normalteiler
Xe fiir X aus (). Wenn sich die Normalteiler X aus {[y paarweise
gegenseitig zentralisieren, so zentralisieren sich auch die Normal-
teiler X° von H fiir X aus () paarweise gegenseitig. Aus H==1
folgt X* 3=1 fiir wenigstens ein X* aus (). Da X* eine hyper-9-
Gruppe ist, gibt es also einen 6-Normalteiler ¥ ==1 von X*¢. Da
die iibrigen X° den Normalteiler X*¢ von H zentralisieren, ist Y
auch ein Normalteiler von H, und die von H in Y induzierte Au-
tomorphismengruppe ist mit der von X* in Y induzierten Auto-
morphismengruppe identisch. Es folgt, dass Y ein von 1 verschie-
dener 0-Normalteiler von H ist. Damit ist gezeigt, dass @ eine
hyper-9-Gruppe ist.

ANMERKUNG : Aus Lemma 1.2 folgt, dass direkte Produkte
von [beliebig vielen] hyper-6-Gruppen selber hyper-98-Gruppen sind.
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Dagegen sind cartesische Produkte von hyper-6-Gruppen bekanntlich
im allgemeinen nicht wieder hyper-6-Gruppen.

LEMMA 1.3: (a) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
Untergruppen und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren, so gibt
es zu jedem Normalteiler N ==1 der hyper-0-Gruppe G einen 6-Nor-
maltetler B von G mit 1C ECN.

(b) Vererbt sich 0 auf Faktoren, so ist jeder Faktor einer hyper-
0-Gruppe ebenfalls eine hyper-6-Gruppe.

BEWEIs: Der Beweis von (a) verliuft im wesentlichen wie der
Beweis von R. BAER [3], p. 17, Lemma 3.2. Der Beweis von (b)
wird im wesentlichen wie der Beweis von R. BAER [2], p. 358,
Satz 4.4 (a), gefiihrt.

FOLGERUNG 1.4: Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
Untergruppen und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren, so ist
die Gruppe G dann und nur dann eine hyper-8-Gruppe, wenn gilt:

Sind R und S zwei Normalteiler von G mit SC R, so gibt es
einen Normalteiler N von G mit Sc NC R und N/S6 G/S.

BEWEIS : Dies ergibt sich sofort aus Lemma 1.3 (a) und der
Definition der hyper-6-Gruppe.

HILFSATZ 1.5: Jede der beiden folgenden gruppentheoretischen
Eigenschaften vererbt sich auf epimorphe Bilder :
(+) Zu jeder echten Untergruppe X = ngX der Gruppe G gibt es
eine Untergruppe Y von G mit

YX=Y, XzrcY¢X, ¥/Xxy0 XY/ Xxy.

(++) Zu jeder maximalen Untergruppe X der Gruppe G, die kein
Normalteiler von G ist, gibt es einen Normalteiler Y von G mit

G=XY, Xsc¥, Y/Xq0G/Xq.

BEWEIS: Ist A =nxg A eine echte Untergruppe des epimorphen
Bildes H der (+) erfiillenden Gruppe @, ist weiter ¢ ein Epimor-



104 Bernhard Amberg

phismus von G auf H, so sei X das Urbild von 4 unter ¢. Dann
ist (NngXycngd =4, so dass ngX im Urbild von A enthalten
ist. Also wird X = ngX, und es gibt wegen (+) eine Untergruppe
Y von G mit

YX=Y, Xxyg YgX, Y/Xxy6XY/Xxy.

Ist K der Kern von o, 80 ist K ein in X enthaltener Normalteiler
von G und damit auch von XY, so dass K€ XyxyC Y gilt. Es sei
nun B=Y°’= Y/K. Da Y von X normalisiert wird, wird auch B
von A normalisiert, 8o dass B4 = B gilt. Der grosste in X enthal-
tene Normalteiler von XY wird auf den grossten in A enthaltenen
Normalteiler von {4, B} = AB abgebildet. Also ist (Xxy)” = A45.
Da Untergruppen von Y auf Untergruppen von B abgebildet wer-
den, folgt A, B. Wire Bc 4, also Y/K € X/K, so wire auch
Yc X. Also ist BE& A. Aus Lemma 1.1 (a) folgt noch, dass auch
B/A 50 AB/A, p gilt. Damit sind alle verlangten Bedingungen
nachgewiesen. Also vererbt sich (+) auf epimorphe Bilder. Die Epi-
morphismenvererblichkeit von (+4) zeigt man analog.

HivLFssATz 1.6: (a) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf
eptmorphe Bilder und die zweite Komponente von 6 auf Faktoren, so
gibt es 2u jeder echten Untergruppe X der hyper 0-Gruppe G eine
Untergruppe Y von G mit

YX=Y, XzyCY¢&X, Y/Xzrb XY/Xxy.

(b) Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf Normalteiler
und epimorphe Bilder und die zweite Komponente von 0 auf Faktoren,
ist X eine echte Untergruppe der hyper-0-Gruppe G und ist 1 der
einzige 6-Normalteiler von e X/X, so gibt es eine Untergruppe Y von
G mit

:YX=Y, XxrC Y_¢_X, Y/Xxy9XY/Xxy, YnnngX.

BEWEIS: Es sei X eine echte Untergruppe der hyper-0-Gruppe
G. Wegen Xgq€ XC G ist X4 ein Normalteiler von G mit von 1
verschiedener Faktorgruppe G/Xg. Also gibt es einen Normalteiler
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N von G mit X¢ C N und N/X¢0 G/Xg. Da Xg der grosste in X
enthaltene Normalteiler von @ ist, folgt N ¢ X. Aus {X, N}=XNCc @G
folgt X¢ € Xxy. Ausserdem folgt aus N/Xq0 G/X¢ wegen der
Untergruppenvererblichkeit der zweiten Komponente von 6 nach
Lemma 1.1 (¢) die Beziehung N/X¢0 XN/Xg. Aus Lemma 1.1 (D)
ergibt sich

(N/Xe)/(N n Xxx)/Xe) 6 (XN/Xe)/(N n Xxn)/Xe).
Anwendung von Lemma 1.1 (a) ergibt
N/(N n Xxy) 0 XN/(N n Xzy) und
NXxy/Xxy0 XN/Xzy.

Die Untergruppe Y = NXxy wird natiirlich von X normalisiert.
Aus N¢ X folgt Y& X, und es ist Xxy= XxyC Y. Schliesslich
gilt noch Y/Xxy6 XY/Xxy. Damit ist (a) bewiesen.

Der beim Beweis von (a) benutzte Normalteiler N von @ erfiillt
N/Xqg6 G/Xg. Aus Lemma 1.1 (d) und (b) ergibt sich

NnnegX)/ X ngX/Xeg und (NnngX)X/X0ngX/X.

Ist nun 1 der einzige 6-Normalteiler von Nne¢X/X, so folgt
NnngX)Xc X, also NnngX € X. Setzt man wieder ¥ = NXxy,
80 ist
Xxyg YgX, YX = Y, Y/XxyexYY/Xxy.
Ferner ist nach dem dedekindschen Modulsatz
YnngX=NXzynngX = XXN(NnneX) [ X.

Damit ist auch (b) bewiesen.

FOLGERUNG 1.7: Vererbt sich 6 auf Faktoren, so gibt es zu
jeder echten Untergruppe X einer Untergruppe U der hyper-0-Gruppe
G eine Untergruppe Y won U mit

YX= Y, Xxyg YQ;X, Y/XXI*OXY/Xxy.
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BEWEIS: Diese Aussage folgt sofort durch Kombination von
Lemma 1.3 (b) und Hilfssatz 1.6 (a).

Die in Hilfssatz 1.6 (b) abgeleitete Bedingung gibt bereits eine
Charakterisierung der hyper-6-Gruppen.

SATZ 1.8: Vererbt sich die erste Komponente von 0 auf Normal-
teiler und epimorphe Bilder und die zweite Komponente von 0 auf
Faktoren, so sind die folgenden Eigenschaften der Gruppe G dquivalent :
(T) @ ist eine hyper-0-Gruppe.

(1I1) Ist X eine echte Untergruppe von G und ist 1 der einzige
0-Normalteiler von NgX/X, so gibt es eine Untergruppe Y von G mit

YX=Y, XzyrCY¢X, Y/Xxy0XY/Xxy, YongXcX.

(I1T) Ist X eine echte Untergruppe von G und ist 1 der eimzige
0-Normalteiler von ng X/X, so gibt es eine Untergruppe Y von G mit

Y&X und YnneXcX.

BEWEIS : Es ergibt sich aus Hilfssatz 1.6 (b), dass (II) aus (I)
folgt. (III) ist eine Abschwichung von (II).

Es werde nun Bedingung (III) von der Gruppe G erfiillt. An-
genommen, G ist keine hyper-8-Gruppe. Dann gibt es einen Nor-
malteiler M von @ so, dass 1 der einzige 6-Normalteiler von G/M =
= NgM/M ist. Aus (II) folgt die Existenz einer Untergruppe Y von
Gnit Y=YnG@=YnngMc Xund Y& X, was nicht sein kann.
Also folgt (I) aus (III).

2. Eine Charakterisierung von hyper-6-Gruppen, die der Maximal-
bedingung fiir Untergruppen geniigen, ist im folgenden Satz ent-
halten. Eine gruppentheoretische Eigenschaft W heisst erweiterungs-
vererblich, wenn gilt:

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und sind N und die
Faktorgruppe G/N beide w-Gruppen, so ist auch G eine W-Gruppe.

SATz 2.1: Vererbt sich 6 auf Faktoren, sind alle zyklischen
Gruppen 0-Gruppen, ist hyper-0 erweiterungsvererblich, besitzt die
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Gruppe G eine maximale hyper-0-Untergruppe, so sind die folgenden
Eigenschaften von G dquivalent :

(I) G ist eine hyper-6-Gruppe.

(IT) Ist X=ngX eine echte Untergruppe von @, so gibt es eine
Untergruppe Y von G mit

YX=Y, XzyCY¢X, Y/Xxy0XY/Xxy.

BEWEIS: Es ergibt sich aus Hilfssatz 1.6 (a), dass (II) eine
Folge von (I) ist.

G erfiille nun die Bedingung (II). Nach Voraussetzung gibt es
eine maximale hyper-6-Untergruppe M von G. Angenommen, es ist
Mc G. Wire M == ngM, so gibe es ein M normalisierendes Element
g in @, das nicht in M enthalten ist. Dann ist M ein Normalteiler
von {M, g} und {M, g}/M ~ {g}/(M n {g}) ist zyklisch. Aus den Voraus-
setzungen folgt, dass dann {M, g}/M eine 6-Gruppe und also auch
eine hyper-0-Gruppe ist. Aus der Erweiterungsvererblichkeit der
Eigenschaft hyper-0 ergibt sich, dass auch {M, g} eine hyper-6-Gruppe
ist, was der Maximalitit von M widerspricht. Also ist M =negM
und aus (II) folgt die Existenz einer Untergruppe Y von G mit

YM=Y, MMngQM, Y/MMyeMY/MMy.

Da sich 0 auf Faktoren vererbt, ist mit M auch die Untergruppe
Myy von M eine hyper-6-Gruppe; vgl. Folgerung 1.7. Aus der
Erweiterungsvererblichkeit der Eigenschaft hyper-6 folgt dann, dass
auch Y eine hyper-6-Gruppe ist. Nun ist ¥ ein Normalteiler von
MY und MY/Y ~ M/(Y n M) ist als epimorphes Bild einer hyper-0-
Gruppe ebenfalls eine hyper-6-Gruppe. Dann folgt aus der Erwei-
terungsvererblichkeit der Eigenschaft hyper-6, dass auch MY eine
hyper-0-Gruppe ist. Wegen M C MY widerspricht dies der Maxi-
malitit von M. Aus diesem Widerspruch folgt, dass G = M eine
hyper-0-Gruppe ist. Also folgt auch (I) aus (II).

BEMERKUNG 2.2: Bedingung (II) von Satz 2.1 wird von allen
zyklischen Gruppen erfiillt. Dies zeigt die Unentbehrlichkeit der
Voraussetzung in Satz 2.1, dass zyklische Gruppen 6-Gruppen und
also auch hyper-6-Gruppen sind.
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3. Im folgenden werden Gruppen mit Minimalbedingungen be-
trachtet. Eine gruppentheoretische Eigenschaft w heisst lokal, wenn
Gruppen, deren endlich erzeugbare Untergruppen W-Gruppen sind,
selbst die Eigenschaft w haben.

Sa1z 3.1: Vererbt sich 0 auf Faktoren, sind zyklische Gruppen
von Primzahlordnung 0-Gruppen, ist hyper-0 erweiterungsvererblich
und lokal, so sind die folgenden Eigenschaften der artinschen Gruppe
G dquivalent :

(I) G ist eine hyper-0-Gruppe.
(IT) Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe U wvon G
kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler ¥ von U mit

U=XY, Xyc¥, Y/Xy0U/Xy.

BEWEIS: Es ergibt sich aus Folgerung 1.7, dass (II) eine Folge
von (I) ist. ,

Es werde nun Bedingung (II) von der Gruppe @ erfiillt. An-
genommen, G ist keine hyper-6-Gruppe. Da @ artinsch ist, gibt es
unter den Untergruppen X von @, die keine hyper-6-Gruppen 8ind,
eine minimale A mit folgenden Eigenschaften :

(1) A ist keine hyper-6-Gruppe ;
(2) Jede echte Untergruppe von A ist eine hyper-0-Gruppe.

Angenommen, A ist nicht endlich erzeugbar. Dann ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von A eine echte Untergruppe
von A und daher wegen (2) eine hyper-9-Gruppe. Dann ist also 4
lokal eine hyper-0-Gruppe, und es folgt aus der Voraussetzung,
dass A selbst eine hyper-6-Gruppe ist. Dies widerspricht (1), so
dass also gilt:

(3) A ist endlich erzeugbar.

Als endlich erzeugbare Gruppe besitzt A maximale Untergrup-
pen. Ist M eine solche, so ist M c A, und es folgt aus (2), dass M
eine hyper-0-Gruppe ist. Wire M == ny M, so wire M ein Normal-
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teiler von A und A/M wire frei von eigentlichen Untergruppen,
also zyklisch von Primzahlordnung. Nach Voraussetzung ist dann
A/M eine 6-Gruppe und daher auch eine hyper-8-Gruppe. Da Er-
weiterungen von hyper-0-Gruppen durch hyper-9-Gruppen selbst
hyper-0-Gruppen sind, ist also 4 eine hyper-8-Gruppe, was (1) wi-
derspricht. Also gilt M= ns M C A. Aus (II) folgt nun die Existenz
eines Normalteilers W von 4 mit

A=WM, Myc W, W/My0A/M,.

‘Wegen (2) ist M, als echte Untergruppe von A eine hyper-6-
Gruppe. Wire W = A, so wiire wegen der Erweiterungsvererblicheit
der Eigenschaft hyper-0 auch A eine hyper-68-Gruppe, was (1) wider-
spricht. Also ist W A, so dass W wegen (2) eine hyper-6-Gruppe
ist. Nun ist mit M auch das epimorphe Bild 4/ W= WM/W ~
~M/(Mn W) von M eine hyper-0-Gruppe. Aus der Erweiterungsver-
erblichkeit der Eigenschaft hyper-60 folgt, dass auch A eine hyper-
0-Gruppe ist. Aus diesemm Widerspruch zu (1) ergibt sich, dass auch
(I) aus (II) folgt.

SaTz 3.2: Vererbt sich 0 auf Faktoren, sind zyklische Gruppen
von Primzahlordnung 0-Gruppen, geniigen die Normalteiler der Gruppe
G der Minimalbedingung und der Maximalbedingung, so sind die
Jfolgenden Eigenschaften von G dquivalent :

(I) G ist eine hyper-6-Gruppe.
(I1) (a) Zu jeder maximalen Untergruppe X von @, die kein Nor-
malteiler von G ist, gibt es einen Normalteiler Y wvon G mit

G=XY, Xoc¥, Y/X:600G/Xg.

(b) Ist der minimale Normalteiler M des epimorphen Bildes
H von @ der einzige minimale Normalteiler von H, ist M
in der Frattiniuntergruppe @H von H enthalten und H/M eine
hyper-0-Gruppe, so ist M ein 0-Normalteiler von H.

BEWEIs : Gilt (I), so folgt (ILa) aus Hilfssatz 1.6 (a) und (11.b)
aus Lemma (1.3) (a).
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Es werde nun Bedingung (II) von der Gruppe @ erfiillt. An-
genommen, ¢ ist keine hyper-68-Gruppe. Da sich Bedingung (II) nach
Hilfssatz 1.5 auf epimorphe Bilder vererbt, folgt aus der Maximal-
bedingung fiir Normalteiler von G die Existenz eines epimorphen
Bildes F von G mit folgenden Eigenschaften :

(1) F ist keine hyper-68-Gruppe ; F erfiillt (II).
(2) Jedes echte epimorphe Bild von F ist eine hyper-0-Gruppe.

Da F keine hyper-0-Gruppe ist, ist F==1 und besitzt nach
Voraussetzung minimale Normalteiler. Angenommen, es gibt zwei
verschiedene minimale Normalteiler A und B von F. Wegen (2)
sind F/A und F/B hyper-6-Gruppen, und aus Lemma 1.2 folgt, dass
auch das direkte Produkt F/A < F/B eine hyper-6-Gruppe ist. Nun
ist An B=1, und daher ist F einer Untergruppe von F/4 < F/B
isomorph. Anwendung von Lemma 1.3 (b) ergibt, dass auch F eine
hyper-8-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (1) folgt, dass
A = B ist. Also gilt:

(3) F besitzt genau einen minimalen Normalteiler M.

Wegen (2) ist F/M eine hyper-0-Gruppe. Wire M ein 6-Normal-
teiler von F, so wire wegen (2) auch F eine hyper-6-Gruppe, was
(1) widerspricht. Also gilt:

(4) M ist kein O-Normalteiler von F, doch F/M ist eine hyper-6-
Gruppe.

Wire M in der Frattiniuntergruppe PF von F enthalten, so
folgte aus (IL.b), dass F eine hyper-6-Gruppe ist, was (1) wider-
gpricht. Also gilt:

(5) MEDEF.

Wegen (5) ist @F == F, und es gibt eine maximale Untergruppe
8 von F mit M & 8. Ist S=1, so folgt aus der Maximalitit von
8, dass F zyklisch von Primzahlordnung ist. Nach Voraussetzung
ist dann F eine 6-Gruppe, also auch eine hyper-6-Gruppe. Aus die-



Gruppentheoretische Eigenschaften ete. 111

sem Widerspruch zu (1) folgt §==1. Wire § ein Normalteiler von
F, so wirde M c 8 aus (3) folgen, was der Wahl von § wider-
spricht. Also ist 8§ € ng Sc F, und aus der Maximalitit von § folgt
S=nrgS. Wegen (II.a) gibt es also einen Normalteiler N von # mit

F=SN, SFQN, N/SFBF/SF.

Wire Sg==1, so wiirde aus (2) M € S S folgen, was der Wahl
von S widerspricht. Also ist Szp=1, so dass N = N/Sr ein 6-Nor-
malteiler von F = F/Sp ist. Wegen SC F= SN ist N 3= 1. Nach
(3) ist M < N, und aus N 9 F folgt nach Lemma 1.1 (e) auch M 0 F.
Aus diesem Widerspruch zu (4) ergibt sich, dass auch (I) aus (II)
folgt.

BEMERKUNG 3.3: Nach B. HUPPERT, p. 418, Beispiel 1, gibt
es eine endliche, auflosbare Gruppe G mit den folgenden Eigenschaf-
ten: @ enthilt einen Normalteiler P der Ordnung 3!°. Die Fratti-
niuntergruppe @ P = P’ von P ist elementarabelsch und enthilt
einen minimalen Normalteiler M von @ der Ordnung 3% Ist p ein
Teiler der Ordnung von @, so sind die Ordnungen der p-Haupt-
faktoren von G/®@ simtlich < p2

Es sei nun ¢ die folgende Gruppenklasse : ¢ enthalte alle end-
lichen Gruppen, deren Ordnungen 3 nicht als Teiler haben, ferner
alle Gruppen der Ordnung 32 und alle Untergruppen dieser Gruppen.
Die Klasse 0 bestehe aus dem Paar (¢,U), wobei W die universelle
Eigenschaft bedeutet. Es ist klar, dass 6 die Voraussetzungen von
Satz 3.2 erfiillt.

Jede maximale Untergruppe S von G enthilt ® PC @ G. Da
die Ordnungen der p-Hauptfaktoren von G/®G simtlich << p?
sind, ist G/PG eine hyper-6-Gruppe. Hieraus folgt, dass Bedingung
(IT.a) von Satz 3.2 von [G/PG und] @ erfiillt wird; vgl. Folgerung
1.7. Da aber der minimale Normalteiler # von ¢ kein ¢-Normal-
teiler von @ ist, ist G keine hyper-0-Gruppe. Damit ist gezeigt,
dass die Bedingung (I1.0) in Satz 3.2 unentbehrlich ist.

BEMERKUNG 3.4 : Bedingung (1I.b) von Satz 3.2 ist sicher dann
erfiiklt, wenn eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt ist:
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(+) Alle elementarabelschen Primirgruppen sind 6-Gruppen.
(++) Ist G/®G eine hyper-6-Gruppe, so ist auch @ eine hyper-
6-Gruppe.

Die Bedingung (++) bedeutet, dass die Eigenschaft hyper-6
gesittigt (oder vom Frattinityp) ist. Sie wird etwa von den endli-
chen hyperzentralen, hyperzyklischen und hyperabelschen Gruppen
erfiillt,

HivLrssATz 3.5: Vererbt sich 6 auf Faktoren, so sind die fol-
genden Higenschaften der artinschen wund fastabelschen Gruppe G
dquivalent :

(I) G ist eine hyper-0-Gruppe.

(IT) Jede endliche Untergruppe von @ ist eine hyper-6-Gruppe.
(II1) Jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild H von G besitzt einen
von 1 werschiedenen, endlichen 0-Normalteiler.

BEWEIs: Wegen Folgerung 1.7 sind Untergruppen von hyper-
-0-Gruppen selber hyper-8-Gruppen, so dass (II) aus (I) folgt.

Als artinsche und fastabelsche Gruppe ist G lokal endlich;
vgl. etwa R. BAER [3], p. 7/8, Satz 2.1. Gilt nun (II), so ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von G eine endliche hyper-0-Gruppe.
Es sei nun H 5=1 ein epimorphes Bild von G. Mit G hat auch H
folgende Eigenschaften :
™ H ist artinsch und fastabelsch; jede endlich erzeugbare Un-
tergruppe von H ist eine endliche hyper-0-Gruppe.

Ist erstens H endlich, so ist H wegen () eine hyper-6-Gruppe,
die dann natiirlich einen von 1 verschiedenen 6-Normalteiler besitzt.
Ist zweitens H unendlich, so sei D der Durchschnitt aller Unter-
gruppen X von H mit endlichem Index | H:X|. Da H artinsch
ist, ist D eine unendliche, abelsche, charakteristische Untergruppe
von H mit endlicher Faktorgruppe H/D, vgl. R. BAER [3], p. 7/8,
Satz 2.1. Folglich bilden die Elemente quadratfreier Ordnung in D
eine von 1 verschiedene, endliche, charakteristische Untergruppe K
von D und also von H, vgl. L. Fuons, p. 68,19. Da K und H/D
endlich sind, gibt es eine endlich erzeugbare Untergruppe L von H
mit K € L und H = LD. Da wegen (») L eine hyper-0-Gruppe und
K ein Normalteiler von L ist, gibt es nach Lemma 1.3 (a) einen
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0-Normalteiler A von L mit 1 C A <€ K. Da D eine abelsche Ober-
gruppe von K und A ist, ist A ein Normalteiler von LD = H, und
H und L induzieren dieselbe Automorphismengruppe in 4. Also
ist A ein endlicher 6-Normalteiler von H. Damit ist gezeigt, dass
(III) aus (II) folgt. Dass schliesslich auch (I) aus (III) folgt, ist
trivial.

FOLGERUNG 3.6 : Vererbt sich 0 auf Faktoren und sind elemen-
tarabelsche Primdrgruppen 0-Gruppen, so sind die folgenden Higen-
schaften der artinschen Gruppe G dquivalent :

(I) G ist eine fastabelsche hyper-0-Gruppe.
(I1) (a) Ist X eine maximale Untergruppe der Untergruppe U von
G, aber kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler Y
von U mit

U=XY,XUg Y, Y/XU9 U/XU.

(b) 6-Faktoren von G sind fastabelsch.
(I11) (a) Ist X eine mawximale Untergruppe der endlichen Unter-
gruppe U von @, aber kein Normalteiler von U, so gibt es einen
Normalteiler Y von U mit

U=XY,XyCY, Y/XUQ U/XU.
(b) G ist fastabelsch.

BEWEIS: Es ist klar, dass (II. b) aus (b) folgt, und es ergibt
sich aus Folgerung 1.7, dass auch (II. a) aus (I) folgt.

Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe U der (1I)
erfiilllenden Gruppe G Lkein Normalteiler von U, so gibt es einen
Normalteiler ¥ von U mit

U= XY, Xyc Y, Y/Xy 0 U/Xy.

Ist Y= U, so ist U/Xy ein 6-Faktor von @, also nach (II. b)
fastabelsch. Aus B. AMBERG, Folgerung 4, folgt nun, dass G fasta-
belsch ist. Nun ist es klar, dass (III) eine Folge von (IT) ist.

Gilt (IIT), so ist G als artinsche und fastabelsche Gruppe lokal
endlich, vgl. R. BAER [3], p. 7/8, Satz 2.1. Daher folgt aus (III. a)

8
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wegen Satz 3.2 und Bemerkung 3.4, dass jede endlich erzeugbare
Untergruppe von G eine endliche hyper-0-Gruppe ist. Aus Hilfssatz
3.5 ergibt sich, dass G selbst eine hyper-8-Gruppe ist. Also folgt
(I) aus (III).

BEMERKUNG 3.7: Die Voraussetzung in Folgerung 3.6, dass
elementarabelsche Primirgruppen 6-Gruppen sind, wurde nur bei
der Anwendung von Satz 3.2 benutzt. Nach Bemerkung 3.4 kann
gie etwa auch durch folgende Forderung ersetzt werden :

Zyklische Gruppen von Primzahlordnung sind 6-Gruppen, und
hyper-0 ist gesdttigt (vom Frattinityp).

SATz 8.8: Vererbt sich 6 auf Faktoren, sind zyklische Gruppen
von Primzahlordnung 6-Gruppen, so sind die folgenden Eigenschaften
der artinschen Gruppe G dquivalent :

(I) @G ist eine auflosbare hyper-6-Gruppe.
(IT) (a) Ist die maximale Untergruppe X der Untergruppe U wvon
G kein Normalteiler von U, so gibt es einen Normalteiler Y von U mit

U=XY,XycY,Y/Xy0 U/Xyp.
(b) Hyper-6-Untergruppen von G sind auflosbar.

BEWEIs : Aus Folgerung 1.7 ergibt sich, dass (II) aus (I) folgt.

Die Gruppe @ erfiille nun Bedingung (II), und es sei ¥ eine end-
liche und auflosbare Untergruppe von G. Angenommen, FE ist keine
byper 0-Gruppe. Dann gibt es unter den endlichen Faktoren von E,
die keine hyper-6-Gruppen sind, einen F von minimaler Ordnung.
Da sich (II. a) auf Untergruppen und wegen Hilfssatz 1.5 auch auf
epimorphe Bilder vererbt, gilt:

(1) F erfiillt Bedingung (II. a), ist aber keine hyper-6-Gruppe.

(2) Jeder echte Faktor von F ist eine hyper-6-Gruppe.

Da F keine hyper-0-Gruppe ist, -ist F 9=1 und besitzt also mi-
nimale Normalteiler. Gdbe es zwei verschiedene minimale Normal-
teiler A und B von F, so wire A nB =1, so dass F einer Unter-
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gruppe des direkten Produktes F/A < F/B isomorph wiire. Wegen (2)
sind F/A und F/B hyper-6-Gruppen, so dass wegen Lemma 1.2 auch
F/A < F/B eine hyper-0-Gruppe ist. Dann ist nach Lemma 1.3 (b)
aber auch F eine hyper-0-Gruppe, was (1) widerspricht. Also gilt:

(3) F Dbesitzt genau einen minimalen Normalteiler M.

Es ergibt sich aus (2), dass F/M eine hyper-68-Gruppe ist. Wiire
M ein O-Normalteiler von F, so wiirde aus (2) folgen, dass F eine
hyper-0-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (1) folgt:

(4) F/M ist eine hyper-8-Gruppe, aber M ist kein 6-Normalteiler
von F.

Angenommen, M ist nicht in der Frattiniuntergruppe @ F von
F enthalten. Wegen (2) geniigt jedes echte epimorphe Bild von F'
der Bedingung (ILb) von Satz 3.2, und hieraus folgt, dass F selbst
dieser Bedingung (IL.b) geniigt. Mit (IT.a) folgt dann aus diesem
Satz, dass F im Widerspruch zu (1) eine hyper-0-Gruppe ist. Also
gilt:

(5) McdPF.

Die Frattiniuntergruppe einer endlichen Gruppe ist nilpotent,
vgl. etwa R. KOCHENDORFFER, p. 203, (9.3.5). Also ist der mini-
male Normalteiler M von F eine elementarabelsche p-Gruppe. An-
genommen, es ist F=C, M. Dann ist M im Zentrum 3F¥ von F
enthalten, und jede Untergruppe von M ist ein Normalteiler von F.
Aus der Minimalitit von M folgt dann, dass M zyklisch von Prim-
zahlordnung p ist. Wire p ein Teiler der Ordnung von F/M, so
wire M einer Untergruppe der hyper-6-Gruppe F/M isomorph, also
nach Lemma 1.3 (b) selbst eine hyper-6-Gruppe. Da aber M ein im
Zentrum von F enthaltener zyklischer Normalteiler von Primzahlord-
nung ist, wire M sogar ein 6-Normalteiler von F, was (4) wider-
spricht. Also ist p kein Teiler der Ordnung von F/M. Es folgt, dass
die Ordnungen von M und F/M teilerfremd sind, so dass nach dem
Satz von SOHUR und ZASSENHAUS F iiber M zerfillt, was wegen
(5) nicht sein kann; vgl. etwa R. KOOCHENDORFFER, p. 117, (6.2.2),
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und p. 202, (9.3.2). Aus diesem Widerspruch folgt:
(6) c,McF.

Natiirlich enthilt dann F/C, M einen von 1 verschiedenen, auf-
losbaren Normalteiler, und es folgt aus R. BAER [1], p. 656,
Lemma 2:

(7 F/C, M besitzt einen Normalteiler mit zu p teilerfremder
Ordnung.
Nun folgt aus R. BAER [1], p. 655, (), die Existenz einer
Untergruppe S von F mit folgenden Eigenschaften :

(8) MaS=1,8c,M=TF.

Wire SM = F, so folgte aus der Minimalitit und Kommuta-
tivitit von M, dass S eine maximale Untergruppe von F ist; vgl
etwa R. BAER [1], p. 642, Lemma 1. Aus M € @ F folgte dann
Sc F=8M=2_8, was nicht sein kann. Also ist SM c F, und SM
ist wegen (2) eine hyper-0-Gruppe. Da § und F wegen (8) dieselbe
Automorphismengruppe in M induzieren, ist M auch minimaler
Normalteiler von SM, so dass M ein 6-Normalteiler von SM und F
ist, vgl. Lemma 1.3 (a). Aus diesem Widerspruch zu (4) folgt:

(8) Jede endliche, auflosbare Untergruppe von @ ist eine hyper-
0-Gruppe.

Angenommen, @ ist keine hyper-6-Gruppe. Da @ artinsch ist,
gibt es unter den Untergruppen von @, die keine hyper-6-Gruppen
sind, eine minimale W mit folgenden Eigenschaften :

(9) W ist keine hyper-68-Gruppe.
(10) Jede echte Untergruppe von W ist eine hyper-6-Gruppe.

Angenommen, W ist nicht endlich erzeugbar. Dann ist jede
endlich erzeugbare Untergruppe von W eine echte Untergruppe von
W, also wegen (10) eine hyper-6-Gruppe und wegen (IL.b) sogar
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auflosbar. Insbesondere ist W lokal auflosbar, und es folgt etwa aus
B. AMBERG, Folgerung B, dass W selbst artinsch, auflésbar und
fastabelsch ist. Es ergibt sich nun auas (8), dass jede endliche Unter-
gruppe von W eine hyper-6-Gruppe ist, so dass W wegen Hilfssatz
3.5 eine hyper-8-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch zu (9) folgt:

(11) W ist endlich erzeugbar.

Angenommen, W ist nicht auflosbar. Wegen (11) besitzt W
eine maximale Untergruppe R. Wegen RcC W und (10) ist R eine
hyper-0-Gruppe, so dass R nach (ILb) auflosbar ist. Wire R 4= ny R,
8o wire R ein Normalteiler von W, und W/R wire frei von eigent-
lichen Untergruppen, also zyklisch von Primzahlordnung. Mit E
und W/R ist auch W auflosbar, was der Annahme widerspricht.
Also ist R = nw R, und wegen (II.a) gibt es einen Normalteiler S
von W mit folgenden Eigenschaften :

(12) W=RS, RwC W, S/Rw6 W/Ry.

Da Ry eine echte Untergruppe von W ist, ist By wegen (10)
eine hyper-6-Gruppe, und aus (IL.b) ergibt sich die Auflosbarkeit
von Ry . Wire W =8, so wire W/Ry wegen (12) eine 6-Gruppe,
und Anwendung von (II.D) zeigte die Auflosbarkeit von W/Ry . Mit
Ry und W/Ry ist aber auch W auflosbar, und dies ist ein Wider-
spruch zur Annahme. Also ist S W. Wegen (10) ist S eine hyper-6-
Gruppe, und die Anwendung von (ILb) zeigt die Auflésbarkeit von
8. Nun ist mit R auch das epimorphe Bild W/8 = RS/S ~ R/(En §)
von R auflosbar. Mit § und W/S8 ist aber auch W auflosbar, und
aus diesem Widerspruch zur Annahme folgt :

(13) W ist auflosbar.

Wegen (11) und (13) ist W eine endlich erzeugbare, auflosbare
und artinsche Gruppe. Anwendung von R. BAER [3], p. 18, Lemma
3.3, ergibt die Endlichkeit von W. Nun ergibt sich aus (8), dass W
eine hyper-0-Gruppe ist. Dies widerspricht (9). Also ist (I) doch
eine Folge von (II).
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BEMERKUNG 3.9: Aus dem in Bemerkung 3.3 angegebenen
Beispiel ergibt sich, dass die Untergruppenvererblichkeit von Bedin-
gung (ILa) in Satz 3.8 unentbehrlich ist.

BEMERKUNG 3.10: Die in den Siitzen dieses Abschnitts erschei-
nende Voraussetzung, dass zyklische Gruppen von Primzahlordnung
0-Gruppen sind, ist unentbehrlich, da etwa Bedingung (Il.a) von
Satz 3.8 von allen zyklischen Gruppen von Primzahlordnung erfiillt
wird. Ahnliche Bemerkungen gelten fiir die iibrigen Sitze mit dieser
Voraussetzung.
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