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LA TEORIA DI MORSE
PER GLI SPAZI DI HILBERT

UN’APPLICAZIONE AL PROBLEMA DELLA DIRAMAZIONE
PER OPERATORI VARIAZIONALI

ANTONIO MARINO e G1OVANNI PRODI *)

Questo lavoro riguarda alcuni aspetti della teoria di Morse
negli spazi di Hilbert. Come & ben noto, la teoria di Morse stabi-
lisce relazioni fra certi caratteri omologici di una varieta e il numero
dei punti critici che una funzione differenziabile definita su essa
possiede.

Si deve a E. H. Rothe (Vd.: [9], [10], [11]) Pintroduzione dei
metodi di Morse per lo studio dei punti eritici delle funzioni negli
spazi di Hilbert. I1 Rothe studio soprattutto problemi di carattere
locale, per gli scopi dell’analisi funzionale, e stabili un collegamento,
per gli operatori variazionali, tra i numeri di Morse e il grado di
Leray-Schauder.

Negli ultimi anni, la teoria di Morse & stata estesa in tutti
i suoi aspetti principali alle varietda modellate su spazi di Hilbert
e di Banach. Malgrado la sua eleganza, tuttavia — a quello che ci
risulta — la teoria ottenuta non ha avuto molte applicazioni alla
analisi funzionale : il motivo, forse, puo essere cercato nel fatto che
in molti problemi & difficile garantire «a priori» che i punti critici
siano non degeneri, come vuole la teoria di Morse.

Indirizzo degli autori: Istituto Matematico dell’Universitd di Pisa.
*) Lavoro eseguito nel’ambito del Gruppo di Ricerca N. 24 del C.N.R.
(Comitato per la Matematica).
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In questo lavoro applichiamo i metodi di Morse a problemi di
carattere locale, assumendo un punto di vista vicino a quello di
Rothe. Consideriamo funzioni reali definite in un intorno dell’origine
di uno spazio di Hilbert reale, del tipo

A
glxlz—“(ﬂv)

dove A2 & un parametro reale e la funzione a ha un gradiente A
compatto con A (0) = 0; pertanto l’origine &, in ogni caso, un
punto critico.

I§ 1 e 2 hanno carattere preparatorio e richiamano risultati
per lo piu noti. Ci pare tuttavia interessante per la semplicita della
esposizione il calcolo dei gruppi di Morse per un punto critico non
degenere (teorema (2.4)).

Nel § 3 riprendendo una ricerca di Rothe e colmando alcune
lacune che si trovano nella esposizione di questo A., compiamo uno
studio dei punti critici isolati: si tratta, in sostanza, di studiare i
gruppi di Morse stando a distanza dal punto critico (anche se a
distanza non troppo grande): & da notare che non si postula il ca-
rattere non degenere del punto critico. Inoltre le ipotesi in cui ci
mettiamo sono pilt generali di quelle del Rothe.

Nel § 4 viene ottenuta, attraverso la teoria di Morse, la dimo-
strazione di un notevole teorema di Krasnosel’skii sull’esistenza di
una diramazione per un operatore variazionale compatto. Si tratta
di un importante problema di analisi funzionale, per cui l’impiego
della teoria di Morse appare naturale; in effetti, la dimostrazione
che presentiamo & pitt semplice di quella di Krasnosel’skii.

Per applicazioni di questo teorema, rimandiamo, ad esempio,
al lavoro [7].

I contenuti dei §§ 3 e 4 sono del tutto indipendenti. Tra le
due questioni vi e solo affinitd di metodo: in effetti si tratta, in
entrambi i casi, di realizzare omotopie mediante le soluzioni di equa-
zioni differenziali. Poiche lungo le traiettorie la funzione deve con-
servare il medesimo segno, occorre definire ’equazione differenziale
in modo tale che la varieta degli zeri della funzione sia una barriera
che le traiettorie non possono oltrepassare.

>
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1. Premesse.

Esponiamo qui alcuni risultati di carattere tecnico che c¢i saranno
utili nel seguito.

I1 primo lemma & un’estensione del noto principio per cui un
sistema differenziale & risolubile in grande quando sussista una
maggiorazione a priori per le sue soluzioni.

LEMMA (1.1). Sia Q un aperto di uno spazio di Banach B e sia
F: Q— B un operatore di classe C' definito in Q. Si consideri il
problema di Cauchy

% = F(x)
(1.2)

2(0)=ux, (x,€8)

in un intervallo [0, a[ (oppure [0, a]). Si supponga che, per ogni t*
con 0 < t* < a (oppure 0 < t* << a), ogni eventuale soluzione x definita
in [0,t*[ sia tale che:
Vinsieme {x (t): t€[0,t*[} abbia chiusura contenuta in Q
Vinsieme {F (x(t)): t€[0,t* [} sia limitato.

Allora il problema (1.2) ammette una ed una sola soluziome nel-
Vintervallo [0, a [ (oppure, risp., [0, a]).

DiM. E’ noto che per il problema (1.2) sussiste un teorema di
esistenza e unicita locale rispetto a ¢, qualunque sia x,€£2 : per questo
basta tener presente che la continuita di ¥’ assicura il carattere
lipschitziano locale di F.

Sia dunque v l’estremo superiore dei numeri ¢t* tali che il pro-
blema (1.2) abbia una (ed una sola) soluzione in [0, t*[.

Supponiamo per assurdo che sia 7 < a. Vediamo anzitutto che,
in questa ipotesi, esiste una ed una sola soluzione x che & definita
in tutto lintervallo [0, 7]. Infatti, per la definizione di 7, esiste una
ed una sola soluzione « in [0, = [. Inoltre per le nostre ipotesi esiste un



46 Antonio Marino e Giovanni Prodi

d
numero K tale che sia | F(x (t)| << K e cio® :ii: < K per t€[0,z].
Pertanto esiste il limite: lim x(¢) =.;c\; sempre per le nostre ipotesi
deve essere z € Q. Allora, dato che anche Z—f: F (x (t)) ammette li-

mite (in B) per t — 7—, la soluzione # & prolungabile a tutto inter-
vallo chiuso [0,t]. Ovviamente x & l’unica soluzione in [0,7].

Ora, giacché abbiamo supposto r < @, possiamo applicare il
teorema di esistenza e unicitd locale, e concludere che esiste una ed
una sola soluzione in tutto un intervallo [0,7” [con = < ' < a. Ma
questo & impossibile per il modo con cui abbiamo definito .

Il seguente lemma & un’estensione del ben noto teorema di di-
pendenza continua dai valori iniziali.

LEMMA (1.3). Sia ancora F un operatore di classe C definito in
un aperto 2 di uno spazio di Banach B e si supponga che Uequa-

d ~ L .
zione gaf = F (x) ammetta una soluzione x definita in [0,a] e soddi-

sfacente alla condizione iniziale x (0) = x,. Allora si pud assegnare

un intorno V del punto ;0 tale che Vequazione ammette una (ed
una sola) soluzione in [0, a] per ogni dato iniziale x,€ V. Tale solu-
zione, inoltre, dipende con continwita da x, nella topologia della con-
vergenza uniforme in [0, a.

La dimostrazione si ottiene facilmente procedendo secondo uno
schema ben noto: cio® osservando che la tesi sussiste per un inter-
vallo [0, d] con § abbastanza piccolo, quindi utilizzando la compat-
tezza dell’intervallo [0, a].

COROLLARIO. La soluzione del problema di Cauchy, come ap-
plicazione V < [0,a]— B, & continua.

2. Punti critici e gruppi di Morse.

Sia U un aperto di uno spazio di Hilbert sul corpo reale H.
Sia b una funzione reale definita in U di classe C!'; come & noto
un punto z, € U viene detto critico se, posto B=grad b, & B(z,)=0 ;
il valore ¢ = b (x,) viene detto livello critico.
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Poniamo :
U—={r: br)<c}

e introduciamo, seguendo l'ordine di idee di M. Morse, i gruppi di
omologia relativa singolare, a coefficienti in un fissato gruppo
abeliano @G :

(2.1) H,(U-, U~ — (a,)) n=0,1,2..).

Chiameremo questi gruppi gruppt di Morse relativi al punto
critico x,. Osserviamo che, presa una qualunque palla V;=
={x: | — x,| < 0} che sia contenuta in U, si ha per ogni intero = :

2.2) H,(U—, U=~ — (g) = H, (U= Vs, U= Vs — (x,)).

Basta, infatti, indicare con ﬁ; il complementare di Vs in U e
applicare la proprietd di excisione, notandoche e U—N V; = U— —

—U—n I~75 e che P’aperto U—n 175 ha la sua chiusura interna ad
U— — {«,} (nella topologia relativa ad U~).

Supponiamo ora che la funzione b sia di classe C! e ammetta
differenziale secondo nel punto z,. Questo & una forma bilineare
simmetrica che si pud rappresentare cosi: (h, k) — (B’ (x,) & | k), dove
B’ (x,) & un operatore lineare continuo simmetrico.

Supponiamo ora che x, sia un punto critico; il differenziale
secondo in x, viene detto forma Hessiana associata al punto critico x,.

Si dice che x;, & un punto critico non degenere, se la relativa
forma Hessiana ¢ non degenere, cio® se loperatore B’ (x,) & inverti-
bile. B evidente che i punti critici non degeneri sono isolati.

Nel corso di questo lavoro noi consideriamo funzioni della forma

(2.3) b () = —g— |z | — a(x)

definite in un aperto U comprendente l’origine e supponiamo che
questa sia un punto critico per b;, con ;(0)=0. Poniamo A=grad a,
B, = grad b;. Essendo B;(x) = dx — A (), dovra essere pertanto
A(0)=0. Ovviamente, I’interesse di considerare funzioni della forma
(2.3) risiede nelle particolari ipotesi che si fanno per a.
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I principali risultati verranno stabiliti sotto la seguente ipotesi :

Ipotesi (K) A = grad a risulti compatto (cio® continuo, e tale
da portare insiemi limitati in insiemi a chiusura compatta).

Osserviamo che nell’ipotesi (K), il differenziale (di Fréchet) di
A, nei punti in cui esiste, & un operatore lineare compatto.

Ci proponiamo ora di calcolare i gruppi di Morse per un punto
critico non degenere. Vale il seguente teorema :

TEOREMA (2.4). Sia b, una funzione di classe C! che ammetta
differenziale secondo in 0 e che sia della forma (2.3), con 2 > 0, dove
o soddisfa all’ipotesi (K). Si supponga che il punto 0 sia punto critico
non degenere per b, ; allora, detto r il numero degli autovalori di A’(0)
che superano A (contati con la relativa molteplicita) si ha

0 per n=r

H (-, U —{0))x
G per n=r
essendo @G il gruppo dei coefficienti dell’omologia.

Di questa proposizione sono state date varie dimostrazioni
peraltro, in ipotesi di maggiore regolarita per la funzione: ne eci-
tiamo una di S. Palais ([6]) ad una di E. H. Rothe ([12] p. 251).
La dimostrazione che esponiamo & abbastanza vicina a quest’ultima,
ma e pil semplice e pil geometricamente intuibile.

Premettiamo un lemma (noto e, del resto, abbastanza ovvio).

LeEMMA (2.5). In uno spazio di Hilbert H si consideri la forma
quadratica x — (T (x)| x), essendo T un operatore lineare simmetrico
limitato invertibile.

Allora esistono un automorfismo lineare D, e due proiettori or-
togonali complementari P,, P, tali che, posto Px =&, si ha:

(T@|a)=—|P e+ | P&

Inoltre P, ¢ la proiezione associata alla parte negativa dello
spettro di T, P, é la proiezione associata alla parte positiva.
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D1v. Possiamo porre T = | T |sgn T. Occorre tenere presente
che, non appartenendo lo 0 allo spettro di 7, la funzione di T': sgn T
& ben definita e si ha sgn T = P, — P,, essendo P, il poiettore
associato alla parte negativa dello spettro, P, associato alla parte
positiva (Vd. [8] Cap. VII).

L’operatare | T| & un automorfismo di H, e tale & pure | T |12
Allora si pud serivere, ponendo S = | T [/

(T(@)|2)= (| T'|sgn T (@) | @) = (| T |'"*(P, — P)) () || T |'* (2)) =
= (| T['? Py (@) || T"* (@) — (| T|"* Py (@) || T (@) =
=[P, 0@} —|P &@[

Il lemma risulta cosl dimostrato.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema (2.4). La funzione
(2.3) si pud porre nella forma :

1

ba(@) = - (r — A’ (0) (z) | @) + r (2)

|

dove r ha differenziali primo e secondo nulli nel punto 0. Appli-
chiamo il lemma (2.5) tenendo presente che, essendo 0 punto critico
non degenere, ’operatore AI — A’ (0) risulta invertibile ; esiste dun-
que un automorfismo di H, @, che muta l’aperto U in un aperto

U e la funzione b; in una funzione b; cosi rappresentabile

bi(f)=—| P ER+ | PE[P+ 5 (&)

dove s & ancora una funzione con differenziali primo e secondo
nulli nel punto 0, P, e P, sono proiettori ortogonali complementari;
dal lemma (2.5) risulta che la dimensione di P, & uguale al numero
r degli autovalori negativi dell’operatore AI — A’ (0) (contati con
le rispettive molteplicita), cioé al numero degli autovalari di A’ (0)
che superano 4.

Conviene indicare con H,, H, i sottospazi invarianti di P, e

4
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P,, e porre & = P, & & = P, &; cosl si pud scrivere :

(2.6) @) =— &P+ 5P+ Y

Poniamo S = grad s; dalle proprietd di s risulta che:

(s8] 8@
lim l— = lim = 0.
g0 |EF ’ g0 | &
Siano » e y numeri positivi tali che
2
y 1—v»
2, 1, .
(20 V< E—7F ST1F»

Esiste una palla V= {£: |£|< 94} tale che, per ogni €V,
si abbia :

(2.8) [s@)|<<v|&], |8@)|<y|&l

Indichiamo con U— l’insieme (& '5;_ (6) << 0}, che &, evidente-
mente, il trasformato di U-—. '

Vogliamo dimostrare che & possibile eseguire una retrazione di
Vs su Vs;n H,, che subordini una retrazione di V;n - su
Vsn U-nH, e di Vsn U~ — (0} su V,n U—n H, — {0}. Tale retra-
zione sara fornita dalla restrizione della proiezione P, a V;. In-
tanto, dalla (2.6) e dalla prima delle (2.8) ri ricava, per &€ V;:

(2.9) (—1—9)|&EP+HA =9 |&EE<h )<

S(=14+9) [P+ A +9|EP

1) B possibile trovare un cambiamento di variabili (non lineare) che tra-
sformi la funzione nella forma quadratica: — | & [* 4+ | & [° In questo consiste
il ben noto lemma di Morse (che Palais [7] ha esteso agli spazi di Hilbert e ha
utilizzato per ’analisi dei punti critici non degeneri). Ma le dimostrazioni di
questo lemma a noi note esigono che la funzione sia di classe 3.
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percio gli zeri della funzione 'I;; in Vs— {0} sono tutti contenuti
nella regione

11— | & P 14+
& 1+ S |51|2£ 1—»)

Consideriamo ora, in V;, lapplicazione vy: Vs < [0,1]— V;
cosl definita, posto sempre & =¢, | &,:

p&)=§&+ 1 —19&.

Poniamo inoltre ¢ (£,8) =71 (y (& t) = — [E P+ —t2 &P+
+ 8+ 1 —1)E&).

Si trova, con semplici calcoli:
% = — 21 —1t)| &P — (8, + (1 —1)&)]| &), percio, tenendo con-
to della seconda delle (2.8):

=20 —0l&P+rE A 05] &<

=—@C—=nA=0]|&F+7]&]]&]

se ne deduce che & 8(;9 << 0 non appena sia:

(2.10) E—nA—=09]&|—7rlé&|=0

Se questa diseguaglianza & verificata in qualche punto dell’in-
tervallo [0, 1), essa lo & in un intervallo del tipo [0, #*] (t* < 1). In
questo caso, se & £€ ﬁ—, cioe se & ¢ (£, 0) << 0, si ha anche ¢ (§,t)<<0
per t€[0,t*], dunque v (&, ¢)€ U~ in [0, t*]. Consideriamo invece i
punti dellintervallo [t*, 1], in cui varra la diseguaglianza opposta
della (2.10). Dalla (2.9) si ricava:

pEO<(—14+» 5P+ A +rnA—P|&P <

— 14w +1+V) il 61 P
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e dalla seconda delle (2.7) si ricava che in [t* 1] si ha in ogni

caso ¢ (&,1) < 0.
Dunque, l’applicazione v definisce una retrazione (in senso

stretto) di V,n U~ su Vsn U—n H,; si verifica immediatamente
che v definisce anche una retrazione di Vsn U— — {0} su V5N U-n
n H, — {0}.

Ora, Un Vsn H, & una palla B" 'di uno spazio euclideo r-di-
mensionale, di cui possiamo indicare con 8 la frontiera. Allora si
ha, per ogni =,

H,(U-, U- — |0))x H, (U~-, - — (0) xH,(T—nV;, U-nVs—{0))x
~ H,(B", B — {0}).
Ma & noto (cfr. [2] Cap. I) che si ha:
G per n=r
H, (Br, B"— {0}) ~ Hn (Br, Sr—l) =
0 per n=Fr.

Il teorema (2.4) risulta cosi completamente dimostrato.

3. Studio dei punti critici isolati.

In questo paragrafo consideriamo una funzione del tipo
1
(3.1) b(w)=?|w|2—a(w)

con a funzione di classe C?, definita nell’aperto U = {«: x€H, |x| <1},
e tale che si abbia, posto 4 = grad @, 4 (0)= 0. Dunque il punto
0 & critico per b; supponiamo inoltre che sia a (0) = 0.

Il nostro scopo & principalmente quello, gia perseguito dal
Rothe, di studiare il punto critico 0 e, in particolore, calcolarne i
gruppi di Morse mediante il comportamento della funzione b a di-
stanza da esso.
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Premettiamo una definizione

DEFINIZIONE (3.2). Diremo che l'operatore A, definito in un in-
sieme U c H verifica la condizione (NR) (condizione di non-radialita)
nell’ingieme 7 < U, con 0¢ T, se in 7 A (x) non & in alcun punto
parallelo ad x. (In altre parole, quali che siano il numero reale 1
ed il punto x€ T, si ha A (x) == 1)

OSSERVAZIONE. La condizione (NR) in 7 si puo esprimere me-
diante la diseguaglianza :

(3.3) | A(x)]?| %[> — (A ()| 2> > 0 qualunque sia z€ T.
Poniamo :
U—=f{x: 2€U, b(x)<<0}, U'={x: xe U, b (x) = 0}
Vs={a: |x|<<d}, Ss={o: |o|=2¢] (<)

Siamo ora in grado di enunciare il risultato principale di que-
sto paragrafo :

TEOREMA (3.4). Si consideri in U la funzione b espressa dalla
(8.1), dove a & di classe C%, tale che a (0) =0 e che, posto A = grad a,
sia A (0)=0.

Per A wvalga Vipotesi (K) e sia soddisfatta inoltre la condizione
(NR) nell’insieme U° — {0} ?). -

Allora esiste un numero 6 >0, § <7z, tale che sia, per ogni
n=1:

~

H, (U=, U= — {0)) X Ho—y (T— 0 85)

avendo indicato con H, il gruppo r-esimo di omologia ridotta sin-
golare.

?) Questa ipotesi, che il Rothe assume in una forma pil restrittiva (ciod
con un’ulteriore condizione di uniformita) & stata introdotta per la prima volta
da A. B. Brown (in dimensione finita, cfr. [1]).
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OSSERVAZIONE. La validitd della condizione (NR) nell’insieme
U° — {0}, implica, in particolare, che l’origine non & punto di ac-
cumulazione di punti critici che si trovino a livello nullo. In que-
sto senso diciamo che il punto 0 & isolato. Peraltro, le considera-
zioni che svolgiamo si possono applicare al caso in cui lo 0 sia
punto di accumulazione di punti critici (a livelli 5= 0).

Si dimostrera pilt avanti (cfr. § 4, def. 4.2 e lemma 4.7) che, se
1 non & punto di diramazione per l’operatore A (in particolare, se
0 & punto critico non degenere per la funzione b) la condizione (NR)
& senz’altro verificata, nei punti di U° — {0} che sono in un oppor-
tuno intorno dell’origine.

La dimostrazione del teorema si basa sul seguente lemma :

LEMMA (3.5). Nelle stesse ipotesi del teorema (3.4) esiste un
>0, 6 <t tale che:
o,) lo spazio (Vs— (0))n U~ sia retrattibile sul swuo sotto-
spazio Ssn U—
o) lo spazio VsN U— sia contrattile.

Prima di compiere la dimostrazione del lemma (3.5) vediamo
come dal lemma (3.5) segue il teorema (3.4)3).
Dalla (2.2) e dalP’affermazione o,) del lemma (3.5) si ricava:

(3.6) H, (U, U-—{0)x Ho,(U-NVy, U"NVs— [0}
TH,(U-nVs, U—NnS;).

Ora, la seguente sequenza di omologia ridotta & esatta (cfr.
[2], teorema (8.4), pag. 20):

— H, (U0 Vs)— H,(U-n Vs, U-N8s)—>

— H, 1 (U~ 0 8s) — Ho 1 (U-0 V) —>

3) Questa deduzione si trova mel lavoro [10] di Rothe, salve limpiego del-
Pomologia ridotta in luogo di quella ordinaria. (Questo accorgimento, che sem-
plifica I'enunciato del teorema, ci & stato suggerito dal prof. Martinelli).
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D’altra parte, poich®, per l’affermaziane «,) del lemma (3.5),

~

U—n Vs & contrattile, si ha, per ogni =, H,(U— N Vs X 0. Per-
cid VYomomorfismo centrale, nella sequenza scritta, & un isomorfismo.
Di qui, tenendo conto della (3.6), si ottiene la tesi.

La dimostrazione del lemma (3.5) verra frazionata in alcuni
lemmi.

LEMMA (3.7). La funzione a sia differenziabile in ogni punto,
inoltre A = grad a ammetia differenziale (di Fréchet) nel punto O,
A’(0). Sia A (0) = 0. Se Vorigine é punto di accumulazione per UVin-
sieme U° si ha

lim A @)
z—0 ||
ze U0

Div. Essendo 4 (0) =0, si ha:

a(@)= 5 (40)@)]a)+ 7 (@), con lim l”—;’”ll—= 0
grad a (@) = A () = A’ (0) (1) + R (#), con lim % —0
z->0
Da queste relazioni si ottiene :
1
0 (@) — 3 (4 ()|
lim —o.

=0 | @ [?

. . - 1 .
Poiche, se x€ U° si ha per definizione a(x) = 5 |@|? si ot-

tiene subito la tesi.

LEMMA. (3.8). Oltre alle ipotesi del lemma precedente, si sup-
ponga che Voperatore A soddisfi alle condizioni (K) e alla condizione
(NR) nellinsieme U° — {0}, almeno in un intorno abbastanza piccolo
dell’origine.

Allora esiste un 6 > 0, (con 6 < 1) ed esiste una funzione reale
o definita in 10, 4], positiva, continua, monotona, infinitesima al ten-
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dere a zero dellargomento, tale che si abbia, per x€ Vsn U° — (0} :

(3.9) | A@]|o]? — (A @) ]|ap=0o(|x])

Ricordando la (3.3) si comprende subito che il lemma (3.8) afferma
la validitd della condizione (NR) in modo uniforme, in ogni insieme
V,sfw: y<<|®| <4} (con 0 < y<9).

Dim. Posto

A
(3.10) 0 @) = %32'—“

determiniamo un 6 > 0 tale che:

la palla V4 sia contenuta in U
in Vsn U®— {0} valga la condizione (NR)

1
in Vsn U° — {0} sia 9(.70)2-5

tenendo presente che l'ultima condizione puo essere verificata in
virti del lemma (3.7).
Si ricava facilmente la relazione :

(3.11) |4 (@) |0 P— (A (2)]2)= [2*|(| A(x)P—e(2)?lal®)=lo]"| A (2)—o(@)a?.
Pertanto & necessario studiare ’operatore
[g—A@) —o@a: xe VsnTU®— (0}}:

dimostriamo che esso porta i sottoinsiemi chiusi di H contenuti in
Vsn U° — {0} in insiemi chiusi. Sia, infatti, K un chiuso di H con-
tenuto in V,n U°— {0}, e sia x, una successione di punti di
Vsn U — {0} tale che la successione y, = A (¥,) — o () ®, Sia con-
vergente verso un elemento y*. Estratta una successione x,, tale che
A (xn,) € o (xn,) convergano, si ricava :

1
xnk - e (wnk) (A (wnk) o ynk).
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1
77
un elemento z* € K tale che A (z*) — o (¢*) a* = y*.

L’ingieme V, s N U? (0 < y<4) viene portato in un sottoinsieme
chiuso, il quale, in virti della condizione (NR) non contiene ’origine

Essendo ¢ (#,) = se ne deduce la convergenza di ,, verso

ed ha pertanto dall’origine una distanza positiva ;(y)'

La funzione ¢: y — 9262 (y) verifica la (3.9) (tenuto conto della
(3.11)); essa & positiva, monotona, infinitesima al tendere dell’argo-
mento a zero. Non & detto (o, almeno, non risulta dalla dimostra-
zione svolta) che o sia continua: ma si vede che, quando non lo sia,
le si puo sostituire una minorante continua che conservi tutte le

altre proprieta volute.

Nei lemmi che seguono in questo paragrafo si considera la fun-
zione ¢ del lemma precedente, prolungata a tutta la semiretta reale
positiva in modo da risultare continua. Questo prolungamento viene
indicato ancora con o. Conserviamo al simbolo ¢ il significato del
lemma precedente e poniamo w (x) = | A (x)[*| x| — (A () | ®)%

LEMMA (3.13). Siano wverificate tutte le ipotesi del lemma prece-
dente e inoltre b sia di classe C? in U — {0).

Allora esiste una funzione w: U — {0} — R di classe C' uguale
a 1 nei punti di un aperto contenente UVinsieme U°N Vs— {0}, e

uguale a 0 nei punti di un aperto contenente Vinsieme {x: x € U — {0},
w (x) = 0}. Di conseguenza & di classe C! la funzione w () cost defi-
nita : z~u(m) =§;% se w(x)=F0, ;‘v(w) = 0 se w(x)=0; inoltre 177'(90)

coincide con w (x)~! in tutto un intorno di U°N Vs — {0].

DiM. Consideriamo in 1R? i seguenti insiemi :
g

E, = {(u,v): w=0, 'vzéo(u) — {0},
Eoza(“ﬂ’): u20,0£v£—;— (u); — {0}
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E, ed E, sono due insiemi disgiunti in IR* — {0} e chiusi nella to-
pologia relativa. Esiste allora come & ben noto una funzione O (u,v)
di classe C= in R?* — {0} che vale 1 nei punti di B, e vale 0 nei
punti di E,. La funzione o (x)= O (| x|, w(x)) (®x€U — {0}) ha le
proprietd richieste. Infatti & di classe C! in U — {0}, e inoltre
se w (x) _>_—;—o(] z|) ® o(®)=1,se 0 gw(w)g%o(lwb & o (x)=0.

Supponiamo ora che sussistano tutte le ipotesi del teorema (3.4).

Sempre nel caso in cui 0 sia punto di accumulazione dell’in-
sieme U9 con i simboli del lemma precedente, costruniamo il se-
guente operatore C: U — {0} — H

B A(x)—(B(x)| A ;
oo | e + L —o@ D per 0 @) %0
C(x)=
1% per w(x) =0

(ricordiamo che abbiamo posto B = gradb =1 — A).
Per il lemma precedente I'operatore C & di classe Cl.
Nel caso che 0 sia un punto isolato per U,, converremo
di prendere 6 > 0 tale che Us; — {0} non contenga punti di U° e
x
porremo C (x) = — *).
[

LEMMA (3.15). Nelle ipotest del teorema (3.4), e con le notazioni
sopra introdotte, st consideri in U — (0} Vequazione differenziale :

Per ogni wy, con 0 < |x,|<<0 essa ammette una ed una sola
soluzione x (t) soddisfacente alla condizione imiziale x (0) = x, e defi-

4) Ma si pud anche osservare che, in questo caso, la verifica della tesi del
teorema (3.4) si presenta banale, dal momento che b conserva lo stesso segno in
tutto in intorno del punto 0 (Almeno se la dimensione di H supera 1!).
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nita nell’intervallo | — |y |, 6 — |z, |]; tale soluzione ha le seguenti
proprietd :

B) |w@)]=a| ¢ _

By) se per un certo t€]—|x,|, 6 —|x,|]8 b (& () =0, allora
é bx(t) =0 in tutto Vintervallo.

Dim. L’esistenza e l'unicita della soluzione in piccolo risultano
dal fatto che C & di classe C!. Dall’espressione di C risulta anche,
con semplici calcoli:

dr\
at)

@ ()] 0@ @) =1

d 1 1 d 1

1
|2 ()]

Dunque, ogni soluzione soddisfa alla relazione 8,). D’altra parte,
per ogni soluzione «(t) definita in un intervallo ]7,,7,[, con
— & | <7y <0<71,<<6— ||, in virth della g,), la chiusura del-
Pinsieme {x(¢)} & contenuta in U — {0}, e, come si riconosce dalla
definizione di O, linsieme {C (x(t))} si mantiene limitato. Applicando
il lemma (1.1), possiamo affermare l’esistenza di un’unica soluzione
definita in tutto 'intervallo | — |z, |, 0 — |, | ]

Dimostriamo la B,). Si ha, per ogni soluzione z (t),

d dx
G =(Beo | ) =Een] owo).
Ora, se & b(x (?)) =0, ciod se #(t)€ U° in tutto un intorno di
x(t_) & w(x)=1 per il lemma (3.13). Dunque in tutto un intorno
di t & w(x(t) =1, e pertanto:

(B(z(t)] O @) =

2| B@IOA@ B @) = (BE)|46)@ BE) _
[A@) |2 — (4@ |x?
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Dunque in un intorno di t_, si ha b (x () = 0. L’insieme
{t: b(x(¢)) = 0}, essendo simultaneamente chiuso e aperto nell’inter-
vallo di definizione, coincide con esso, e ne segue la f§,).

Indichiamo con vy D’applicazione che fornisce la soluzione del
nostro problema: vy (x,,?) = (f) (con x(0)=1x,); la vy & definita
nell’insieme {(@,,?): 0 < |uy| << 9, — || <t << — |2, |}. In virth
del corollario del lemma (1.3) essa risulta continua.

La dimostrazione del lemma (3.5) segue ora facimente. Dimo-
striamo la «,).

Consideriamo, a tale scopo, D’applicazione ¢: (Vs — {0}) <
X [0,1] — (Vs — {0}) cosl definita

@ (@, t) = 'l’(‘”o; t(0— |xo I»

Evidentemente, essa & continua; inoltre si ha:

@ (%, 0) = x5, @ (xy, 1) =1y (x,,0 — | @, |) €8s

per la proprietd f,) dell’enunciato (3.15).

Se poi & |x,| =0, ¢ & costante rispetto a t.

Dalla B,) si deduce che b (¢ (x,,?) o si annulla per ogni ¢ dello
intervallo [0, 1], oppure conserva sempre il medesimo segno.

Si conclude che ¢ subordina una retrazione (in senso forte) di
(Vs—{0)N T~ su S;nU-.

Dimostriamo la «,). Consideriamo ’applicazione y: V, < [0,1] —
—> V5 cosi definita

W (wg, —t|wy|) per |wy| >0, t <1
z (@, t) =
se & |z, | =0, oppure ¢ = 1.

La continuitd di y nell’insieme {(xy,?): |2,| >0, t <1} & una
conseguenza della continuitd della vw. La continuitd sull’insieme ri-
manente 8i deduce dalla seguente relazione, che discende dalla pro-
prieta g,):

|X(”07t)|="”o|_tl"”o!:(l—t)lwol('wo|>0’t<])
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Si ha y(x;, 0) ==x,, x(0,t)=0 per ogni t€[0,1]; inoltre si
vede, alla maniera di prima, che b (yx(x,, t)) o si annulla per ogni ¢
dell’intervallo [0,1] o conserva sempre il medesimo segno. Pertanto
x subordina una contrazione dell’insieme Vs;N U— mnel punto 0.

Cosl la dimostrazione del lemma (3.5) & completa.

4. Punti di diramazione per operatori-gradiente.

Sia A un operatore definito in un aperto U di uno spazio di
Hilbert (o, piu in generale, di Banach) reale H, contenente l’origine ;
sia poi A (0) = 0; pertanto, per ogni numero reale 1 I’equazione :

(4.1) Ar— A (@) =0

possiede la soluzione nulla. Richiamiamo la seguente ben nota de-
finizione :

DEF. (4.2). Si dice che il numero reale 1, & punto di dirama-
zione (o di biforcazione) per Doperatore A se in ogni intorno di
(49, 0) in MR < H esistono soluzioni (1, x) della (4.1), con x == 0.

Si dimostra facilmente la seguente proposizione (Vd. [7]).

TEOREMA (4.3). Se A ¢ dotato di differenziale di Fréchet nel
punto 0, A’ (0), Vinsieme dei punti di diramazione di A € contenuto
nello spettro di A’ (0). In particolare, se A é compatto, risultando
compatto anche A’ (0), ogni punto di diramazione A, non nullo é
autovalore per A’ (0).

Si pud mostrare con semplici esempi (cfr. [4], oppure [7]) che
gli autovalori di A’ (0) non sono necessariamente punti di dirama-
zione per A. Una condizione sufficiente perché questo accada é che
I’operatore A sia gradiente di un funzionale: questo & il contenuto
di un importante teorema di Krasnosel’skii [3] [4]. In questo para-
grafo noi riotterremo il teorema di Krasnosel’skii con un metodo
basato sulla teoria di Morse; precisamente, proveremo il seguente

TEOREMA (4.4). Sia a una funzione reale di classe C? definita in
un aperto U di uno spazio di Hilbert reale H, tale che 0€ U e che
a (0) = 0. Posto A = grada, A sia compatto ¢ sia A (0)=0.
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Allora ogni autovalore non wuullo di A’ (0) é punto di dirama-
zione per A°S).

Poniamo :

b;(w)—————;—|w|2—a(w).

Allora si ha
gradb,=A1I— A

pertanto, le soluziani della (4.1) non sono altro che i punti ecritici
di b;. Sia dunque 1, un autovalore non nullo di A4’ (0); potremo
supporre, senza restrizione di generalita, che sia i, > 0.

La dimostrazione del teorema (4.4) segue dal lemma che ora
esponiamo :

LEMMA (4.5). Siano soddisfatte tutte le ipotesi del teorema (4.4).
Il numero 1, > 0 non sia punto di diramazione per UVoperatore A.
Allora, posto :

Ur=f(o: 20, i) <0}, Vi={a|<9)

per & e O positivi abbastanza piccoli, gli spazi U;_. N Vse Ujst.N Vs
risultano omeomorfi, con un omeomorfismo che porta l'origine nella
origine.

Prima di passare alla dimostrazione del lemma, vediamo come
da esso si possa ottenere il teorema (4.4). Sia dunque 1,> 0 un
autovalore di A4’ (0), e supponiamo per assurdo che 1, non sia punto
di diramazione; allora se ¢ ¢ 6 sono presi abbastanza picecoli, in
virth del lemma, devono valere gli isomorfismi :

H,(U;—:N Vs Upp—e N Vs — {0})% H, (U330 Vs, UseyN Vs — {0})

Ma questo non pud essere perche, se ¢ & abbastanza piccolo,
il punto 0 & punto critico non degenere per b;_. e b; . e il calcolo

5) Le ipotesi di Krasnosel’skii sono piti generali delle nostre quanto alla
regolaritd di a: egli suppone che in U a sia uniformemente differenziabile e che
A = grad a sia differenziabile nel punto 0.



La teoria di Morse per gli spazi di Hilbert 63

gvolto nel § 2 (teorema (2.4)) ci dice che i gruppi di Morse non sono
isomorfi.

Per dimostrare il lemma (4.5) dovremo premettere la dimostra-
zione di altri lemmi. Cominciamo con lintrodurre alcuni simboli.
Consideriamo i seguenti sottoinsiemi di R < U:

Q= {Ax): 1R, 2€ U — {0}, b; (x) = 0}
Q,={Ax): lg—y<<A<iy+y, x€U— {0}, b; (x) = 0)}.

Introduciamo la proiezione P di R < H su H e poniamo:
P(Q)=M,

Si verifica immediatamente che M, & chiuso nella topologia di
U — {0}.
Il seguente lemma & un’estensione del lemma (3.7).

LEMMA (4.6). Sia a una funzione reale differenziabile definita
nell’aperto U dello spazio di Hilbert H, sia 0€ U, a(0) = 0. L’ope-
ratore A = grad a abbia differenziale primo nell’origine A’ (0); inoltre
sia A (0)=0 e il punto (A,, 0) sia punto di accumulazione per Q2 in

R < U. 8 ponga sempre o (x) = %(:)li_w)

lim o (%)=},
(A, ) (49, 0)
(A, z) € 2

; allora é

Div. La dimostrazione & del tutto analoga a quella del lemma
(3.7). Partendo dalla relazione :

1
a(@) — 5 (4(@)|2)
z—0 | [?

)
e tenendo presente che, per (1, x)€ 2 siha a(x) = 5 | 2 |? si ottiene

la relazione
lim A—o(@)=0

(4, 2) — (40, 0)
A, %) e R

che fornisce subito la tesi.
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LEMMA (4.7). Assumiamo le stesse ipotesi del lemma precedente ;
in piw, supponiamo che i, non sia punto di diramazione per A = grad a.
Allora esistono due numeri positivi y, 8, tali che A soddisfi alla
condizione (NR) (Vd. def. (3.2)) in M, N V. (In altre parole : non esi-
ste aloun x € Vs — (0}, tale che per esso sia by(x)=0 con |1 —Ay| <y
e che A (x) sia parallelo ad x)

DiM. Per assurdo. Se la tesi non sussiste, egistono tre succes-
sioni: x, € U — {0}, 2, € R, u, € R tali che

Mn T, — A () = 0

%|wn|2—a(w")=0

lim z, =0, lim 1, =14,

n — co n — co

Moltiplicando scalarmente la prima relazione per x, si ottiene
0 () = un; poiche (i,,x,) € 2 e poiché lim (1,, z,) = (4,, 0), si puo

n — oo

applicare il lemma precedente, che ci da:

lim p, =1,.
n — oo

Ma questa relazione ci dice che 1, & punto di diramazione, con-
tro Vipotesi.

Il seguente lemma, analogo al (3.8), stabilisce un carattere di
uniformita per la condizione (NR).

LEMMA (4.8). Alle ipotesi del lemma precedente si aggiunga Uipo-
tesi (K) ¢ Uipotesi: Ay > 0. Allora esistono due numeri positivi y, 9
(con Vs c U) ed una funzione reale o definita in |0, ], positiva, con-
tinua monotona, infinitesima al tendere a zero dell’argomento, tale che
$i abbia, per x € M, N Vs:

(4.9) |A@ |2 — (4@ |2f=0o(|x])
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DiM. Prendiamo due numeri y,d positivi tali che in M,n Vs
valga lUipotesi (NR) (cfr. lemma (4.7)) e, nello stesso tempo, sia

o (x) = —il (cid che & possibile in virta del lemma (4.6)).

La dimostrazione si completa con lo stesso ragionamento fat-
to per il lemma (3.8), cioeé facendo vedere che ’operatore x — A (x)—
— o (%) ¢ porta i sottoinsiemi chiusi di H contenuti in M,N V; in
sottoinsiemi chiusi di H.

Assumiamo dunque i numeri y e é come dall’enunciato del

lemma (4.8). Sia ¢ un numero positivo e minore di 7 . Sia 0 una

2
funzione reale, di variabile reale, di classe C~, che assuma valore
-+ 1 nell’intervallo [— ¢, -+ ¢] e che abbia il supporto contenuto

nell’intervallo ]—- %, + %[ Poniamo, in U — {0} :

(4.10) » (%) = 0 (-'31 — ,“;Tz))

Osserviamo che, se 0 < |2|< 4, w (x)==0, allora & -—-;- <
Ay a (x)

<7 |w|2<2’ percid esiste 1€)il,—y, 1,4 y[ tale che
A a(x .

Consideriamo ora loperatore D: U — H cosi definito :

|z ]* A (@) — (A (@) | ) |x]?
o (¥) g 7
D)= |2 [P A (@) [P — (A(@)|a) 2
0 altrove

dove il denominatore
e >0

Si verifica facilmente che D & di classe C! in un aperto U con-
tenente l’insieme Vs — {0}.

6) Naturalmente per costruire la funzione w si pud anche procedere come
nel lemma (3.13).
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LEMMA (4-11). Con i simboli introdotti sopra, si consideri nel-
Paperto U Pequazione differenziale

dx
. — = D (x).
(4.12) i (@)

Allora, comunque si prenda il numero A e il punto x€ Vs— (0},
la (4.12) ha wun’unica soluzione soddisfacente dalla condizione ini-
ziale x (1) = x. Tale soluzione esiste in tutta la retta R e verifica la
relazione

|z (A)| =|=| qualungue sia A.

Se poi si ha bz(5)= 0 per un A€[A,— e, A+ e], s ha
anche
by (x (1)) = 0 in tutto Vintervallo [2, — & 4y 5 €]

Dim. Poiché nell’aperto U contenente D’operatore D & di clas-
se C1, vale il teorema di esistenza e unicitd locale. D’altra parte,
per ogni soluzione x(4) si ha:

dx

—):2(w|D(w))=0.

d
- 2 —
rrd *2<“ aa

Dunque, ogni soluzione ha norma costante, percio l’insieme
{z (1)}, al variare di 1 nell’intervallo di definizione, ha chiusura con-
tenuta in ﬁ; inoltre, essendo w (# (1)) 3=0 solo quando & =x(1)€
EM, N V;, si deduce dalla (4.9) e dall’espressione di D che D (x (1))
si mantiene limitato. In virti del lemma (1.1) si pud dunque affer-
mare l’esistenza della soluzione su tutta la retta 1R.

Passiamo ora alla seconda parte della tesi. Sia b; (x) = 0, cioe
T a (z) 20——1
9 |“_’|2 2
mento che si & supposto |4, —}.—| < ¢; inoltre, poiché l’argomento

= 0; dalla (4.10) si ha o (r)= 9( )=1 dal mo-

. . £ . .
di 6 non supera in valore assoluto 5 esiste un intorno

di # in cui si ha o (#) = 1. Pertanto, in un intorno di ,T, vale per
D (x (1)) la prima delle due rappresentazioni, con w (¥) =1. Si ha
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allora :

ib;(w(l))=%|w|2+(lm—A(w)!l

|z A (x) — (4 (@) ] m)w) |z
di

w|?| A (@) [P—(A(@@)|x)? T—O'

Essendo pertanto linsieme {1: b;(x (1)) =0} aperto e chiuso
nell’intervallo [A, — ¢, 1, €], possiamo concludere che esso coincide
con tutto ’intervallo.

La dimostrazione del lemma (4.5) pud essere ora facilmente ot-
tenuta.

Indichiamo con vy ’applicazione IR? < Vs;—> V, tale che, se &
& || >0, ® w4 a)=wx(2), soluzione della (4.12) soddisfacente
alla condizione iniziale z(1)=x, se 8 =0, & (1,4, 2)=0. Per
il corollario del lemma (1.3) fissati A e 4, w & continua rispetto ad
x nei punti == 0; d’altra parte, essendo |y (4,4, )| = ||, essa &
continua anche per z = 0.

Per il lemma (4.11), quando sia 4€[l, — &, 4, + ¢], v conserva
il segno di b; in tutto Vintervallo [1, — ¢, 4, ¢]; allora Dapplica-
zione

E_*‘P(lo_s, 10"“8’9«:)
che ha come inversa l’applicazione
& —>p g+ ¢ Ay — ¢ @)

fornisce 'omomorfismo cercato di U,_.n Vs su U, N Vs.
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