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METODI OMOLOGICI ELEMENTARI
NELLA TEORIA DEI SISTEMI DI EQUAZIONI, II

P. BOERO *)

SUMMARY. Let p be a non negative integer, or + coi ; d an integral algebra ovcr
C. In this work, we define funetors A Ep from the category of d-modnles
to the same category. If ~l is a suitable C-algebra of « operators » on é (1Rn)
(for instance, the algebra of all the operators of partial derivation in n va-
riables), A E p (o (1Rn)) contains all the polynonial-exponentials of polynomial
« degree » q  p + 1, and only them.
We consider many properties of these and of their first de-

rivatives ; finally, we give an application of the functor E_ to prove that
the polynonial-exponential solutions are dense in the space of the solutions
of some systems of convolution equations.

Introduzione.

In questo lavoro, data una algebra 11 commutativa ed integra
su G, con identità moltiplicativa, si introducono i funtori 

(0 m --- -f-- oo) definiti nella categoria dei A-moduli ed a valori

in essa.

Si prova che, se 11 è una opportuna algebra (E-algebra) di en-
domorfismi di ê (1Rn), «) coincide con il A-modulo delle funzioni
che sono combinazioni lineari finite di prodotti di polinomi di « gra-

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la Matematica del C. N. R.
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do » (in un senso adeguatamente precisato) minore di m + 1, per
esponenziali.

Questo lavoro continua con vari esempi di E-algebre; in parti-
colare, si considerano E-aclgebre di operatori su ê che commutano

con le traslazioni ; se T è un tale operatore, si studiano poi le re-
lazioni tra Em (Ker T) ed Ep (Ker T); si prova che, se T è continuo
e di « grado » finito, Po, per il valore su .Ker 11 del funtore

derivato J~p dipende solo da (Ker 1’) se n = 1.
Infine, si applica il funtore Eoo allo studio delle soluzioni di

classe C°° di un sistema omogeneo di convoluzione, provando che,
se i coefficienti del sistema appartengono ad un’algebra bezontiana
di operatori, le soluzioni polinomi-esponenziali sono dense nello spazio
delle soluzioni del sistema (secondo l’ordinaria topologia di é (1Rn),
o secondo topologie meno fini che però conservino certe sue pro-

prietà).
Per quanto i risultati valgano quasi tutti in ipotesi algebriche

più generali, conveniamo che tutti gli anelli che consideriamo siano

commutativi, y integri e con identità che si conserva passando ad

eventuali sottoanelli.

PARTE I - I FUNTORI d.Ep

1. Sia 11 una G.algebra integra con identità moltiplicativa ; sia
X un A-modulo ; indichiamo con (X) 1’insieme : (x E X, dime 
 p + ~}, ove Ax è il sotto-A-modulo di ~ generato da x ; indichia-

mo con (X) il sotto-A-modulo di X generato da (.). In par-
ticolare, (X) è il A.modulo costituito dalle combinazioni lineari

finite a coefficienti complessi del tipo :

k

Poniamo

Osserviamo che, se
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Y è un ll.-omomorfismo, indichiamo con (~) la
sua restrizione a AEp ( ~).

Ove non sorgano ambiguità, ometteremo, nello scrivere AEp (X)
ed (cp), l’indicazione dell’anello scrivendo semplicemente :
Ep (X), Ep (q;). _

TEOREMA 1 : per ogni p, 0 ~ p C -~-- oo, Ep é ~,n funtore cova-
riante addittivo, esatto a sinistra, della categoria dei 11-moduli in sè.

Per come è definito, Ep muta A-moduli in A-moduli ; inoltre,
data una mappa 99: X - Y tra A-moduli, Ep (g) è una mappa defi-
nita in ed a valori in Bp (Y): infatti, se dime Ax = ~ + 1,
dim,e (x) :::;:p + 1 poichè cp è un A.omomorfismo.

Resta da provare l’esattezza a sinistra di .Ep ; data la sequenza
esatta :

di A.moduli, dobbiamo provare che è esatta la sequenza :

Anzitutto, osserviamo che Ep (i) è monomorfismo (in quanto restri-

zione di un monomorfismo).
Supponiamo che Ep (n) (y) = 0 ; vogliamo provare che y = Ep (i) (x),

ove Dato che dime lly  + 00; 7t (lly) = 0,
onde possiamo fissare, in Ay, una base costituita di elementi della
forma ove dime A (lk zk) ~ dime -~- 1, tali che

n zk) = o. Ne viene, per ogni indice k, i ove

llxk = A (Àk zk) + 1 ; quindi xk E Ep (X); y proviene
allora da una combinazione, a coefficienti complessi, degli elementi xk .

Indichiamo con At (X) il A.modulo : j.y~~3~6~~~=0,
t. e. /Lc = 

TEOREMA 2: se

ogni 11-modulo X.
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infatti, se x E Eco (X),  + oo ; sia x, ... , una base

dello spazio vettoriale complesso 11.x ; sia A un elemento di 11 non

appartenente allo spazio vettoriale complesso generato da Al ... , An ;

OSSERVAZIONI : notiamo anzitutto che 1’ipotesi : dime A = -~- C&#x3E;0

è essenziale per la validità del Teorema 2. ; infatti, se dime A  + o0
si ha che  + oo per ogni x E X, onde (X) = X, men-
tre, in genere, t (X) =)= X.

Inoltre, osserviamo che, per qualche C algebra ~1. di dimensione
infinita e per qualche A.modulo X, (X) ~ t (~) : i ad esem-

pio, se X è lo spazio delle funzioni di classe C°° su è l’al-

gebra complessa degli operatori misti di derivazione e traslazione

in una variabile, si ha che ogni funzione periodica e di classe C°°

sta in t (.~)~ mentre, in base ai risultati che vedremo in seguito,
Eoo (X) coincide con lo spazio delle combinazioni lineari finite di

prodotti di polinomi per esponenziali.
Infine, si noti che, se A’:J 11 è un’algebra integra su G,

(o), se dim e A = + oo .

2. Se ll. è l’anello degli operatori differenziali lineari a coeffi-

cienti costanti in una variabile, ed o == o (1R) è lo spazio delle fun-
zioni di classe C°° su è immediato verificare che AEm (é) coincide
con l’insieme di tutte le combinazioni lineari finite a coefficienti

complessi di prodotti di polinomi per esponenziali. Ci si può chie-

dere per quali algebre d di operatori lineari sullo spazio vettoriale
delle funzioni di classe C°° su continua a valere l’analogo risul-
tato (in n variabili).

Diamo la seguente

DEFINIZIONE : A una G.algebra, integra e con identità, di

operatori lineari su é (’IRn). A si dice una E-algebra (relativamente ad
é (1Rn)) se, per ogni p, o _-p C -~-- 00, AEp (é (’IRn)) è costituito dalla

totalità delle combinazioni lineari finite di prodotti del tipo:
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e

Segno immediatamente dalla definizione che se ll è una .E-algebra,
se A E 11~ e se x E Ep (ê (’~n)), allora 1 x E ~p (ê 

Enunciamo (la dimostrazione non presenta difficoltà) il seguente

TEOREMA 3 : sia A una E-algebra, ed X un sotto-A.modulo di
êm Allora, AEp (X) è costituito dai vettori di X c (5m (1Rn) le cui
componenti s-sesiine sono combinazioni lineari finite a coefficienti com-

ptessi di prodotti del tipo :

e

Ovviamente, nell’enunciato deve intendersi che, se A E 11., e v =
... , vm) E Cm, allora Av = ... , 

Il teorema seguente assicura che esistono effettivamente delle

E-algebre (relativamente ad E 

TEOREMA 4 : sono E-algebre:
l’algebra ~D degli operatori di derivazione parziale in n varia.-bili, a
coefficienti costanti.

degli operatori di traslazione in n variabili.
Proviamo il risultato per le difficoltà della dimostrazione,

per Z, sono le stesse.

è ovvio che

dim,e (Dp = jjk (ik + 1) ; infatti i prodotti ae{i ... (ove1 ’

O per k = 19 27 n) costituiscono una base dello spazio
vettoriale complesso gq,.

Viceversa, data tale che tenendo

fisse variabili Xi , --- , Xj+1 9 --- , Xn si prova che, rispetto
alla variabile z;, , si esprime come combinazione lineare - a coef-
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ficienti di classe C°° dipendenti dalle altre n - 1 variabili - di pro-
dotti di polinomi per esponenziali. Ciò è vero per ogni j, 1 à j à n,
onde q è combinazione lineare di prodotti di polinomi per esponen-
ziali (in n variabili). In sostanza, ci si riconduce ad un « principio
di identità » per i polinomi-esponenziali.

Ove non sorgono ambiguità, con il simbolo Ep (o) indicheremo
il 11-modulo (ê), ove 11 è una qualunque .E-algebra.

Si noti che può accadere che, per qualche algebra d di opera-
tori su E (1Rn), AEm (~) = «~), mentre, per qualche  + cxJ ,
AEp (é) =~= Ep (E) (gli esempi sono di facile realizzazione).

Per le applicazioni all’analisi, interessano le E-algebre di ope-
ratori SU 5 che commutano con le traslazioni. Per esse, vale il

seguente :

TEOREMA 5 : siano A, A’ due algebre (integre) di operatori 81t

é (1Rn) che commutano con le traslazioni, A. 
"

Se una .E-atgebra, anche A’ è una E-algebra.
Per ogni (1R"), dima ¿ dima A x, onde se dima 

c p -~- 1, anche x + 1 ~ cioè x E .Ep (é).
Viceversa, se e )~.’E osserviamo che per ogni A E A

La conclusione dime A’99 ~ p + 1 si ottiene subito dal seguente
lemma :

LEMMA : se A è un’algebra di operatori su E (1Rn) che commu-

tano con le traslazioni, allora se lp Xn = xi ... Xn in e°‘lx’+..-+ anxn
e ~, E .11 è prodotto di un polinornio ne t le u varíabili 

per .

’renuto conto del fatto che gli elementi di 11 commutano con

le traslazioni, ci si può ridurre al caso di una sola variabile, e

quindi procedere per induzione (sul grado polinomiale del monomio 99).
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Dal teorema 5 si deduce il seguente corollario :

COROLLARIO: una E-algebra.
Per la validità del teorema 5 è essenziale l’ipotesi che gli ele-

menti di 11’ commutino con le traslazioni ; altrimenti, una sopraal-
gebra (integra e commutativa) di una E-algebra può non essere una
.E-atgebra. Ad esempio, se noi consideriamo su ê (1R) gli operatori
misti di derivazione, e di contrazione intera della variabile, cioè gli

m

operatori della forma : Di Tj ove Di Tj ( f (x)) = f i&#x3E; ( jx), abbia-
1

mo che dim(¡ A sen x = -;- oo (11 indica l’algebra degli operatori mi-
sti di derivazione e contrazione intera della variabile).

3. Se T è un operatore lineare che commuta con le

traslazioni, interessa studiare le combinazioni lineari di prodotti di
polinomi per esponenziali appartenenti al nucleo di T, cioè T)
che indicheremo, al solito, con solamente (si noti che, se
Z’ commuta con le traslazioni, Ker T è un 2-modulo, onde possiamo
applicare il teorema 3).

Consideriamo, su o la topologia della convergenza uniforme
delle funzioni e di tutte le loro derivate sugli insiemi compatti
di lRn . .

Sia T un operatore continuo rispetto a tale topologia, che com-
muta con le traslazioni : allora, T E ê’(1Rn). vale il seguente

LEMMÀ : se T E (1(1Rn) (T ) : «) - (1,iii T ) è 
fLSmo.

Sia T ~ 0 ed xP eax E Em (Iin T ). Proviamo che xp eax = TT, ove
p E Eoa (ê) (la dimostrazione, nel caso di n variabili, n &#x3E; 1, è solo

formalmente più complicata).
8 

_

Per s p, consideriamo T z8 eax eax ; per qualche s = s ,
o

PP ~ 0 (altrimenti, z8 eax E Ker T per ogni’s, assurdo se T # 0, T E é’) ;

si può allora costruire una funzione

le che Tg~ = xP eaz.
Dal lemma segue il teorema ;



356

TEOREMA 6 : sia

Operando nella categoria degli dalla sequenza esatta :

si ottiene la sequenza esatta

Se jE7p(T) non è epimorfismo, si deduce subito che non può essere

Ep (Ker T ) = 0.
Proviamo che se allora jE7p(T) non può essere

epimorfismo ; proviamolo nel caso n = 1 ; per n &#x3E; 1, le maggiori
difficoltà sono solo formali.

Supponiamo che xp eax E (Ker T ) ; allora, xp eax E Ep (Im T)
mentre xP T (Ep (ê)).

Se si può poi verificare che, per ogni 0 C s à p,
infatti, indicata con Th la traslazione di ampiezza h,

onde, per 1’arbitrarietà di h, eax = ... = Teax = 0.

Questo ci dice che, per ogni k ~ p~ EIc (Ker T) ~ (o).
Proviamo ora che, se k &#x3E; p, k  + cxJ, allora Ek (Ker T) =~= lo).

Basta provare che, se e

ma ciò segue subito osservando che deve ancora essere

e ricordando che, per tutti gli indici
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Le condizioni per la validità del teorema 6 non possono essere

attenuate, in modo essenziale; in particolare, non può essere eliminata
l’ipotesi di continuità di T. Consideriamo infatti il sottospazio Y di
é (1R) costituito dalle funzioni P (x) e", ove P (x) è un polinomio nella
variabile x ; e consideriamo l’operatore T che opera come identità

su ê (1R) Y ed annulla gli elementi di Y. T commuta con le tra-

slazioni ; E~ (ger T ) = ger T, mentre, per ogni

Il teorema 6, noti i risultati di Malgrange [3] ed Ehrenpreis [2]
sulla densità, nello spazio delle soluzioni di un’equazione di convo-

luzione, delle soluzioni combinazioni lineari finite di prodotti di po-
linomi per esponenziali, y consente di dedurre immediatamente che, se
Ker T ~ ~ lo), allora ~p (Ker T ) =~= lo) per tutti i p  + oo .

Viveceversa, il teorema 6, unito al teorema che segue, può essere
utilizzato per dimostrare che dato un operatore T E (5’(1R") , se

T ~ ~ (o) allora Eoo (Ker T) =~= 0 ; ciò può presentare un certo in-
teresse in quanto le dimostrazioni del teorema 6 e del successivo

teorema 7 richiedono soltanto che (5 (1Rn) sia uno spazio vettoriale to-
pologico di funzioni, sulle quali operano le traslazioni, e nel quale
è una parte densa la totalità delle funzioni prodotto di polinomi per
una funzione esponenziale fissata (non nulla).

TEOREMA 7 : siac A Una E-algebra di operatori che comi tutano

con le traslazioni, tale che «5) = (0) per ogni 0 c p C -~- oo ; sia

T un operatore su é che commutac con le traslazioni e con gli
element di A. Se per- qualche 0 c p  -f- 00 AE; (Ker T) =~= ~o~
allora Eoo (Ker T ) ~ 

dalla sequenza esatta di A-moduli,

si ottiene la sequenza esatta :
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supponiamo che, per un certo p, lo) ; allora esiste

tale che

Consideriamo (ove ik~ è una

successione decrescente di indici, 9 con se per

tutti gli indici k = 1, 2, 3, ... , n, deve essere fio = 0, altrimenti, ope-
rando con T e con opportuni elementi di A, potrei ottenere

99 E T (Ep (ê)).
Qó Se Po = 0, si deduce immediatamente che, per 
I y = 0 : infatti, dim(~ T  dim(~ Ag.

OSSERVAZIONE : se n = 1, ogni E-algebra principale (o di Be-

zout) l soddisfa alla condizione del teorema 7, in quanto Ep() _ (ol
per ogni p.

4. Nel caso di una variabile se 

e ~n -E- 1 è uguale al grado (polinomiale) di T.

Ciò giustifica la seguente

DEFINIZIONE : siac T un endomorfismo di C (1R) che commntac con

le traslazioni Diremo grado di T, e lo indicheremo con w (T ), il mi-

nimo intero positivo p tale che Ep-, (Ker T) =Ep (Ker T ) # (o); se

1 se Ep_1 (Ker T ) ~ .Ep (Ker T)
per tutti i ~ &#x3E; 0, porremo ro (T ) _ + oo .

Esistono delle distribuzioni a supporto compatto che operano

su o (1R) come operatori di grado finito, e che non sono operatori di
derivazione : in particolare, la funzione caratteristica dell’intervallo

aperto di estremi - 1 ed 1 è una distribuzione di grado 1.

Sia l una E-algebra tale che = (OJ per ogni p; sia

Consideriamo il diagramma :
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applicando il « lem ma dei 5 », si deduce subito che oc è monomorfi-

smo. Formiamo il diagramma :

in esso, a è monomorfismo (in base all’osservazione precedente) e fl
è isomorfismo (come segue dal lemma al teorema 6).

Si ottiene quindi la sequenza esatta :

che porge E§(Ker T) come nucleo di un epimorfismo, indotto da
inclusioni, tra A-moduli che restano determinati una volta noto

(Ker T).
In conclusione, potremo dire che, se p &#x3E; c~ (T ) - 1, E’p (Ker T)

è individuato da (Ker T ) mediante la sequenza (I).

PARTE II - APPLIOAZIONE: UN TEOREMA DI SINTESI

SPETTRALE. ESTENSIONI.

5. Consideriamo, la topologia usuale (convergenza
uniforme delle funzioni e delle loro derivate sugli insiemi compatti
di i .

Malgrange ed Ehrenpreis hanno provato che, se T E ~, (1Rn), le

soluzioni combinazioni lineari finite di prodotti di polinomi per
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esponenziali sono dense in Ker T ; analogo risultato è stato provato
da Malgrange [3] per certi sistemi di equazioni di convoluzione

(con condizioni sulla matrice dei coefficienti), e da Malgrange [4] e
Palamodov [5] per i sistemi di equazioni lineari alle derivate par-
ziali ed a coefficienti costanti.

Assumiamo, una topologia di spazio vettoriale topo-
logico tale che per ogni operatore T apparte-
nente ad una algebra bezoutiana l1. di operatori che commutano

con le traslazioni. Vale il seguente

TEOREMA 8 : 8e Ù : CP -~ êq è un sisíemac a coefficienti in A,

Sia L = (~~~~) la matrice dei coefficienti ; la sequenza:

è una risoluzione libera di coker L ; tensorializzando con i 11-moduli

o ed si ottengono (come in [1]) le due sequenze esatte:

ove ~oo (4Y) indicano le restrizioni ad 
(Eco (iE»P , rispettivamente della mappa Oi e della matrice L.

Si verifica facilmente che ger = Eco (Ker Oi), e che

Ker Eco ( 4Y) = Eco (Ker Ø); inoltre, possiamo pensare le sequenze (11)
e (III) realizzate come sequenze di sottospazi vettoriali di (5P ; ne
viene che - come spazi vettoriali -
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Dalla densità di (Eoa (~ ))’~ in êk e di Eoo (Ker Ø,) in Ker Oi per ogni
i, si deduce che E~ (Ker ~) è denso in Ker ~.

6. I funtori AEp sono stati studiati, nei paragrafi precedenti,
come operanti su sotto-A.moduli dello spazio delle funzioni di classe
C °° su ’IRn . Anche la definizione di E-algebra è stata data relativa-
mente allo spazio é 

Appare però evidente che quasi tutte le considerazioni fatte

possono essere estese ad altri spazi di funzioni, in particolare lo
spazio 0° (1Rn) delle funzioni continue su 1Rn, @ o lo spazio 
delle funzioni analitiche sullo spazio complesso n-dimensionale Gn ;
come pure a spazi di distribuzioni su ’IIZn contenenti Si

può provare che 1’algebra 2 delle traslazioni reali è una E-algebra
relativamente a ciascuno degli spazi indicati, e si possono estendere
senza difficoltà i teoremi 3, 5, 6, 7, 8.
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