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SULLE ESTENSIONI DEGLI ANELLI
DI GORENSTEIN

di Tomaso MILLEVOI *)

B noto che se un anello R & di Macaulay, allora lo sono pure

gli anelli R[], E (completato di E rispetto ad una topologia U adi-
ca) e di conseguenza R [[«]] (anello delle serie formali) ed R {x}
(anello delle serie formali ristrette).

In questo lavoro si mostra che proprietd analoghe di perma-
nenza valgono per gli anelli di Gorenstein che sono particolari
anelli di Macaulay.

1. Un anello B commutativo noetheriano si dice di Gorenstein

se soddisfa alle seguenti condizioni equivalenti :

(a) Per ogni ideale p, B, & un anello di Macaulay in cui
qualche sistema di parametri genera un ideale irriducibile.

(b) Per ogni ideale primo P ogni sistema di parametri in R,
genera un ideale irriducibile.

(c) Per ogni ideale massimale m, R,, ¢ un anello di Macaulay
in cui qualche sistema di parametri genera un ideale irriducibile.

(d) Per ogni ideale massimale m ogni sistema di parametri
in R, genera un ideale irriducibile.

(e) Ogni ideale di classe principale di R & puro e tutte le sue
componenti primarie sono irriducibili.

") Lavoro eseguito nel’ambito dell’attivitad dei Gruppi di ricerca matema-
tica del C.N.R.
Indirizzo del’Autore: Seminario Matematico Universitd, Padova.
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Per la dimostrazione dell’equivalenza di tali condizioni cfr. ad
es. [1] §1 pag. 9.

OSSERVAZIONE. Dalla condizione (¢) segue subito che un anello
R & di Gorenstein se e solo se per ogni ideale massimale m di R
I’anello locale R, & di Gorenstein.

Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 1. Se R é un anello di Gorenstein, lo é anche R [x],
dove x é una indeterminata.

Poiché R[x] & un anello di Macaulay, bastera verificare, in base
alla condizione (¢), che, se () ¢ un ideale massimale di R [x], nel-
Danello locale R [x]g c’¢ un sistema di parametri che genera un
ideale irriducibile.

Poniamo p = D N R. p risulta un ideale primo di R ed R, un
anello di Gorenstein (condizione (a)).

Si verifica facilmente che R [x]p ™ R, [®]m, dove ()’ & lideale
massimale generato in R, [¢] dall’immagine di () nell’omomorfismo
naturale R [r] — R, [x].

Per dimostrare ’asserto potremo dunque supporre che R sia un
anello locale di ideale massimale P = (D N R.

D/PR [«] & un ideale massimale di (E/p)[x], e dunque & gene-

rato da un polinomio F, dove F € a, a = (p, F) (cfr. [4] th. (14.7)
pag. 46). Si pud supporre inoltre che F sia monico.

Sia ¢,,95 ...y ¢, un sistema di parametri di R, con (q,,...,¢,) =
= ( = irriducibile (= p-primario); si ha che q K [x] & p R [x]-prima-
rio (cfr. [4] (6.15) pag. 18), e dunque (g, ,...,q»): F=(q,..,¢,) in
R [z] poich® F¢p R [x], daltra parte g, ,...,q, formano una R-suc-
cessione (cfr. [3] Teor. 3.1 cond. 10 pag. 12) e dunque una R [x]-suc-
cessione (cfr. 4] (6.13) pag. 17): si conclude che g, , ..., ¢, , F formano
una R [x]successione. Inoltre ogni ideale primo che contenga ( ed
F contiene p ed F, cioe (; (N & dunque un primo minimale di
(q, F); ne segue che, in B [x]m, (q, F) & () R [#]m primario. Di con-
seguenza ¢, ,.., qr, F costituiscono un sistema di parametri di
R [mjm .

Dimostriamo ora che Videale (¢, ') & irriducibile in R [x]n, o,
il che & lo stesso, passando al quoziente rispetto all’ideale generato
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da q, che (F) modulo ( R[x]m & irriducibile in R []m/q B [*]m-
Facili considerazioni mostrano che quest’ultimo anello & isomorfo a
(B [#)/q B [#])ayqRim -

Si ha d’altra parte R [z]/q R [x] > (R/q)[«], e Vanello R/q ri-
sulta ancora di Gorenstein (cfr. oss. alla Prop. 5.1 pag. 17 in [1]);
cosi il problema & ricondotto al seguente ():

Dato un anello locale R di dimensione zero, con ideale massimale
P, in cui Pideale (0) sia irriducibile, considerato un ideale massimale
M di R[], con )= (p, F), HNRER=p ed F polinomio monico,
lideale (F') risulta irriducibile in R [x]q.

Per provare che (F) & irriducibile basta mostrare che ogni
ideale Z| di R [x]p contenente propriamente (F') contiene una co-
stante non nulla di B e dunque (cfr. [7] cond. 3 Th. 34 pag. 248) I’i-
deale 0:p di R. Cid implica infatti che anche Dintersezione di due
ideali contenenti propriamente (F) contiene 0: P ; ma (F) non puo
contenere costanti non nulle (essendo F monico), quindi (F) risulta
irriducibile.

Sia dunque Zl un ideale di R [z]m contenente propriamente (F');
#1 contiene quindi un polinomio A a coefficienti in B non multiplo
di F. Sia = il grado di F ; essendo F monico si puo dividere A per
F e risulta A = LF 4 P, con P polinomio non nullo di #, di grado
m n:

P=p,+piz+ ..+ pna™.

Se tutti i coefficienti di P appartengono all’ideale 0: D, si ha che,
essendo questo il piu piccolo ideale diverso da zero di R, (pp,)=10:p
e dunque p;€(p,) NV i; 8i ha quindi

P =pp @™+ tp_je™ ! 4 ... 4 ¢y

Il polinomio @ = a«™ 4 t,, ;2™ '+ ... 4 ¢, non appartiene ad
D = (p, F) poiche, come si vede facilmente, i polinomi monici di (I
han grado =>n; @ & dunque invertibile in R [x]m, per cui pm € H,
cio che si voleva dimostrare.

1) Il ragionamento sin qui svolto ® standard in situazioni di questo tipo;
cfr,, ad es. [4] Th. 25.10 pag. 86,

21
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Se poi non tutti i coefficienti di P appartengono a 0:p, pos-
siamo trovare un polinomio non nullo di #l, di grado < n, con tutti
i coefficienti in 0 : p, e riportarci cosi al caso precedente. Sia infatti
4 il pit grande intero per cui p;¢0:p (0 <<i<"m); se p & un ele-
mento non nullo di 0:p si ha (p)=(0:P) c(p:;) onde p = rp; (per
un opportuno r € R) ed il polinomio »P = rp,z™+ ... + pa*+ ...4 rp,
& ancora un polinomio non nullo (p & 5=0) di #, di grado al piu
m (< n) con i coefficienti delle potenze di x dalla i-esima in poi
tutti in 0: P.

Si ha quindi, per induzione, ’asserto.

COROLLARIO 2. Siano x, , &, , ..., &, elementi algebricamente in-
dipendenti sopra un anello R; se R é di Gorenstein, lo é pure Panello
di polinomi R [x, ,x, ,..., %)

Dimeostrazione : banale.

2. Sia R un anello ed 1 un ideale di F; consideriamo su R
la topologia W-adica. Se E e un anello locale di ideale massimale m,
la topologia m-adica sara chiamata anche topologia naturale di R
(cfr. [4] pag. 52).

Sussiste (cfr. [2] Cap. III, § 3 n. 4 prop. 8) la seguente

PROPOSIZIONE 3, Sia R un anello noetheriano e sia W un ideale
di R. Sia 1’{\ il completato (separato) di R per la topologia W-adica, j
Dapplicazione canonica di R in /I\Z Allora :

(i) La topologia di R & j (W) R-adica.

(ii) L’applicazione n —>j (n)ll?: ¢ una biiezione dell’insieme degli
ideali massimali di R contenentt W sull’insieme degli ideali massimali

di R, e ) —>j—1 () & la biiezione reciproca.
(iii) Sia M un ideale massimale di R contenente N, e sia

N\ Fa
M=jMR;j induce un omomorfismo iniettivo j’: Ry, — Ry e,
identificando Ry con la sua immagine tramite j’, risulta che la topo-

logia naturale di Ry tnduce quella naturale in Ry, ed R, risulta

N
denso in Ry per questa topologia.
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Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 4. Sia R un anello noetheriano, | un ideale di E, E
tl completato di R per la topologia W-adica. Si ha allora :

(i) Se R é di Gorenstein, R ¢ di Gorenstein.

(ii) Sencrad R ed Reodi Gorenstein, anche R é di QGorenstein.
Supponiamo dapprima che R sia un anello locale di ideale
massimale m e che la topologia sia quella naturale; in questo caso
m =rad R e dunque dobbiamo provare che R & di Gorenstein se e
solo se lo & /IE

R @ locale ([4] cap. II coroll. (17.6) pag. 55); sia (I il suo
ideale massimale. Si ha che 1/%\ ¢ un anello di Macaulay se e solo
se lo ¢ R [cfr. [4] cap. IIT (25. 8) pag. 86); inoltre se identifichiamo
R con il sottoanello ¢(R) di R essendo ¢ : R—)R Pomomorfismo
canonico (iniettivo) di B nel suo completato, ogni sistema di para-
metri in R risulta anche un sistema di parametri in E (cfr. [5] cap.
V Th. 8 pag. 98). Bastera quindi dimostrare che se t,,?,,...,%;, & un
gistema di parametri in R che genera dunque un ideale m-primario
(, q ® irriducibile se e solo se l’ideale (I)-primario ﬁgenerato da
t) 1ty sty in R & irriducibile.

Poiché q & m-primario, la topologia (-adica di R coincide con
quella naturale, in particolare 1/{\ & il completato di R per la topo-
logia (-adica. Ne segue l’isomorfismo 3 /q E~ER /q per cui q Ee
irriducibile se e solo se lo & (. Cio prova l’asserto nel caso locale.

Passiamo ora al caso generale.

1) Bastera verificare che, se () ¢ un ideale massimale di R

I’anello Rm ¢ di Gorenstein. Con rE‘erlmento alla proposizione 3 po-
niamo m = j—1({IH); il completato R di R,, coincide, per la (iii), con
quello di 1/?,\,.,. Poiche R, & di Gorenstein per ipotesi, segue dal
caso locale che R & di Gorenstein e quindi, sempre per il caso lo-
cale, anche ’fc,,., ¢ di Gorenstein.

(ii) : Sia ora R di Gorenstein con n Crad R. Sia m un ideale
massimale di R; da 1 Crad R segue 1 € M. Allora, colle notazioni
della proposizione 3, I’ideale (I} = j () & un ideale massimale di k.
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Ne segue, per il caso locale, che il completato R di 1/3;., ¢ di Go-

renstein, e lo & pure R,, di cui R @& il completato.
Il teorema & cosl completamente acquisito.

OSSERVAZIONE : La proprieta (ii) del teorema 4 inverte soltanto

parzialmente la (i). Cid & dovuto al fatto che se 1 ¢ rad R,ﬁ pud
essere di Gorenstein senza che lo sia R, come mostra il seguente
esempio :

Consideriamo in R =Fk[X, Y, Z] I’ideale n = (XY, YZ, ZX). L’a-
nello A =R /W =Fk[xy,2] non & di Gorenstein (& perd di Macaulay,
essendo 11 perfetto): infatti in A 1’elemento x 4 y 4+ 2, non nullifico,
genera un ideale primario il cui radicale & I'ideale (x,y, 2), che ri-
sulta massimale; si ha inoltre (x }y+ 2)= (@}t y+ 2 2)n (x4}
+ v + 2,y) ed essendo dunque V’ideale (x -} y - 2) riducibile, 1’anello
A non & di Gorenstein.

Consideriamo ora il completato 2 di A rispetto alla topologia
b-adica, con b=(r -+ y 4+ 2 —1). Gli unici ideali massimali di 4
che contengono b sono :

m =@yz—1)=@—1), my=(,y—1,2)=@H—1)
mg=@—1,y,2) = (x — 1),

Am,y Am,, Am, risultano anelli di Gorenstein (locali regolari) e dun-

que per la condizione (c) 2 risulta di Gorenstein (pur non essen-
dolo A4).

COROLLARIO 5. Se R é un anello di Gorenstein, lo é anche Va-
nello delle serie formali R|[X,, ..., X,]].

Infatti R([X,,...,X,] & di Gorenstein (Coroll. 2) ed R[[X,, ...
«., X,]] ne & il completato per la topologia (X, , ..., X,)-adica.

COROLLARIO 6. Sia R un anello, | un ideale di R. Dotiamo R
della topologia a-adica. Se R é di Gorenstein, lo é pure Panello delle
serie formali ristrette R{X, , ..., X,}.

Infatti R {X,,..,X,} & il completato di R[X,,..,X,] per la
topologia u (X, , ..., X,)-adica (cfr. [6] Coroll. pag. 389).
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