RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

FRANCA BUSULINI

Alcuni nuovi aspetti del teorema fondamentale della
geometria proiettiva in un piano desarguesiano

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 41 (1968), p. 1-11

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__41__1_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1968, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__41__1_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ALCUNI NUOVI ASPETTI
DEL TEOREMA FONDAMENTALE
DELLA GEOMETRIA PROIETTIVA IN UN PIANO
DESARGUESIANO

FRANOA BUSULINI *)

Chiamata proiettivitd = tra due rette distinte §, S, di un piano
grafico desarguesiano e non pascaliano un prodotto di prospettivita,
¢ noto che n 8i puo ottenere come prodotto di due prospettivita
soltanto: = = 11,6, 3, 5, 7, 1].

In questa Nota la retta A congiungente i centri s, s, delle
A, 2, (centri di proiezione della x) verrd chiamata asse proieftante e
la coppia (a, a,) in cui A sega le due rette §, §,, se a 3= a,, si
dird coppia proiettante. Si dimostra allora che (P. 6):

Ogni proiettivita fra due rette distinte é individuata da due coppie
di punti corrispondenti e da un asse proiettante non contenente alcuna
di queste coppie; in quanto si puo scegliere come centri di proie-
zione della = una coppia di punti generici dell’asse proiettante A,
in particolare se a == a, la coppia proiettante (a, a,), (cfr. PP. 7,8, 9).
Con riferimento alle coppie proiettanti si verifica che:

In una proiettivita = tra due rette distinte S, S,

a) se SnS, & unito: ogni coppia di punti corrispondenti
distinti & proiettante oppure non vi é alcuna coppia proiettante a
seconda che la = & oppure non e una prospettivita (cfr. PP. 1, 10);

b) se Sn S, non & unito, la = & dotata di coppie proiettanti ;
precisamente, detto K il corpo (non commutativo) delle coordinate
affini e H il gruppo moltiplicativo del centro di K, I’insieme delle

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca matematici
del C.N.R..
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ascisse delle prime componenti delle coppie proiettanti & un sistema
laterale di H rispetto al gruppo moltiplicativo di K (cfr. PP. 11, 12).
Vengono infine enunciate diverse proprieta equivalenti al teo-
rema di PASOAL tra cui
Una prospettivita fra due rette incidenti in un punto di una
retta fissata A (e centro di prospettiva s¢ A) é una affinitd rispetto
alla retta A.

1. Sia 2 un piano grafico desarguesiano. Ricordiamo che:

Due punteggiate di X riferite come sezioni di uno stesso fascio
di rette di centro s si corrispondono nella prospettivita 1, di centro
di prospettivita s.

Diremo proiettivita = tra due rette di X una corrispondenza

Fig. 1 Fig. 2

che sia una prospettivitd o il prodotto di un numero finito qual-
siasi di prospettivita.

Data una proiettivitA = =21, fra due rette §, 8,, di «retta
intermediaria » 8, chiameremo (figg. 1, 2, 3):

Fig. 3
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1) i punti s, s, centri delle 1, 4, centri di proiezione: ovvia-
mente s, s, ¢8,, s¢8, 5,¢8,;
2) la retta A = s s, asse proiettante.

Rileviamo che l’asse proiettante A sega le rette S, S, in una
coppia di punti corrispondenti della n. Se in particolare i centri di
proiezione Sono s =a,€8, e s, =a€8 (quindi §==8,) la coppia
(a, ay), dicesi una coppia proiettante della .

Si noti che in tal caso la retta intermediaria S, sega S e §,

Fig. 4

nei corrispondenti del punto Sn S, (figg. 4, 5).

Si osservi che:

P.1. In una prospettivita fra due rette distinte ogni coppia di
punti corrispondenti distinti é proiettante.

Infatti (fig. 5), data una prospettivitd fra le rette 8, S, di centro
s—, se (a, a,) e (%, #y) sono due sue coppie qualsiansi (diverse dal
punto SnS,), detta 8, la polare armonica di s rispetto ad 8, S, .
agxnaxn,=pES,; c. v. d..

Vedremo nel seguito (nn. 4, 5) che in un piano non pascaliano

Fig. 5
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questa proprietd & vera solfanto per le prospettivita, anzi vedremo
che esistono proiettivitd addirittura prive di coppie proiettanti.

2. Enunciamo i seguenti lemmi :

LEMMA 1. La protettivita m= A4, tra 8, 8, con 88, € retta
intermediaria 8,38 n 8, é una prospettivita, (fig. 6).

Fig. 6

Esso ¢ una immediata conseguenza del teorema di DESARGUES.
Si noti che il centro di prospettivitad s appartiene all’asse proiettante,

(fig. 6).
Da questo lemma e dalla P.1 segue ovviamente che:

P.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché wuna proiettivita
mn=214 fra due rette distinte con il punto comune unito sia una
prospettivita é che essa sia dotata di coppia proiettante.

Per la sufficienza si osservi infatti che la retta intermediaria
8, deve passare per il punto comune.

Come risultera dalla P.3 la condizione n =44, non & restrittiva.

Passiamo ora al

LemMA II, a) La proiettivita == 214, tra 8, S, si puod ottenere
come prodotto di altre due prospettivita tali che la nuova retta inter-
mediaria sia una gqualsivoglia retta mon congiungente una coppia di
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punti corrispondenti della 7, mé passante per il punto Sn S, [6, 3,
5,7, 1];
b) L’asse proiettante della = rimane invariato. (I1 comma b)
¢ contenuto implicitamente nella dimostrazione di a)).
Sussistono inoltre i seguenti lemmi :

LeEMMA III. Ogni proiettivita fra due vette distinte che sia il
prodotto di tre prospettivita si puo ottenere come prodotto di due pro-
spettivita soltanto [6, 3, 5, 7, 1].

LeEMMA IV. Ogni prospettivita fra due rette distinte si pud anche
esprimere come prodotto di due prospettivita.

Infatti, detto s il centro di prospettiva della prospettivita data
fra 8§, S,, basta assumere come centri di prospettivita s, s, , due
punti generici di una retta per s e applicare il teorema di DE-
SARGUES.

Dai lemmi III, IV si deduce il teorema fondamentale

P.3. Ogni proiettivita fra due rette distinte si pud ottenere come
prodotto di due prospettivita.
Come notevole corollario

Y

P.4. Ogni proiettivita fra due rette distinte é dotata di asse
proiettante.

Ha interesse, per il seguito, mettere in evidenza la seguente
proprieta che si collega al comma b) del lemma IT e al lemma III:

P.5. Se, con riferimento al lemma III, i centri delle tre pro-
spettivite date appartengono ad una medesima retta A, i centri delle
due prospettivita dedotte appartengono alla medesima retta A [8, 1]

Essa & pertanto un asse proiettante della proiettivita data.

Orbene possiamo considerare la famiglia @, delle proiettivita
tra coppie di rette generate come prodotti di prospettivita i cui
centri appartengono ad una medesima retta A. Esse si possono in-
terpretare come affinitd fra rette riferite alla «retta impropria A ».

In tal caso la P.3 sussiste anche per proiettivita fra due rette
coincidenti [1]. Pertanto

Osservazione. @, & la famiglia delle proiettivita tra coppie di
rette (distinte o coincidenti) di asse proiettante A.
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3. Osserviamo che (cfr. P.3):

LeEMMA V. Una proiettivita = fra due rette S, S, distinte con
il punto comune o unito e un asse proiettante A non passante per
€880 & una prospettivita.

Infatti, poiché¢ o¢ A ed & unito nella =, dovra la retta inter-
mediaria 8, 3 0; e quindi, in base al lemma I, » & una prospettivita.

Mediante il lemma V possiamo ora dimostrare il seguente enun-
ciato del teorema fondamentale della geometria proiettiva in un
piano desarguesiano

P.6. Una proiettivita = fra due rette distinte S, S, é individuata
da due coppie di punti corrispondenti ¢ da un asse proiettante non
contenente alcuna di queste coppie.

Infatti, esistenza & banale, per l'unicita siano = e z* due
proiettivita fra le rette distinte S, S, aventi in comune un asse
proiettante A e le coppie di punti corrispondenti (b, b,) e (¢, ¢;)
non appartenenti ad A.

Se in particolare b =b, e quindi ¢==¢c,, in base al lemma V
la # & una prospettivitd, di centro A ncec,. Lo stesso accade per
la #*, quindi 7z = =* Analogamente per ¢ =c,.

Supposto allora b==b, e c¢==c,, osservato che una almeno
delle b3=¢,, c3=b, & vera: ad es. b &= ¢,, consideriamo la retta
8, = be, e la prospettivita 4 tra §,, 8, di centro s, = A n bb, (fig. 7).

Ne segue che la w4 & una proiettivita tra S, S, avente, in base
alla P.5, asse proiettante A. Osservato inoltre che il punto b =
=8n48, & unito si pud per il lemma V concludere che la zni &
una prospettivita.

_ In essa al punto ¢ corrisponde c,, pertanto ha come centro
s=Ancc, (fig. 7).
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Alla stessa conclusione si perviene per la n*1, quindi =l = =*1,
da cui n = n*; c. v. d.
Dalle PP.3,6 segue direttamente che

P.7. I due distinti centri di proiezione s, s, della m si possono
scegliere ad arbitrio sullasse protettante A (naturalmente con s¢ 8
e s, ¢5,).

Pertanto se A 30 = Sn 8, (circostanza che certamente si verifica
se o non & unito) la n & dotata di coppia proiettante s =a,, s, =a
(efr. n. 1); e quindi:

P.8. Ogni proiettivita fra due rette distinte, con il punto comune
non unito, si pud individuare con tre coppie di punti corrispondenti ;
di cui una almeno proiettante.

Piu in generale, tenendo conto della P.1:

P.9. Ogni proiettivita. fra due vrette distinte, dotata di coppie
proiettanti, si pud individuare con tre coppie di punti corrispondenti
di cut una almeno proiettante.

4. Abbiamo visto al n. 2, P. 4 che: ogni proiettivita tra due
rette distinte & dotata di asse proiettante.

B naturale chiederci se analoga proprietd sussista per la coppia
proiettante. La risposta sara negativa, precisamente verificheremo
che :

P.10. Le uniche proiettivita tra due rette distinte non dotate di
coppie proiettanti sono quelle con il punto comune unito, che non
stano prospettivita.

Infatti sappiamo che

1) Ogni proiettivita tra due rette distinte con il punto co-
mune non unito & dotata di coppia proiettante. I’asse proiettante
non potendo in tal caso passare per il punto comune alle due rette
da luogo ad una coppia proiettante ;

2) Ogni prospettivita fra due rette distinte & dotata di coppie
proiettanti. Sono tali tutte le coppie della prospettivita, tranne il
punto unito.
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3) Consideriamo infine una proiettivita fra due rette distinte
con il punto comune unito e che non sia una prospettivita. Come
noto [6, 5] esse esistono in un piano desarguesiano e non pascaliano
quale & il nostro. Ma una tale proiettivitd non puo essere dotata
di coppia proiettante giacche allora (cfr. P.2) sarebbe una prospet-
tivita, in contrasto con l’ipotesi.

5. Dalla dimostrazione della P.10 segue che, rispetto al pro-
blema dell’esistenza di coppie proiettanti, le proiettivitd tra due
rette distinte si possono distinguere nei tre diversi tipi ivi presi
in esame. Ci proponiamo in questo numero di completare lo studio
dell’insieme delle coppie proiettanti relativo alle proiettivita del
tipo 1).

Una proiettivitd = fra due rette (distinte) S, S, venga assegnata
mediante una coppia proiettante (a,a,) e la retta intermediaria
8;38n8,.

E allora evidente che (cfr. fig. 8):

Fig. 8

LEMMA VI. Se (a, a,) é coppia protettante di una data proietti-
vith m, che nmon sia una prospettivitda, condizione mnecessaria e suf-
ficiente affinché wn’altra sua coppia (b, by) sia proiettante é che, detta
(%, %5) una generica coppia della =, Vesagono a b, xa, b x, sia pasca-
liano.

Da questa condizione geometrica andiamo a dedurre, con ri-
corso alla geometria analitica, una pit espressiva condizione al-
gebrica.

Allo scopo identifichiamo in un corpo (non commutativo) K i
corpi delle coordinate del nostro piano desarguesiano 3, fra di loro
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isomorfi, e indichiamo con H il gruppo moltiplicativo del centro di K.
Consideriamo ora un sistema cartesiano avente le rette 8,5,
rispettivamente come assi X, Y, la §, come retta impropria e b come

*
S

o)

Fig. 9

punto unita dell’asse X, (figg. 9, 8).

Inoltre, scegliamo il punto a x,n x a, = i per il trasporto delle
coordinate da un asse all’altro; per cui denotate le coordinate dei
punti @ e x ancora con & e x, le coordinate dei punti a, e »,€Y
sono rispettivamente x e a: cioe a, (x), %, (a).

Orbene, nell’ipotesi che l’esagono a b, x a,b », sia pascaliano
con (x, %,) coppia generica della z, la coordinata del punto b, risulta [4]

arn=—mnda.

Ne segue che a € H. Effettuando la trasformazione di coordi-
nate »’ = rx, 8i ha: a(ra), b(r), pertanto le coordinate dei punti
a ¢ b sono congrue rispetto ad H.

Viceversa, se le coordinate « e b dei punti @ e b sono congrue
rispetto ad H, cioé: b—'a = a€H; effettuando la trasformazione
di coordinate »’ =b—1x, si ottiene: a(a),b(l) con a€ H; c.v.d.

Tenuto conto del lemma VI s8i puo dunque concludere che

P.11. Se (a,a,) é coppia proiettante di una proiettivita tra due
rette 8, S, che mon sia una prospettivita, un’altra sua coppia (b, b,)
sara pure proiettante se e soltanto se le ascisse dei punti a e¢ b sono
congrue rispetto ad H |[con riferimento ad un sistema di ascisse
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sull’asse § di origine SnS, e punto improprio SnS,, essendo S,
la retta intermediarial.

Poiche (cfr. n. precedente) ogni proiettivitd fra due rette di-
stinte con il punto comune non unito & dotata di coppia proiet-
tante si ha pure

P.12. In ogni proiettivita tra due rette distinte S, S,, con SnS,
non unito, linsieme delle ascisse delle prime componenti delle coppie
protettanti é un sistema laterale di H rispetto al gruppo moltiplicativo
di K.

6. Si integrano le dodici proprieta equivalenti al teorema di
PAScAL enunciate da PIOKERT [5, pp. 136, 139] con le seguenti

by

a) Ogni proiettivita tra due rette distinte & dotata di coppie
protettanti.

b) In wuna proiettivita fra due rette distinte ogni coppia di
punti corrispondenti, che non contiene il punto comune, é proiettante.

¢) In una proiettivita fra due rette distinte S, S, ogni retia
congiungente due punti corrispondenti, diversa da S, S,, é asse proiet-

tante.
Consideriamo infine la famiglia @ della proiettivita, tra le coppie

di rette del piano, che hanno come coppia di punti corrispondenti
le rispettive intersezioni con una retta fissa A ; quelle generate
come prodotti di prospettivita con i centri su A verranno dette
affinita rispetto alla retta A [1,2]. Abbiamo gida indicato la rispet-
tiva famiglia con @4 (n. 2).

Rilevato che una prospettivita 4 tra due rette incidenti in un
punto di A e centro di prospettiva s¢ A & pure un elemento di P,
ci 8i chiede: 1¢ @4% Cio® (cfr. Oss. n. 2) si pud esprimere come
prodotto di due prospettivita con i centri su A ¢

La risposta e data dalla [1, p. 381].

P.13. Una prospettivita fra due rette incidenti in un punto di

una retta fissata A e centro di prospettiva s¢A ¢ una affinita rispetto
alla retta A se e soltanto se vale il teorema di PASCAL.



[1] F.
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