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UNA GENERALIZZAZIONE DEL TEOREMA
DI IONESCU TULCEA

GIORGIO LETTA *)

R1assuNTO. 8i dimostra un teorema, il quale fornisce una condizione necessaria
e sufficiente affinché, in un assegnato spazio misurabile, esista una legge
di probabilitd, le oni speranze condizionali, relative ad un’opportuna succes-
sione ocrescente di tribd, verifichino assegnate condizioni. Se ne deduce
agevolmente il teorema classico di Ionescu Tulcea [1] rignardante la costru-
zione di una legge di probabilitd in uno spazio prodotto.

1. Introduzione.

Le notazioni e la terminologia sono quelle impiegate in [2]. Se
(2, ) & uno spazio misurabile, si indichera con B (£, ¥) lo spazio
vettoriale ordinato, costituito dalle funzioni numeriche limitate, de-
finite su &2 e misurabili rispetto ad % Se (s, F)(i=1,2) sono
spazi misurabili, si chiamera applicazione markoviana di B (2,, %)
in B(£,, %) ogni applicazione lineare T di B(£2,, %) in B (4,, %),
la quale verifichi la condizione 71 ==1 e sia inoltre positiva (cioe
tale che si abbia Tf = 0 per ogni f = 0) e sequenzialmente continua
rigpetto all’ordine (cio® tale che si abbia inf, T/, =0 per ogni suc-
cessione (f,) con inf, f, = 0).

Nel paragrafo 2 dimostreremo il teorema seguente.

*) Indirizzo dell’Autore: Istituto matematico dell’Universita di Pisa.
Lavoro eseguito mnell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca n. 15 del
C. N. R.

12



178 Giorgio Letta

TEOREMA 1. Siano (2, F) uno spazio misurabile e (F)uzo una
successione crescente di sotto-tribu di F, con Fy=1312, @} e tale che
la tribd generata dalla riunione delle F, coincida con F. Per ogni
n =0, sia T, un’applicazione markoviana di B (2, Fut,) in B (2, F),
godente della proprieta :

(l) Tn(fg) nngf per fE B (‘Q7 C]n+l)7 g9 € B(Q} 9:,.).

Affinché esista in (2, F) una legge di probabilita P (necessaria-
mente unica) tale che, nello spazio (2, 5, P), T,f sia, per ogni n =0
ed ogni f€B (L2, Foyy), una versione della speranza condizionale E|f|F,),
occorre e basta che sia soddisfatta la condizione seguente :

(2) Per ogni successione equilimitata ( fn)h=o di elementi positivi
di B(Q, F), adattata alla successione di tribd (Fnu=o € verificante le
relazioni :

(3) Jo=Ty fat1 per ogni n =0, lim, f, (w) =0 per ogni w € 2,

8t ha f,=0.

Nel paragrafo 3 mostreremo come si possa dedurre, dal teorema
1, il teorema classico di C. T. IoNESoU TULCEA [1], il quale riguarda
la costruzione di una legge di probabilitd in uno spazio prodotto,
e al quale si pud dare — impiegando il concetto di applicazione
markoviana, in luogo di quello di probabilitd di transizione — la
formulazione seguente : 1)

TEOREMA 2. Sia (En, Co)u=¢ una successione di spazi misurabili,
con =3B, . Si ponga (2, F)=(II En, II &,), € si denotino con
n=0 n=0

Xo(n = 0) le applicazioni coordinate. Sia, per ogni n =0, T™ un’ap-
plicazione markoviana di B (2, T (X,y,) in B(2, T Xy, ... , Xa)) Al-
lora esiste in (2, F) una legge di probabilita P (necessariamente unica)
tale che, nello spazio (2, F, P), T™f sia, per ogni n =0 ed ogni
JE€B(2, U(Xnt1)), una versione della speranza condizionale E[f|X,,...
ey Xn)

1) Che questa formulazione sia equivalente a quella abituale (quale trovasi,
ad es.,, in [3], V-1-1), si pud facilmente riconoscere, tenendo presente [2], IX.4.
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2. Dimostrazione del teorema 1.

La necessita della condizione & quasi immediata.

Siano, invero, P una legge di probabilita in (£, ) godente della
proprieta detta nell’enunciato, e (f.).>o Una successione equilimitata
di elementi positivi di B (2, %), verificante le relazioni (3). Nello
spazio (2,4 P) si ha allora, in virta del teorema di Lebesgue,
lim, E[ f,] = 0. Essendo la successione (E[f])n=o costante, cid im-
plica E[f,]=0. Di qui, essendo f, costante, discende f,=20.

‘Dimostriamo ora che la condizione e sufficiente.

Supposto che essa sia soddisfatta, poniamo :

Unf=TnTpy1... Tmf Per m=>n=0 e f€B (L, Fnti).

Per ogni n, la formula precedente definisce, senza ambiguita,
un’applicazione U,, lineare positiva, dello spazio 'Ln.l B (2, %) sullo
spazio B (Q, F,).

In particolare, se si identifica lo spazio B (£, %, (spazio delle
funzioni numeriche finite, costanti su £) con il corpo R degli scalari,
U, & una forma lineare positiva sullo spazio H B (2, %»). La forma
U, & inoltre sequenzialmente continua rispetto all’ordine. Se infatti
(gm)m=0 © una successione decrescente di elementi dello spazio
'LJ B (2, ) con inf, g, =0, allora, posto

Sfo=1inf, U, g, per ogni n >0,

la successione (f),>o verifica le relazioni (3), sicché risulta f,=0.
Se si denota con P l'unica legge di probabilita in (£, F), ri-
spetto alla quale si abbia:

E[f]1="0Upf per feUB(Q T
allora, nello spazio (2, 4 P), risulta

E[9T.f1=E[T.(f9)] = E[ f9]

per ogni f€ B(2, Fu4,) ed ogni g€ B(£2, ). In altri termini: per
ogni f€ B(2, Fy41), Tnf © una versione della speranza condizionale

E[f| %)
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3. Deduzione del teorema di Ionescu Tulcea.

Nelle ipotesi del teorema 2, si denoti, per ogni n =0 con %,
la tribu C(X,,..,X,) generata da X,,..,X,, e si prolunghi T"
in un’applicazione markoviana T, di B(Q, %) in B(2, %), po-
nendo, per ogni elemento f=F(X,,.., X,) di B (2, Futyi) ed
ogni w€Q:

To f (@) = T™[F (X (@), oo ; Xn (@), Xt ()] ().

Si vede facilmente che sono allora verificate tutte le ipdtesi
del teorema 1. Tutto dunque si riduce a provare che & soddisfatta
la condizione (2). )

Sia, invero, (fu)n=p una successione equilimitata di elementi
positivi di B (2, F) verificante le relazioni (3), e si ponga f,—
=F,(X,,..,Xn). Si ha allora, per ogni n =0 ed ogni elemento
(@g g ooy n) di By X< oo X Hy,

Fp(@yyesZn) << SUDP Fypy (X eeey Tny Y).
yeEy

Se fosse F,>> 1> 0, sarebbe quindi possibile (per induzione)
costruire un elemeuto (v,),>, di £ godente della proprieta :

Fy (€4 e y ) > 4 per ogni n =0,

cid che contrasterebbe con la seconda delle relazioni (3).
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