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SUL PROBLEMA DI CAUCHY-DIRICHLET
PER EQUAZIONI PARABOLICHE
DEL SECONDO ORDINE, NON VARIAZIONALI,
A COEFFICIENTI DISCONTINUI

SERGIO CAMPANATO *)

In questa nota considero il problema di Cauchy-Dirichlet per

2 u au
Y — — —
l’operatore parabolico E la., (, t) 52 6%, ot
=8 < (0, T'), 2 convesso di IR", e con dati al bordo nulli. I coef-

ficienti a;; sono misurabili e limitati e operatore Eu == 2 ai; D; Dju

in un cilindro @ =

8 ellittico; la soluzione & cercata nella classe delle funzwnl uE W Q)
dove

Wo' (@) ={u|ue L2(0, T; Hy (2)n H* (), ELZ(Q) u (@, 0)=0

Sotto certe ipotesi per gli autovalori della matrice simmetrica ja;!

dimostro che Poperatore F — % ® un isomorfismo Wq''(Q)— L*(Q)

(cfr. teor. 2.I).

La tecnica di dimostrazione & analoga a quella utilizzata in [2)
nello studio del problema di Dirichlet per l’operatore ellittico Eu.
Nel lavoro citato si dimostra che l’operatore E & un isomorfismo
H{'?n H*? — L? per p appartenente ad un intorno di 2 abbastanza
piccolo.

*) Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico, Universitd di Pisa.
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Ad analogo risultato si pud arrivare anche per Voperatore pa-

rabolico E—_;;’;T e per il problema di Cauchy-Dirichlet omogeneo.

Mi sono limitato al caso p = 2 per non appesantire la trattazione.
Per quanto riguarda le condizioni b) e c¢) del n. 2 sugli auto-
valori della matrice }a;;{ si pud osservare che la condizione b) (ipo-
tesi di Cordes), non & eliminabile. Essa & necessaria anche perché
Voperatore ellittico EF sia un isomorfismo 1-101 nH:— I* (cfr. [9]).
La condizione c) invece meriterebbe un’ulteriore indagine in quan-
to, mancando di opportuni controesempi, non & chiaro se essa 8ia
legata al metodo di dimostrazione o alla natura del problema.

1. Sia 2 un aperto limitato 1Ry, » =2, con frontiera 9Q di
classe C?. Supponiamo che £ sia convesso o, pilt in generale, che
la curvatura media di 0£2 abbia segno costante non positivo (retta
normale orientata verso l’esterno). Indichiamo con @ il cilindro
Q< (0,T), T>0, e con (x,¢) un punto generico di Rz < ;.

Indichiamo con H* (£2) [H(f (£2)] la chiusura dello spazio
0"(3_2)[075 (?.?)] rispetto alla norma

1/2
o=} 2 [ D*v |3,

|a| sk

Indichiamo con W02'1(Q) la classe delle funzioni u (x,t) definite in
@ tali che

(1L.1) weL’(0,T; Hy (Q)nH* (), ‘z—’t‘st(Q) e u(x, 0) = 0.

La condizione %%ELz(Q) equivale a dire che %E L2 (0, T3 L?(£2)
e per quanto riguarda la condizione u (x, 0) = 0 ricordiamo che una
funzione u € W' (Q) & quasi ovunque uguale ad una funzione con-
tinua di [0, T]— L*(Q) ([8]).

)1 :
In W} (@) assumiamo come norma la seguente

T
(1.2) ||u||(M)=g f dt f {2 (Ds Dy + M2( ou )2] dw}m
; 3 ij ot
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9 . Con la norma
ox,

(1.2), WOZ'I(Q) & uno spazio di Hilbert e, al variare di M nei reali
positivi, le norme (1.2) sono a due a due equivalenti.

dove M & una costante positiva fissata e D;=

LEMMA 1.I. Fissato M positivo e fissato f€ L?(Q), la soluzione
del problema di Cauchy-Dirichlet !)

ou
(1.3)
we We'' (Q)
verifica la maggiorazione
(1.4) Il llary << Il f llzae) -

DiM. Per ogni € W2 (Q) risulta )

(1.5) fAu-—Z—tu— dw dt < 0.

Inoltre per ogni v (x)€ Hy (2)n H Z(Q) si ha la maggiorazione (cfr.
[9)

f%‘(DiDjv)z de — (n — 1)f|gradv|2H(x) do=f(A v)? do
é " oR o

1) £ ben noto che questo problema ammette una sola soluzione \/ f€ L2 (Q).
?) B sofficiente supporre u regolare; allora

ou . ) _
fAu.dedl_—/Zi'Diu.gDiudxdt_
Q Q
=_1 LZ(Dquxdt— 1 Z[D,;u(x, T)Pde << 0
2 ) oty ? Y -
) Q
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dove H (r) & la curvatura media di 0£2 nel punto x € €. Per l'ipo-
tesi fatta su Q risultera

(1.6) f(D.- Dj;v)? dw g[(z]v)2 dx

Se u & la soluzione del problema (1.3), per quasi tutti i t€[0, T']
o € Hy (2)n H?(2) e quindi, tenuto conto di (1.5) e (1.6)

= f [uu + e (G )]d dt<
=/

2
==f(Au—M2—':) da dt — | f2 dw dt.
Q Q

(Au)2+M2(‘Z?>—2MAu doe dt =

TEOREMA 1.I. Sia a (x,t) una funzione misurabile e limitata in
Q, strettamente positiva

1.7) 0<A<a(xt)<B, (x, t) € Q.
Per ogni f € L?(Q) il problema di C.D.
ou
‘ du — a ¥ = f

(1.8)
lue W)

ammette una e una sola soluzione w e 8i ha la maggiorazione

B4+ 4
(1.9) Il i asmy < —57— 1/ lxr
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A4 B
DiM. Posto M= _2|_ consideriamo 1’applicazione ¢ : W¢ (Q)—
— W' (@)

d \™! é \™! v
p)=(4—a-2)" e+ (a—wZ ) (le— 1 5)
La tesi & equivalente a dimostrare che v — ¢ (v) ha uno e un solo

punto unito. Se in W' (Q) assumiamo come norma || % ||a allora
@ & una contrazione. Infatti, tenuto conto del lemma 1.1, si ha ¥/ v,
we W' ()

| @ (v) — @ (w) ”(M)='=

= o= ge) o= an 25 ) <o 5

L(Q)
B— A
=Bf4 ”M

0 (v —w)
ot

B lo—w|
g B4 A4 g .

Pertanto esiste una e una sola u€ Wo''(Q) tale che u=—q (u) e
& la soluzione del problema (1.8). Infine

B—4
Il flay = I @) llan < Il £ Nlzwe) + 57—~ 1 % llan

e quindi

A+ B
Il llan < —5 77— I/ llzxex

TeoREMA 1.II. Sia a(x,t)€ L>°(Q) e strettamente positiva
0<A<a(x,t)< B, (@, t) € Q.
Per ogni f€ L?(Q) il problema di C.D.

/ ou
o= =
(1.10)

(u € Wo' (Q)
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ammette una e una sola soluzione w e si ha la maggiorazione

A+ B
(1.11) | H(%} = 94 If ||L,(Q)-

2. Sia }a;; (x,?){ una matrice n XX n simmetrica di funzioni mi-
surabili e limitate in . Facciamo le seguenti ipotesi
a) Esiste un » > 0 tale che Ja;;4,=»|1[% ¥ 1€ R" e per
quasi tutti i punti (z, )€ Q. ?
b) Detti u;(x,t)(i=1,...,n) gli autovalori della matrice
Yai (z, )}, esiste una costante TR, 0 << 1R <1, tale che per quasi
tutti i punti (x,?)€ @ risulti

(S waf?

2.1 ‘ — R
@b 2 uf =n— Tk

c) Esistono due costanti positive A e B tali che

24
(2.2) 0<A£§m(~’v,t)£3, A——l—-B>1k'
Poniamo
(.z",u'i)2 ﬂ
P= =i ey

Le funzioni a, B,y € L*(Q) e sono strettamente positive.

LEvMMA 2.1. Se valgono le ipotesi a) b) ¢) allora

B — (n—1R? ]2 4B?

12
0+ R e =®

(2.3) sup
Q

Dim. Per Vipotesi b) risulta

n—TR< B <
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(70—1‘(’2

Posto F(f)=n —f§ 4 V} F () ¢ una fun-

](A+Bz’

zione convessa di f e quindi

sup VF (B) << max }/ F (n), | F (n — TK?)} = max 21" B 13
Q _ ’ (n —R?* (4 + B)’
Tenuto conto dell’ipotesi c)
21R? B
max "R AT B’ 1R§='|R

e la tesi & provata.
Indichiamo con Eu loperatore X a;(x,t) D, Dju.
i

TEOREMA 2.1. Se la matrice ja;(x,t)} verifica le condizioni a) b)
¢) allora Nt f€ L?(Q) il problema di C.D.

ou
E’u—a—f

(2.4)
weWs'(Q)

ammette una ed una sola soluzione e si ha la maggiorazione

A+ B X
94 — 1R(A+B » ”f”Il’(Q)

(2.8) v lan <

con M= (n — 1R? 21_BB .

DiM. Se u & soluzione del problema (2.4) allora

Au—" 71k ?: af + A—ocE)u-{—(ac—

n — R\ gu
ot

" s
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e quindi

w=(a="=F 0w+

— ‘M - — (n—1TR?

n—1R? §\? .
i ¢ un iso-

Sappiamo, per il teorema 1.I, che (A——
morfismo di L2(Q) su W' '(Q) pertanto ¢ applica w21 (Q) in w2(Q).

Dimostriamo che ¢ & una contrazione qualora si assuma come
norma in W2'!(Q) la seguente

A+ B
2AB

| %|lary eon M= (n—TR?)

A tal fine osserviamo che

n—1mR? n—1TR? _n—'R
B = 4 = A

0L
quindi, tenuto conto della maggiorazione (1.9), si ha \ v, w€ Wﬁ’l(Q)

e ® — @) |lar) <

= “ U —amyo—w)+ L=O=ED 2020
Y ot (Q
_=A+B g f [z(a,,-—aa., ) Ds D (v — w) +
B—n—"1R?, o@®—wl |12
+ B M e dtg =

| (oo P52
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1/2

(2 (D: Dj (v — w)? + M? (i(_”aj_@)) vt <
]

A_I_B %f Z (D; Dj (v — w))? -}—MZ(QL&——)Y] dwdt%llzg

A4+ B
= j sup VEB)-|| v — w g
In virtu del lemma 2.I e dell’ipotesi c¢) e

A+ B - +B
51 supVIf ) <R

quindi ¢ & una contrazione. Quindi esiste una e una sola € wrl(Q)
tale che u =@ (u). Cido equivale a dire che il problema (2.4) ha
M f€ L?(Q) una e una sola soluzione. Per la soluzione u si ottiene
la seguente maggiorazione

att + B o

[| w ”(M)=l|q’(“) H(M) | &f |22 @) +
da cui
A+ B
”u”(u ) =94 — m(A+B)||fa||L.(Q).

Da questa maggiorazione segue la (2.5) tenuto conto che 3)

1
a(z,t) << — in Q.
v

3) La oondizione a) assioura che g, (¢,t)=» (i=1,...,n) (%, 1) € . Quindi il

vettore u (x,t) = (4,,...,#,) non & interno alla sfera di centro (%,,-3—) [
raggio %V;n— Cid significa appunto che

2 p
1

="
pr 4
T

11
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3. Le condizioni b) e ¢) enunciate nel paragrafo precedente hanno
una immediata interpretazione geometrica: Poniamo yu=(u, , ... , #a)
e A=3u: u > 0,..,u, >0{ La condizioni b) equivale a imporre
che esista un cono rotondo G di vertice 0, di asse My == ===y
strettamente contenuto in A, tale che u€ @ per quasi tutti i punti
(x, t) € Q.

L’apertura di questo cono & funzione del parametro 1R, infatti

detto v il vettore unitario L_ y ooy —1_— 8i ha
In In

(] ) R?

Per TR =0 il cono € si riduce alla semiretta u, — u,—...—u, >0
e per lR=1 il cono @ & tangente agli iperpiani coordinati.
Per n — 2 la condizione b) & sempre verificata. Dalla condizione
di ellitticita
V|l|2£2;aijlilj£Mll|2, 2 € IR?
L

si oftiene facilmente questa valutazione per 1R

M—y v
0<< —_— << (1 — —|.
<kR< T __( M)

La condizione c) esprime il fatto che per quasi tutti i punti
(x, t) € @ il vettore u(x,t) appartiene ad una striscia limitata da due
iperpiani
Zpi=A e Zu=B8B

« abbastanza vicini », L’abbastanza vicino dipende del parametro 1R ;
da (2.2) si ricava infatti che

1—1R

(3.1) 0<B—A<2;—0 B.

Questa condizione & certamente verificata, qualunque siano A e B,
se TR =0. Questo & in accordo con il teorema 1.II.
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La condizione (3.1) & anche verificata nel caso in cui, al variare
di (x,¢) in @, il vettore u (x,t) appartiene sempre ad un certo iper-
piano 2 u;= cost. > 0.
]
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