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UN THEOREME SUR LE SYSTEME
NAVIER-STOKES LINEARISE

PAUL MUSTATA *)

Les solutions classiques du systéme Navier-Stokes linéarisé
ont été étudiées depuis longtemps [4],[5]. Il semble toutefois que
des analogues des théoremes d’unicité pour 1’équation de la chaleur
[2],[3], [8] n’ont pas ét6 encore mis en evidence (voir les ouvrages
de synthese [1], [6],[7]). Le but de cette note est d’indiquer un tel ana-
logue. En effet on démontre que si le couple (u,p), u= (U, Uy, .. Uy)
est une solution réguliére du systéme

ou; _ dop
Au] ot - ox;
(1)

telle que divu (v, 0) =0, 4u (x,0) = 0 et u satisfait a une condition
de limitation d’ordre exponentiel 2, alors

Au(a:,t)= 0.

On montre de méme la nécessité d’une telle condition de limi-
tation afin que cette propriété reste valide.

*) Indirizzo dell’A.: Istitut de Mathématique Académie de R. S. Roumanie,
Bucarest, Roumanie Str. M. Eminescu 47.



Un théoréme sur le systeme Navier-Stokes linéarisé 147

o
Soient Q7= R, < [0,T) et Qr= R, < (0,t). On considére le
systéme (1). On dit que le couple (u,p), u = (u, , Uy ... ;) forme
une solution régulidre de (1) dans Qp si u;(i=1,2,..n) sont des
fonctions réelles définies et continues sur £Qr,p est une fonction

o
réelle définie et continue dans 27, les dérivées, qui figurent
o
dans (1) existent, sont continues dans {2 et satisfont au systéme

(1) dans [0211.

Nous convenons de dire que w = (u, , u,, ... %), ou les fonctions
w;(i=1,2,..n) sont definies dans Q7 est de classe I, (a étant
un nombre positif) dans Q27 si & chaque nombre 7” € (0, T) correspond
un nombre K >0, tel que

(2) Hlu;(f, 7)| exp (— K | £|%) d& dr < oo (j=1,2, ... n).

Nous allons démontrer le théoréeme suivant :

THEOREME. Soit (u, p) une solution réguliére de (1) dans Qr telle
que u est de classe I, dans Qr. On snppose que les fonctions
u;j (@, 0) (j = 1, 2, ... n) sont continiiment différentiables de second ordre
et satisfont aux relations

i) A uj(x,0)=10 (j=1,2,...m)
.. 2 oUj.
ii 2 xz,0) = 0.

) 2 o (@, 0)

Alors pour chaque t€(0,T) on a
Auj(x,t) =10 (J=12,..n)

Pour chaque » > 0, nous désignerons per ¢, une fonction sur
R, indéfiniment différentiable égale & 1 sur {x||x| <}, égaled 0
sur {x||2| > r 4 1} et telle que

0%
3) o+ 21520+ 2 |t =0

ol C est une constante indépendante de r.
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Si nous désignerons

»oo9? 0 Ll 0
L=2X i =23 —
ety =2 o9& T o
on a
_ ” 0Q; 0
(4) vLw—wLv= J—l 22, e (v-w)
ol
ow av
=0 W —.
Q o%j 8%j

Soit (z,t)€ Q7. Posons dans (4)
wg)=uhvE )=, @—8§'@—§t—1)

o pour z€RK,,t>0 on a
_r | = |?
I'z,t)= (47t) 2 exp Ty

et nous intégrons la nuuvelle relation dans le domaine

d.={&r)||ze—¢|<r+ L0t —¢}

En faisant ¢— 0, on obtient, tenant compte de la définition de
@, du fait que I' est la solution fondamentale de 1’équation de la
chaleur et du fait que (u,p) satisfait le systéme (1), que

Uj (w’ t) = h; (w’ t) - g]?'(m, t) +f7 (w’ ?) (.7 =1, 2) 10 'n)
ol

t
o= [wEn D Ce—gt—9pe—ean
0 R

w,t)_ffrw—f,t—‘t)fpr(w—f) (5)7)d5d77

o= [Te—&00 @—oue, 0
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On a

g] w’t)__[faf, (F('”—' Et— ). (@ —E&)p(&v)dede =

t
é
=[[Ewe—tt—ane—npeoaan
. j
R
Si nous posons
7 @ ffnw—s,t—r)«pf(w—e)p(s, 3¢ dx
0 Ey
on a comme on sait de la théorie du potentiel de volume que
a r
7

9; (m,t)_ oa; z, 1) (1=1,2,..n).

On peut vérifier aisément en intégrant par perties que

ofr .
i(w,ﬂ =f'9“’ 0 (e—&l@—&t—ndi (=12 ..2)

ox; 85,-
Rﬂ
(5) Af] (@, 1) =0
et utilisant ii) que
P f’ = 0.
j=10%;

Notons que les fonctions h]’ sont indéfiniment différentiables
puisque L* I'(x — &,t — 1) = 0 et @, (x — &) = 1 sur {&| | — &| < 7).

On a
n . n (Nbr
0=23 —Z@wt)=3 ZL@t)—4¢ (1)
j=1 0%j j=1 0;
n 8hr
4 gr@,t)= 2 (“79 ?).
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11 résulle de (5) et de la relation précédente que

n 0* h}

(6) A wi (@, t) = AW (zy t) — (, ) (t=1,2,...n).

j—-l i zax;

Pour r > 1, on a, utilisant (3), I’évalution élémentaire

2 pr
Bh].

awi 8.%‘1

; n—l—lc
=c’//|u(§,r)|2‘ t—r) 2 exp(—M)dﬁdrg

4(t —1)
0 r<|r—=§|<r+1

o — ¢

c//
S'ﬁ‘f |”(5;’)|9XP(—W

tor< | 2—4§ |<r+l

) At dx (i, §,1=1,2, ... n).

ou ¢/, ¢’ sont des constantes.
Soient 1" €(0, T), K et M des nombres positifs tels que

[f|“}'(§,")lexl)(“‘K|5|2)d§dTSM<00 (G =1,2,..n)

(Pexistence de K et M est assurée puisque u est de classe I,).

Pour chaque t€(0,7"),t << 6 < — Sk , oOn a
0? h;.‘ ol <
dwom | =
cll
g sup exp(K|§|2 )/ﬁ u(,7)|exp(— K |£|?) d& dv <<
cIII
<—— exp (¢ | ® [%).

Faisant tendre maintenant » vers l’infini dans (6), on obtient pour

chaque t €(0, 7"),t < % que

A uj(x,t) = 0 (J=1,2,..n)
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En appliquant le méme procédé successivement pour les couches R, <

E k42
("ﬁ’ 16k

établir pour chaque t€ (0, 7”) la relation

) (k=1 ,2..), aprés un nombre fini de pas on peut

A uj(x,t) = 0.

REMARQUES 1. La condition de limitation n’est pas superflue.
En effet, on sait que pour chaque ¢ > 0 on peut construire une
fonction v sur R < [0, T') telle que

v=£0,v(2,0)=0, ve Iy, (R < (0, 1)),

0% v av
87—%—0 dans R < (0, 7).

Evidement v n’est pas de classe I, et
v
Pkl
Considérons les fonctions u;: (i =1, 2,...n) sur R, < [0, T)
Ui (%, ) = U (Tigq , T) (i=1,2,..n—1)
Uy (2, t) = 0 (%, , T).

On voit tout de suite que le couple (u,p) o u = (u, , Uy, ... %,) €b
p = 0 satisfait au systéme (1), les conditions i), ii) et que u est de
classe Iy, dans Q7 mais duE0(k =1, 2,..10).

2. S0it (U, p), U == (U, UgyeeeyUn) OU U, (@, 1) =1, %; (®,8)=0(j =1, 2...0)
et p(»,t) = —,. On a que (u, p) est une solution de (1), u;(x, 0) = 0
(j=1,2,..m) et que u est de clase I, dans £r. Cet exemple
montre que les conditions wu (x,0)=0 et u est de classe I, dans
Qr ne sont pas soffisantes pour assurer unicité d’une solution de
(1) dans Q.



152 Paul Mustata

BIBLIOGRAPHIQUE

[1] LADYZENSKAYA (O. A.): Problémes mathematiques de la dynamique des fluides
visqueux incompressible. Moscou, 1961.

[2] LapYzENSKAYA (O. A.): Sur Punicité de solutions du probléme de Cauchy pour
Véquation linéaire parabolique. Math Sbornik, 1950, 27, p. 175-184.

[3] NicoLescu (MIRON): Sur Véquation de la chaleur. Commentarii Helv. 1937,
10 p. 3-17.

[4] OpqvisT (F. K. G.): Uber die Randwerten aufgaben der Hydrodynamik zdher
Fluissigkeiten. Math. Zeitschr, 1930, 32, p. 329-385.

[5] OsENN (C. W): Neucre Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik. Leipzig,
1927,

[6] Propr (G): Résultats récents et problémcs anciens dans la théorie des équations
de Navier Stokes. Les équalions aux dérivées partielles (Coll. Intern.
C. N. R. 8., No. 117 Paris 1963), p. 181-196.

[7] SERRIN (J): The initial value problem fer the Navier-Stokes eq., Non linear pro-
blems (Proc. Symp. Univ. Wisconsin 1962, p. 69-98,

[8] TinoNOV (A. N.): Théoremes d’unicilé pour Véquation de la chaleur, Math. Sbor-
nik 1935 42, p. 199-216.

Manoscritto pervenuto in redazione il 5-2-68



