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UNA DISUGUAGLIANZA SULLE SEZIONI
DI INSIEMI H*-RETTIFICABILI

GIUSEPPE DE MAROO *)

Se C & una curva piana continua semplice rettificabile, e
vy (¢ O) [vy (¢, C)] denota il numero, eventualmente infinito, dei punti
(@), @y) € C tali che «, = ¢ [x, = {], Banach (vedere [B]) dimostra che
v, (¢, C) e v, (t, 0) sono integrabili e che risulta

o0 :I_OO
fvi (¢, C')dt;jv2 (t, C) dtig 1(0).

—00 —00

max

dove 1(C) & la lunghezza della curva; e risulta anche subito che

+o0 oo
1(C) g[vi (¢, 0)dt + /vz (¢, O)dt.

In questo lavoro estendiamo queste disuguaglianze a classi di insiemi
pilt generali, negli spazi euclidei R».

1. Saranno seguite, in linea di massima, le notazioni di Federer,
[F 3]. Siano n, k, s interi, 1 <<s<<k<_n; sia H* la misura k-dimen-

*) Indirizzo dell’Antore: Istituto di Matematica Applicata, Uuiversitd di
Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei raggruppamenti di ricerca del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N. R.
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sionale di Hausdorff in E"; per ogni numero naturale m, indichiamo
con I, Dinsieme }1,...,m{ e se 1 << s <_m, indichiamo con A (s, m)
l’insieme delle applicazioni strettamente crescenti di I, in I,,; se
A€ A (s,n) sia R* lo spazio generato dai vettori ey :i€ I, dove
(€45 ...y €n) & la base canonica di R"; p, sia la proiezione ortogonale
di R* su R%

Un insieme F c R" si dice H *-reétificabile se esiste una funzione
lipschitziana f': R*¥ — R tale che H*(E — f(R") =0,

Se E ¢ H*-misurabile, e di misura H¥ ¢-finita, la fanzione v; (¢, E)
definita su R* dalla formula v, (¢, B) = H*=*(E np;' {t}) & H*misu-
rabile (vedere [F 3], Theorem 3.1, part 2).

Dimostreremo che :

Se E & H¥misurabile e HF*-rettificabile risulta :

(1) fv;_ (t, Bydt << H* (E) per ogni 1€ A(s,n)
RA
k
@) (“)Hk(E)g > |uw Bat.
8 Ae Ais,n) 8
R

Per la (1), efr. [F 2], 3. Questo autore considera il caso di E insieme
arbitrario, ma a secondo membro compare allora un coefficiente mag-
giore di 1.
Ci serviremo del seguente risultato di Federer, [IF3], Theorem 3.1:
Siano X, Y varieta di classe C!; sia dimX =k >s=dim ¥
se f: X— Y ¢ lipschitziana, per ogni insieme HP* misurabile A ¢ X
8t ha:

fJf(w) At = [H- a0 ay
by

dove Jf (x) ¢ la norma della trasformazione lineare indotta da Df (x)
tra Ns E e N\;F, essendo E ed F gli spazi direttori delle varieta
lineari tangenti a X e Y nei punti x e f(x), rispettivamente.

La funzione Jf (x) & definita in tutti i punti in cui Df (x) esi-
ste, e cioé H*-quasi ovunque in X, per teoremi noti sulle funzioni
lipsehitziane.
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Prendendo in F e in F basi ortonormali, Jf () & la radice qua-
drata della somma dei quadrati dei determinanti dei minori di ordine s

della matrice di Df (x) rispetto a queste basi.
Sia A€ A (s, n); applichiamo questo teorema al caso di X < R%,
Y=R) f=p,|X=¢;; si ha, in base alla definizione di v, (¢, 4)

fvl (¢, 4) dt=fv,1 (,, AYdH*t = |J, (x)dHE x,
R R 4
Dimostriamo che per ogni x € X valgono le relazioni :

(3) Jo(2) < 1

a s Ipw=(1).

Ae A(s, n)

Sia T lo spazio direttore della varietd lineare x + T tangente ad X
nel punto x, sia (u, ,...,u;) una base ortonormale per 7, completata

da (#g41,...,%,) a base ortonormale di R».
Sia
w= 3 eaf l<<j<n
1<i<n

la matrice 4 = (2}),; ;<, © ortogonale e la matrice di Dy, (x) =p;| T

j

rispetto alle basi (u,...,ur) per T e (eny), ..., €xs) per R* &
(a).(]ﬁ)JSiSs,lsjsk'

Se u€ A(s,n), si ponga Af =(a’f((,-f))ls,-,j53; allora

(5) (o @] = 3 (det A{P<< 3 (det ALY
ned(s k) pued(sn)

Ora, per il teorema di Binet:

S (det AY) = det (4;°4,)

ued(s,n)
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essendo A; =(oc,{:¢)),5i58,15j5n y ‘Al la trasposta di A4,; per Vorto-
gonalita di A4, A,*'A; & la matrice unita di ordine s, quindi I’ultimo
termine in (5) & uguale a 1.

La (3) & dimostrata; si ha allora [J ¢ (2)2 << J ¢ () e da cid

S Jo@e= 2 [Jey@P= = S (det AfR =
Aed(s,n) Aed(s,n) AeAd(s,n) med(s k)

= 3 S (det A} = 3 det(‘A“A")::(k )

wed(s k) Led(s,n) wed (s, k) s

sfruttando nuovamente il teorema di Binet, I’ortogonalita della ma-
trice A, avendo posto Ar = (at()) _. <mi<j<; © Osservando che

A (s, k) ha (’;) elementi.

Quindi (1) e (2) seguono subito da (3) e (4), nel caso che lin-
sieme H*.misurabile F sia contenuto in una varietd di classe C1.

Se E & HF*-rettificabile, esiste una successione (X;);¢x (N insie-
me dei naturali) di varietda di classe ¢! e un insieme M di misura
H%.nulla tali che:

Ec U X;uM.
1eN
Posto :
A;i=En(Xi— U Xj); B=EnM
1=5<1i
8i ha:
E=UA,uB
ieN

dove gli A4; sono a due a due disgiunti, sono contenuti in una va-
rietd CO! sono H*-misurabili se tale & E, e H*(B)=0.

Ciascuno degli A; verifica quindi (1) e (2), e sommando rispetto
a 1€ N le disuguaglianze cosi ottenute, e ricordando che, in base a
[F 2], n. 3 si ha:

f v; (t, B) dt = 0 per ogni A€ A(s,n)

R*

si giunge al risultato voluto.
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2. Si osservi che se E & contenuto in una varieta lineare k-di-
mensionale parallela a un sottospazio coordinato k-dimensionale R*,
# € A (k,n) allora nella (1) vale il segno di uguaglianza per tutti
e soli i A€ A(s,n) tali che 1 (J;) @ » (I;); infatti in tal caso
J (pi| R*) () =1 per ogni x € R* e il teorema precedentemente enun-
ciato si riduce al teorema di Fubini; per tutti i 1€ 4 (s, n) per cui
A(Iy) & = (I;) il primo membro di (1) vale zero; quindi anche nella
(2) vale il segno di uguaglianza.

Se si esce dalla classe degli insiemi H¥*-rettificabili la (2) in
generale non & piu valida.

Si ponga per ogni A c R*,x € R*:

H*(ANnYyeR: |y —a| <7}
o (k) r*

Ok (H*, A, x) = max lim
r—ot

dove « (k) & la misura di Lebesgue in R* dell’insieme }z:z¢€ R*,
2] <1t

Sia poi G, il gruppo delle isometrie lineari di R, &, la mi-
sura di Haar su @, tale che @,(G,) = 1.

Si dimostra in [F 1], 9.6, che ogni A c R che sia H*-misura-
bile e tale che H*(A) < oo, si decompone nella riunione di tre in-
siemi misurabili e disgiunti, A4,,A4,, 4;, dei quali A, & H*.retti-
ficabile, A; & tale che per ogni x€ Az si ha 0k (H*, A, 1) = 0 op-
pure 6% (H*, A, ) = co, mentre A, non contiene sottoinsiemi H*-
rettificabili di misura positiva, ed & tale che

H* (py o u(d,) =0 per ®,-quasi ogni u € G,
pr indicando la proiezione ortogonale di K™ sul sottospazio gene-
rato da Je, , ..., .
Esistera quindi una isometria w € @, tale che

H* (p; o w(4,)) = 0 per ogni A€ A (k,n)

percid, nei casi in cui H*(4,) > 0,k = s, la (2) non & valida per
Pinsieme A4, .
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