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SOLUZIONI PERIODICHE DI EQUAZIONI
A DERIVATE PARZIALI DI TIPO
IPERBOLICO NON LINEARI

LuociaNo de SiMON E GIOVANNI TORELLI *)

Introduzione.

Detta § la striscia del piano {(#,?): 0 <@ << 7, — 0o < t < 4 o0}
ed assegnata una funzione f(x, ¢, u), periodica rispetto a ¢ con pe
riodo 27, si consideri in § il problema:

(0.1) Uy — g + &f @ {w) =0 (0.1%)
(0,8 =u(m,t)=20 (0.1").

Si cercano le soluzioni » (z, f) 1), periodiche di periodo 2x rispetto
a t. Qui ¢ ¢ un parametro reale variabile in un intorno dello zero.
E da notare che per ¢ = 0 il problema ammette infinite soluzioni.
Se esiste un intorno U dello zero tale che per ogni ¢ appartenente
ad U il problema (0,1) ha soluzione, diremo, per abbreviare il di-
seorso, che il problema ha soluzione per ¢ « piccolo ».

Intorno a questo argomento & stato di recente pubblicato da
P. H. Rabinowitz un lavoro assai elaborato e fine?), nel quale si

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del raggruppamento di riceroca
n% 24 del Comitato Nazionale per la Matematica del (C.N.R. Al primo dei due
autori sono dovuti prevalentemente i risultati dei §§ 2 e 4, nonche il lemma 3.1;
al secondo, i risultati del § 1 e il teorema III del § 3.

Indirizzo degli A.A.: Istituto di Matematica dell’Universitd di Trieste.

1) Soluzioni in senso « generalizzato », come verra precisato.

2) P. H. RABINOWITZ : Periodic 8olutions of mon linear hyperbolic partial diffe-
rential equations. Communications on pure and applied mathematios (Vol. XX, nf 1
— feb. 1967, 145-805).
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dimostra D’esistenza di una soluzione del problema (0.1) per & «pic-
colo », nell’ipotesi che f sia sufficientemente regolare e che sia
fu=h> 0, (b costante).

Nel presente lavoro riprendiamo la ricerca di Rabinowitz, in-
quadrandola in uno schema pill generale.

Dimostriamo, nel § 1, un teorema astratto (teorema I) in spazi
di Banach. Nei §§ 2 e 3, assumendo in vari modi lo spazio in cui
& ambientato il problema (0.1), otteniamo, come applicazione del
teorema I, vari teoremi di esistenza ed unicitd. 11 procedimento
seguito si presenta pitt semplice di quello di Rabinowitz e permette
una certa attenuazione delle ipotesi; cio appare soprattutto evidente
nel § 3, dove si consegue l’esistenza di una soluzione generalizzata
continua, supponendo soltanto /' continua e dotata di derivata con-
tinua rispetto ad w.

Infine, nel § 4, sempre per mezzo del teorema astratto, otteniamo
un’estensione del risultato al caso di due variabili spaziali appartenenti
ad un rettangolo, i cui lati soddisfano ad opportune condizioni.

Gli A.A. manifestano la loro gratitudine al Prof. G. Prodi per
i consigli e I’incoraggiamento ricevuti.

1. Un teorema di esistenza e unieitd di tipo astratto.

Esponiamo alcune notazioni e convenzioni, quindi passiamo a
formulare il nostro problema in forma astratta.

Sia A uno spazio di Banach (reale o complesso), somma diretta
di due varietd chiuse B e O: A =B @ (. Siano p, e p, i due
proiettori su B e C rispettivamente.

Sia C’c C algebricamente e topologicamente.

Si consideri lo spazio A’ = B @ (¢’ (con la topologia prodotto)
e sia o : A’ — A un’applicazione lineare continua, tale che « (B)=0,
« (C’) = O, o induca inoltre un isomorfismo di ¢’ in C e la restri-
zione di « a ¢/ ammetta come inverso y, operatore lineare continuo
di ¢ in C’.

Sia 8 un operatore continuo (generalmente non lineare), definito
su A, lipschitziano su ogni insieme limitato di A.

Si consideri ’equazione :

(1.1) (¢ + ef)(u)y=10 con ¢ parametro reale
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nell’incognita « appartenente ad A. Tale equazione, mediante proie-
zione su B e C rispettivamente, da luogo al sistema equivalente:

PB4 w)=0 (1.2%)
a(w) + epy f(v4w)=0 (1.27)

(1.2)

con v =p, u, W=p,u.

TeEoREMA 1. Con le notazioni ed ipotesi ora introdotte, si sup-
ponga, in pil, che la (1.2) ammetta, per ogni w appartenente a C,
un’unica soluzione » = ¥ («) e che questa dipenda in modo lipschi-
tziano da w, al variare di w su ogni insieme limitato; allora per
ogni sfera 3, di C con centro mnell’origine e raggio r > 0, la (1.2)
ammette una ed una sola soluzione in B < 2,, per & non nullo e
« piecolo » (in dipendenza da 7). '

DIMOSTRAZIONE : Applicando l’operatore y alla (1.2’/), otteniamo
Pequazione :

w=—eyp, v+ w)=— ey p, f (& (w) + w)
che & del tipo:
(1.3) w = &T (w) essendo T Doperatore w —> — yp, B (¥ (w) -4 w).

Osservando che un’applicazione lipschitziana su ogni insieme
limitato, porta insiemi limitati in insiemi limitati ed osservando che
la composizione di due applicazioni lipschitziane su insiemi limitati
& ancora un’applicazione lipschitziana su insiemi limitati, si ha subito
che la T gode di tale proprieta. Allora presa in C la sfera 3, essa
verra trasformata in un sottoinsieme di una sfera di raggio o (r)?) e,
inoltre, T avra in %, una costante di Lipschitz L,. Dunque, basta
prendere ¢ << r/o (v), ¢ < 1/L,, perche ¢1 sia una contrazione in =, .
Cio basta per poter concludere che la (1.3) ammette un’unica solu-
zione w. Pertanto lequazione (1.1) ammette w - & (w) come unica
soluzione in B X X,.

3) o (r) ® un’opportuna funzione positiva crescente.
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OSSERVAZIONE. Se, nel nostro enunciato, supponiamo 8 lipschi-
tziana in tutto A e ¢ lipschitziana in tutto C, allora 1’operatore
T & lipschitziano su tutto C. In questo caso, per |&| >0 e
« piccolo », risulta garantita 1’unicitd della soluzione in tutto A.

2. Soluzioni periodiche generalizzate a quadrato sommabile.

Nel presente paragrafo e nel seguente daremo alcune applica-
zioni del teorema I allo studio dell’esistenza di soluzioni periodiche
del problema (0.1).

Tutte le soluzioni che considereremo saranno di un tipo genera-
lizzato che ora preciseremo. Prima pero, occorre introdurre alcune
notazioni.

Precisamente, indicheremo con :

R la retta reale

I il rettangolo [0, n] < [0, 27]

S la striscia [0, 7] <X R

A lo spazio di Hilbert delle funzioni wu (x,t), reali, definite in
8, 2n-periodiche in ¢, di quadrato sommabile su I, con la

1/2
ff u? (x, t) do dt
1

C*(8) 1o spazio delle funzioni definite in 8, continue con le loro
derivate fino all’ordine k e periodiche, rispetto a ¢, con pe-
riodo 27, con la norma usuale. Scriveremo C(8) per C°(S).

norma usuale: |u|=

DEFINIZIONE. Diremo soluzione periodica generalizzata del pro-
blema

Up — Uy =] JU=01¢g geEA
(2.1) g

w(0,8) =u(n,t)=0,

una funzione u € A, tale che si abbia per ogni @€ (C?(8) e nulla
sulla frontiera di S:

(2.2) ffIg-qod.vdt:fqucpdxdt.
1
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Notiamo che la relazione integrale (2.2) include la condizione
di annullamento sulla frontiera di S (condizione che, pertanto,
viene ad essere anch’essa intesa in senso generalizzato). Non &
difficile verificare che una funzione wu € (?(S) che soddisfi alla (2.2)
& nulla per x = 0 ed x = n; occorre tener presente che le derivate
rispetto ad x delle funzioni-test ¢ possono assumere sulla frontiera
di 8 valori arbitrari (purche, ovviamente, di classe C! e 2n-periodici).

B importante la caratterizzazione delle soluzioni generalizzate
fornita dal seguente lemma ; per comodita di calcolo, nella sua enun-
ciazione e dimostrazione supporremo che A sia lo spazio delle
funzioni a wvalori complessi periodiche di periodo 27 e a quadrato
sommabile in I. La conservazione delle notazioni precedenti non
porta alcun inconveniente.

LemMMA (2.3). Le soluzioni generalizzate del problema (2.1) sono
tutte e sole le funzioni u € A che, rappresentate in serie di Fourier
rispetto al sistema ortogonale {sen ma e} (m=1,2,...; n=0,+1,
=+ 2,...) verificano formalmente la relazione [ Ju = ¢. (Diremo queste
ultime soluzioni formali).

DIMOSTRAZIONE. Per mostrare che le soluzioni generalizzate
sono soluzioni formali basta introdurre mnella (2.2) le funzioni
@ =gsenmxem (m=1,2,...; n=20,=41,42 ..); posto ¢ (=t =

= 23 G SN mx 6™, u (X, ) = I Uy, sSen mx e, gi ottengono subito
m,n m, n
le relazioni (m2? — 12) Umn = G

Per mostrare che una soluzione formale & una soluzione gene-
ralizzata, basta sostituire una soluzione formale « nella (2.1) e
svolgere semplici calcoli.

Proseguiamo ora con lintroduzione di altre notazioni :

B la varieta di A costituita dalle soluzioni generalizzate
del problema (2.1) econ ¢g=0. La (2.2) mostra che B
¢ chiusa.

C = B' varietd ortogonale a B; mediante il lemma (2.3) si
riconosce subito che il problema (2.1) ha soluzione
(generalizzata) se e solo se g€ C. Tale soluzione & unica
se la si prende in C, essendo appunto C ortogonale
alla varieta B delle soluzioni proprie.
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¢’ il sottospazio di C costituito dalle soluzioni del pro-
blema (2.1) (naturalmente con g€ C). Introdurremo in
¢’ la norma:

%,:[fllljuﬁd.vdt

dove Doperatore [ | & sempre da intendersi nel senso
generalizzato detto sopra. Si riconosce facilmente che
¢’ & completo.
A’ lo spazio somma diretta di B e C’, dotato della topo-
logia del prodotto.
P, e p, i proiettori ortogonali di A su B e C rispettivamente.
Aggiungiamo ora alcune osservazioni, che saranno particolar-
mente utili nel prossimo paragrafo. Il lemma (2.3) permette di ca-
ratterizzare le varietd B e C mediante i coefficienti di Fourier,
rispetto al sistema {sen mx e™}. Si riconosce facilmente che B & la
varieta degli elementi di A che hanno nulli tutti i coefficienti di
Fourier per m == n, mentre C & la varietda degli elementi di A che
hanno nulli i coefficienti di Fourier per m = n.
Si ottiene anche, con semplici calcoli, questa ulteriore caratteriz-
zazione :
gli elementi di B sono tutte e sole le funzioni u rappresentabili
nella forma:

||

(2.4) w@,t) =@+ 2)— @t —wx

essendo ¢ funzione periodica con periodo 27, a quadrato sommabile
in [0, 27].

Vediamo ora con quale grado di arbitrarietd per ¢ vale la
rappresentazione (2.4): e evidente che ¢ puo essere modificata con
una costante additiva, senza che venga meno la relazione (2.4).
Possiamo allora imporre a ¢ di avere valor medio nullo. Dimostre-
remo che, con questa condizione, ¢ risulta univocamente determi-
nata da wu.

Indichiamo con P lo spazio delle funzioni reali, definite in R,
2n-periodiche, a valor medio nullo, e a quadrato sommabile in [0, x],

25
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munito della norma:

27

I =[‘P2 (2) dt.

0

Consideriamo ora ’applicazione lineare K : A — P cosl definita:
1 T
(2.5) u (2, t)ﬁ%/[u(x,s—-w)-— u(x, s + )] de = @ (s).
0

Si verifica subito, che se  appartiene a B ed & espresso mediante
la (2.4), allora K (u) = ¢. Quindi ¢ & unicamente determinata da w€B.

Dunque K subordina tra B e P un isomorfismo K (che & iso-
metrico a meno di un fattore di proporzionalita); K-1 & Dapplica-
zione definita dal secondo membro della (2.4).

Di conseguenza, K—1 K da la proiezione (ortogonale) di A su B:

(2.6) p, =K1K

Cid posto, siamo in grado di enunciare il teorema :

TeoREMA II. Se la funzione f, che compare nel problema (0.1)
verifica le seguenti ipotesi :
() f(x,t,u) & misurabile, rispetto alle variabili x e ¢, per
ogni valore di  ed f(«,¢, 0) & funzione a quadrato sommabile su I.
(ii) il rapporto incrementale di f rispetto ad « si mantiene
compreso fra due costanti positive H e h, indipendenti da x,¢, u:
Sy t,u’’) — flx,t,u’) —H

0 h<< I a—

allora il problema (0.1) ammette, per ¢ non nullo e « piccolo », una
unica soluzione generalizzata u (x,t)€ 4.

DIMOSTRAZIONE. Anzitutto si riconosce che, nelle ipotesi am-
messe, per ogni u (x,?)€ A anche la funzione composta f(x,t, u (x, ?))
¢ in 4%

4) 8i pud, ad esempio, approssimare u in 4 mediante funzioni misurabili
assumenti solo un numero finito di valori.
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Da quanto abbiamo premesso, risulta che o =[] ¢ un isomor-
fismo (algebrico e topologico) di ¢/ su C. Poniamo:

y=o"1 e ancora: f(u)(x,t)=f (2, ¢, u(x,?) u(x, t) € A.

Chiaramente f & un operatore continuo e lipschitziano di A in se.

Gli spazi A, B, C, ¢/, le applicazioni p,, p, e gli operatori «,
B, y possono avere i significati indicati dal teorema I; resta pertanto
da verificare che & soddisfatta Dipotesi principale di quel teorema,
cioe che ’equazione in v:

P B+ w)=0

ammette, per ogni w € 0, un’unica soluzione v = J (w), dipendente
in modo lipschitziano da w.

Introduciamo ’operatore 8, : 4 — Sy, u = p, B (u + ) u € B.
Tenendo conto che p, & autoaggiunto e sfruttando Iipotesi (ii), si
trova :

(Spu”” — Syu, v’ —u)= (W’ +w —pu + w), v’ —u)=

=ff (S @ty 0 (2, 8) 4w (1, 1)) — f (@) &, 0" (@, 8) + w (@, 1))} -
I

[w (@ ) — w’ (@, 8)] dae df =

2]] hoe[w’ (2 t) —w (@, )Pdedt =h| w’ —u' |
I

Allora, per un noto teorema di G. Minty sugli operatori mono-

toni in spazi di Hilbert %), S, ammette inverso S,'. Cid prova che
Pequazione :

PB4 w)=0

ammette per ogni w€ 0, una ed una sola soluzione v = ¢ (w) ap-
partenente allo spazio B.

5 G. J. MINTY : Monotone (non linear) operators in Hilbert Space. Duke Math,
J., 29, 341-346 (1962).
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Facciamo ora vedere che v dipende in modo lipschitziano da
w, Considerati due punti distinti w’, w’” € C e posto v/ = & (w’),
v//= 3 (w’’), risulta :

P B w’)=p, B0 +w)=0

e quindi:
0= (p, O +w’)—p, 0+ w) v/ —v)=
= (B + w”’) — B 4 w”), v — ')+
+ (B 4 w”’)— B 4w, vV — )

e per la (ii):
h ” v — v I|2 < , (/3 (’U” _|__ w”) _ ﬂ (’U' _|_ ,w//)’ v — ,v/) l —_
=B +w")—p" + ), v — )| <

< H o —o'|| |0 — |
da cui:

o — o = 2 — wr .

Abbiamo cosi verificato che sono soddisfatte le ipotesi che
permettono di applicare al problema considerato il teorema I: la
dimostrazione del teorema II risulta cosi completa.

3. Soluzioni periodiche continue.

Nel presente paragrafo si esamina la questione relativa all’esi-
stenza di soluzioni continue del problema (0.1), quando si assuma
continuo il «dato» f(x,¢ u). B naturale trattare questo caso sosti-
tuendo gli spazi introdotti nel paragrafo precedente con analoghi
spazi costituiti da funzioni continue. Tali spazi e le relative nota-
zioni, scelte in modo da rendere pilt evidente I’analogia, sono:
A= C(8) lo spazio delle funzioni w (z, ) reali definite in S, perio-

diche in ¢ con periodo 2z e continue; & un sottospazio dello
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spazio A, considerato nel § 2. In 4 introdurremo l’ordinaria
norma lagrangiana, che indicheremo con | |.

B=Bne®)

0= 0ne(s)
Dalle (2.6), (2.4), (2.5) risulta che p, & un operatore continuo
in A; perecio J (Ad) € B n C(8)= B; d’altra parte, essendo
Bc B, p, & lidentita su B. Analogamente, P, € un proiettore
continuo di A su 0.

Notiamo che gli elementi uEﬁ, che sono soluzioni generalizzate
del problema (2.1), si annullano in senso ordinario sulla frontiera

di S. Infatti, se weB C B, vale la rappresentazione (2.4) dove, es-
sendo u continua, ¢ risulta continua in base alla (2.5).
Proseguendo, poniamo

0~’=7(5). In altre parole, 0’ ¢ il sottospazio di ¢’ formato da
tutte le soluzioni in senso generalizzato del problema (2.1)

con secondo membro in C¢. Introdurremo in ¢’ la norma

| Iﬁ' =|[Ju]. Come & facile verificare, con questa norma ¢’
e completo.
I1 seguente lemma stabilisce importanti proprieta dello spazio 0

LEMMA (3.1). Ogni u¢€ 0’ & continua e si annulla sulla frontiera

di 8. Lo spazio ¢’ & incluso in C con norma pil fine.

DimosTRAZIONE. 11 fatto che w sia soluzione del problema (2.1),
con secondo membro g€ 5, si traduce, in base al lemma (2.3), nel
fatto che « & una soluzione formale del problema [ ]u = g, ottenuta
mediante rappresentazione in serie rispetto al sistema ortogonale
{sen mwx ¢t} (m =1,2,3,..., n=20,+1, = 2,...). Conviene ora uti-
lizzare il sistema ortogonale {e®me+nt}, (m,n =0, + 1, & 2,...). Si
ha allora, posto

g@,t) =3I gy €m0, dove & gL =— gmn

mI=£n?
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ed ¢ 2 lg;nn|2<00:

mrZEn?

Jinn

eium:—}-nt) .
i M2 — W

u(x, t) =

Da questa espressione risulta
(3.2) 472 u=H =g

dove il segno  indica il prodotto di convoluzione mnel toro T? =
= (R/mod 27)> ed H & la funzione

eilma-+nt)
H@t)= 3 5 — .
m2zn2 M°— N

1
uesta funzione & a quadrato sommabile, essendo —ss oo
Q 4 ! 1 mainz (mz—n2)2<+
ed & quindi sommabile. Poiche g & continua, da ben note proprietd

del prodotto di convoluzione, si pud dedurre che w & continua.
Si ha poi:

1
(3.3) lul< oz | H I 191

Consideriamo infatti la funzione

elmzt+nt)
H, (2, t) = 2 Y
miznr M7 — N
min2=<r?
e poniamo
gl
Uy (X, 1) = > MR gitmatnt)
mignr  MP — N
mi4+n2<r?

Si ha, evidentemente, 4n®wu, = H,*g, da cui utilizzando le (3.2) e
la (3.3):

1
|u—-1tr SW”H"H?“Ll'gI‘
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Dal momento che & lim H, = H in L?, e quindi anche in L, la

r — Cco
convergenza uniforme di #, ad w risulta provata. Di qui, la conti-
nuitd di ». B evidente poi che w si annulla per £ =0 ed z = 7.
La (3.3) prova che ¢’ & incluso in ¢ con topologia piu fine.
Per quanto riguarda f(x, ¢, w) supporremo che :
(j) f sia definita in S < R, sia ivi continua e 2x-periodica in ¢.
(jj) f ammetta derivata parziale rispetto ad u continua e sia
Ju=h> 0 in ogni punto.

Possiamo ora enunciare il risultato principale di questo paragrafo :

TEOREMA III. Valendo per f le ipotesi (j), (ji), per ogni e==0
« piceolo », il problema (0.1) ammette almeno una soluzione genera-
lizzata periodica di periodo 2z. Tale soluzione & unica, sempre per
¢ abbastanza piccolo, negli insiemi del tipo: B < X, (essendo 2,

una sfera dello spazio 6’; con centro nell’origine e raggio » > 0).

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con « l’operatore [ | ristretto a v,
con 3 Poperatore f (cfr. § 2) ristretto ad A, ciod Poperatore fﬁv tale che
B () (@, t) = f (x, ¢, u (x, £). Si verifica subito che gli spazi 4, B, C,
con i proiettori p, e p,, e gli operatori oT, '/f\f soddisfano alle condi-
zioni preliminari volute dal teorema I. Notiamo che, in virti della
esistenza della derivata f,, e della sua continuita, '/\f & lipschitziano su
ogni insieme limitato di A.

Resta dunque da verificare soltanto che 1’equazione

(3.4) 2B+ w)=0

ammette, per ogni w € 5, una ed una sola soluzione v = 4 (w)€ B

e che 9 & un’applicazione lipschitziana in ogni insieme limitato di C.

Indichiamo con P lo spazio delle funzioni di una wvariabile,
continue, a valor medio nullo e periodiche di periodo 2z, con la
norma consueta. Dalle (2.4), (2.5) risulta che K subordina un iso-

morfismo K (algebrico e topologico) tra BeP. Allora, posto ¢ = I—Ev,
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la (3.4) si scrive:
~ =1
P pE o+ w=0

e, tenuto conto della (2.6):

(3.5) KEE'g+w=0.
Ora, posto
(3.6) Sz t,v + w (x,8)] = F (2, ¢,0),

la (3.5) si pud scrivere:

1 F2d
o [VF @ s — o 90— — 2) —
0

(3.7)

— F(z,s + 2,9 (s 4 2a) — @ (s)){ doe = 0

nell’incognita ¢ € P. Siamo dunque passati ad un’equazione integrale
in cui lincognita & una funzione di una sola variabile. Si tratta
di un'’equazione della forma 1'(p) = 0, dove T & un’applicazione con-
tinua di P in sé. Proveremo che tale equazione & risolubile mo-
strando che la 7T & biiettiva. A tal fine sara sufficiente provare,
essendo P connesso, che 1‘(?’) ¢ al tempo stesso aperto e chiuso.

Fissati ad arbitrio ¢', ¢”, poniamo

’

Q,=T((p,), Q”=T((P”); (p_:(pll_(p.

Applicando il teorema del valor medio si ha
, 1
¢ ) — ¢ ()= 5 [ Fuloys — 2,80 9) [p 5) — (6 — 20)] o+
0

1 7T
5 [ Fuleis 2, @ o @) — 96 + 20 a0
0

con ovvio significato di & (x,8) e di % (x, 8).
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Si presenta dunque una relazione del tipo :

T

2 [o” (8) — o’ (8)] =<p(s>fx<w, 9 dw~jz (@ 5) ¢ (s — 2a) dw +
0

0

T 7T

+ 9) [z, 8) de — [y (@,5) @ (s + 2a) da,
0

0

Poiché¢ @ & a valor medio nullo su [0, 27] nulla cambia se aggiun-
giamo o togliamo, nel secondo e quarto integrale, delle costanti
arbitrarie alle funzioni y e @. In particolare, possiamo togliere da
entrambe le funzioni la quantita h che figura nell’ipotesi (jj). Detti
poi

M = max ¢ (s), M’ = min ¢ (s)

0=8s=<2n I=s=<2n
e tenendo conto che y — k,yp — b =0, si ha, per ogni s:

3

qo(s)jx(w,smx—M"f[x(ao,s)~h1dx+qn<s>]w(w, 9 do —

0 0 0

— M"ﬁw (@, 5) — h] dw < 272 ["(5) — ¢'(8)] =
0

< 27 max |o”’(s) — ¢’(s) | = 2a ] "' — o’|.
1=s<2m

Ora se poniamo s =—s, con s tale che ¢ (s)= M’’, risulta, dopo
ovvie semplificazioni :

Jl[l,hSlQ” ____QII.
Procedendo in modo analogo per il minimo si trova

Mlhz_lell_gll’
da cui

1
max | @’/ (s) — @’ (s) | << ~ nax |0 (s) — o’ (8)]
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0, pilt concisamente,

1 /7
(3.8) lo” —o' I 1" — |

Quest’ultima disuguaglianza, unitamente alla continuita di 7, mo-

stra che 7' & iniettivo e che T (P) & chiuso. Possiamo inoltre rica-
vare una maggiorazione a priori per le soluzioni della (3.7). Infatti,
se ¢ & una soluzione, ponendo ¢’'= 0, ¢’’ = @, otteniamo in cor-
rispondenza :

1 7T
o’ =T(0) =§;f§F(x,s—x,O)- F(x,s + x, 0)! du,
0
o"=T(p")=0,
2|¢(s)| < max | F(x, s—w, 0)| + max | F(x, s 4, 0) |
wvel zvel
da cui, tenendo conto delle (3.6)

le'l< max | F (¢, 0)] = max |f (@, t, w (, 7))

percio, per la (3.8) si ha

1

lvl<-

max | f (x, t, w (x, 1)) |
I
e, applicando la (2.4):
2
(3.9) |v|g~h~max|f(x, ¢ w (@, 1) | .
I

Proviamo ora che T(?’) ¢ aperto, facendo vedere che la T @
localmente invertibile in ogni punto ¢,. Essendo 7' (come & facile

verificare) differenziabile con continuitd in P, una condizione suf-
ficiente per la invertibilita locale & che il differenziale sia inverti-
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bile. Nel nostro caso tale differenziale si scrive :

(3.10) D(n)(s) =

L\.IH

fF (@, 8—1, P () —@o(s—22))[n (8) —n(s—2x)] dr—
0

_%fp (0 8 + @, 9o (8 + 20) — @ () [ (s + 20) — 5 (s)] da.
0

Vogliamo ora studiare linvertibilita dell’applicazione lineare D. Po-
nendo

T

(3.11) I(s)= % f S Fy (x, s — @, g (8) — @ (8 — 22)) +

0
+ Fy (2, 8 + @, @, (8 + 2) — @, (8))} da
a (3.10) assume la forma :

(3.12) D (n)(s) = Us)n(s) —

7T

_—217? V By (@, 8 4 @, @y (8 4 22) — @ (5) 1 (s + 2x) +

0

4 Fu(@,8 — 2, 9y (5) — @, (8 — 20)) 7 (s — 20) { da

Notiamo che, per il modo con cui & stato ottenuto, loperatore D

porta P in s&; tuttavia, preso 7€ f’; non & detto che Iy€ ?; infatti
Iy & continua, periodica con periodo 27, ma non & detto che abbia
valor medio nullo.

Introduciamo allora ’applicazione

M: n—ly— Iy (dove il soprassegno indica il valore medio)
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e indichiamo con G l’operatore :

G (n)(s) _’7- ‘—f w (%, 8 4+ @, @y (s + 20) — @, (8) 9 (s + 22) 4
+ Fy (@, 8 — @, o () — @ (8 — 22)) 1 (s — 27) { d.

Allora il differenziale si puod scrivere nella forma
D)= M@n) + G @»)

Si riconosce facilmente (tenendo presente che [(s) = h) che M
& un automorfismo dello spazio P; inoltre G & un operatore com-
patto. Vale allora il teorema dell’alternativa e, per dimostrare 1’in-
vertibilita basta dimostrare che se & D (n) = 0, allora & 7 =0.
Cido pud essere ottenuto direttamente dalla (3.12) ricalcando il
metodo seguito per ottenere la maggiorazione (3.8). Precisamente,
sia D(n) =0 e sia s un punto di massimo per 73 sia M’ il mas-
simo. Allora dalla (3.12), tenendo presente che x ha valor medio
nullo, si ha:

l(s)n(s)—gly—zf[Fu(x,s{»m,qao(s—]—Qx)—tpo(s))—h]n(s—l—2m)dw—
0
_f’J[Fu(x,s—x,%(s)——-tpo(s-2.70))—h]n(s—2x)dm=0.
0

Poiché e F, — h >0, si ha:

7T

f[F’u (@, s 4+ 2, @, (s -+ 22) — @, (s)) — h] dx +

0

1

27

l(s)ﬂs)«—M”i

+}2};Z/[Fu(W,S—w,¢o(s)—¢o(s_2w)__h)]dm =0.
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Ricordando la (3.11) si puo scrivere:
L)) — M”71 (8)+ M h< 0.

Facendo ora s = s si ottiene M’/ h <0, da cui M’/ << 0. In modo
analogo si ottiene M’ = min % (s) = 0. Si conclude che & = 0.

Si & cosl provato che, per ogni w€ 6", la (3.4) ha una ed una
sola soluzione 9 (w)€ B. Resta da provare che 0 & una applicazione
lipschitziana su ogni sfera di C. Sia infatti 3 una sfera di ¢ con
centro nell’origine; l’insieme & (3) & limitato in ﬁ, in virtu della
(3.9). L’insieme A =060(2)PH 2c B &) 0=24 ¢ dunque contenuto
in una sfera di A avente centro nellorigine e raggio ¢ > 0. Per le

ipotesi ammesse per f, § soddisfa in .1 ad una condizione di Lip-
schitz, con costante L,. Pertanto, indicando con w,,w, due ele-
menti di 2 e ponendo v, = & (w,), v, = & (w,), si ha, essendo

Dy E(”g + wy) = 0, p{;\é (v + w,) =0,

Py B (vy 4 w)) —py B (vy + wy) =p, B (v, + 10,) _p1’E (vy + w,).

Dalla (3.8) si ricava allora
2
1o — v, Iﬁj‘ | Py || Ll w0y —10,].

La dimostrazione del teorema & III cosl completa.

4. Caso di due variabili spaziali.

In questa parte del nostro lavoro esponiamo una semplice
applicazione del metodo da noi seguito, al problema in due varia-
bili spaziali ed una temporale, analogo a (0.1). Le ipotesi in cui eci
metteremo saranno analoghe a quelle considerate nel § 2.
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Sia Q un aperto di R? con frontiera I" sufficientemente rego-
lare e si consideri in £ < R il problema

[ Ju+ ¢f (@, y,t,u) =0, ¢ parametro reale non nullo
(4.1)
“ poc =" O=f 35— a

dove f & supposta periodica di periodo 2z rispetto a ¢t e si cerca
una soluzione u periodica di periodo 2n rispetto a t.

Si tratta anzitutto di introdurre una opportuna versione gene-
ralizzata del problema (4.1). A questo scopo consideriamo V’equazione

(4.2) Clu=yg(=, y,10),

con g 2n-periodica in ¢, di quadrato sommabile su T = Q < [0, 2z].
Una funzione u definita in Q < R verra detta soluzione generaliz-
zata, 2z-periodica, della (4.2), « nulla alla frontiera » se verifica
l’identita :

(4.3) j]f u[:]qydxdydt:/ffg(pdxdydt
I I

per ogni ¢ di classe ©?, definita in £ <X R, 2n-periodica rispetto a
t e nulla alla frontiera, cioe su I' < R.

Per le soluzioni generalizzate qui introdotte wvalgono conside-
razioni analoghe a quelle svolte nel § 2. In particolare, le soluzioni
generalizzate sono tutte e sole le soluzioni formali ottenute mediante
sviluppi in serie rispetto al sistema ortogonale

{om (x) 6¥) (m=1,2,3,..;k=0,+1,+2,.)

dove le w, sono autosoluzioni del problema — Aw = Aw, con con-
dizione di annullamento sulla frontiera di £ (le ipotesi di regolarita
devono essere tali da implicare che le autosoluzioni siano di classe C?).

Converremo allora di chiamare soluzione generalizzata, 2z-pe-
riodica, nulla alla frontiera, del problema (4.1) ogni funzione u (z, y, t)
a quadrato sommabile in I, verificante la (4.3) con ¢ (v, ¥, t) =

—'=f(.’L', Yy t? u (%, Y, t))
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Fatte queste premesse, dimostriamo che:

TEOREMA IV. Si consideri il problema (4.1), dove l’aperto £
sia costituito dai punti interni ad un rettangolo 7' del piano (x, y):
0<zx<<a; 0<<y<b
Valgano inoltre le seguenti ipotesi :
(i) 1 numeri 1*> = (n/a)?, u? = (n/b)* siano razionali.
(ii) f(x, y,¢ u) sia misurabile rispetto ad =, y, t per ogni
valore di u, sia 2s-periodica in ¢ ed f(x,y,t, 0) sia di
quadrato sommabile su I = 7' < [0, 27].
(iti) Il rapporto incrementale di f rispetto ad u sia compreso
fra due costanti positive H ed h:

0 < h = f(w, Y, t’ ’ll,/,',) —fl(wv Y, ta “I) = H.

w’ —u
Esiste allora un 6 > 0, tale che, per ogni ¢==0, con |&| <4, la
(4.1) ammette una ed una sola soluzione 2z-periodica.

DimMosTRAZIONE. Cerchiamo, anzitutto, di determinare le varieta
B e C come fatto per il caso bidimensionale. Definiamo dunque B
come la varietd costituita dalle soluzioni periodiche «nulle alla
frontiera » dell’equazione [ Ju =0 in L?(I).

Ricorriamo alla rappresentazione mediante serie di Fourier. Le
funzioni che ci interessano sono del tipo:

400 o . . -
U@y, t)= 2 3 upme™ sen ( l;w) sen (m— y) ,

—oo I, m=1 b
possiamo percio scrivere :
B = {0 g F 0=>k* — 121 — u®>m?® = 0}.
Evidentemente, la varieta ortogonale a B sara:

C={u:1?— PP — p®>m? = 0=—>ug, =0}
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Ricalcando quanto fatto nel caso di due variabili, andiamo alla
ricerca di €, cioé dello spazio delle soluzioni generalizzate, « nulle
alla frontiera » in C dell’equazione ;

(4.4) [Ju=y, g€C.

Detti rispettivamente g, e ¢gun i coefficienti di Fourier di « e g,
la (4.4), in base a quanto premesso intorno alla rappresentazione
delle soluzioni generalizzate, da luogo alle relazioni :

(]:2 — 22 — Mz MP) Ui = Ghim
da cui
gklm
A5)  ugy = — B — Fw?
. m T

se K —2RP—puPmFE0
0 se 2—22P—uPmt=0.

Resta da provare che i numeri u;,, ricavati dalla (4.5) defini-
scono un elemento u € L?(I), cioé che:

2
2wy < 4 oco.
k1, m
Poiche A% e u?® sono stati supposti razionali, possiamo scrivere A>=p/q,
w* =r/q, con p, ¢, r interi positivi, che possiamo supporre primi
fra loro, cosicche risulta

qk?> — pl® — rm?
p .

W — 21— pm? =

Ora, il numeratore della frazione & un intero diverso da zero, dunque

2 pl — rm? 1
| gk*> — p i |2__

q q
e quindi

| uklm' < q | ,(/klml .
Cio prova che

Z' 2
ug, <4 o
kim

ossia che w€ C.
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Introdotta in ¢’ la norma

?}=ffj ([ Ju)? de dy dt
I

si verifica immediatamente che ¢’ & di Banach e che [ ] stabilisce
tra ¢’ e C un omeomorfismo. E facile a questo punto, arrivare alla
conclusione ripetendo, con ovvie modifiche, i ragionamenti svolti
nel corso della dimostrazione del teorema II.

[ ]

OSSERVAZIONE. Il fatto che Desistenza di una soluzione dipenda
dal carattere aritmetico dei numeri 4% e u? pud apparire paradossale,
Si rifletta perd che I’ampiezza & dell’intervallo del parametro e per
cui & garantita la soluzione dipende dal minimo denominatore co-
mune delle frazioni che rappresentano A* e u?; quando questo cre-
sce, § tende a zero.

Manoscritto pervenuto in redazione il 20-1-1968.
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