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RIDUZIONE DEL RAGGIO SPETTRALE
PER LA STABILIZZAZIONE NUMERICA
NELLA SOLUZIONE
DI SISTEMI DIFFERENZIALI ORDINARI

Livio REBOLIA *)

ABsTRACT. — The error propagation in the numerical solution of stable systems
of ordinary differential equations having large spectrals radius can limit
the applicability of standard methods.

In this paper we propose a trasformation which changes a wide class
of problems into equivalent problems for which multistep and onestep stan-
dard methods are stable.

1. Generalith.

Si & pil volte osservato (cfr. [1], [2], [3], [4]) che l’integrazione
numerica del problema

(1.1) y(0)=y, dy/dze=f(ny) yeDcR 0<wx<q,

per il quale supporremo verificate le usuali ipotesi per l'esistenza
e Vunicita della soluzione, risulta praticamente impossibile se la
costante di Lipschitz di f(x,y) rispetto ad y?!) & troppo grande.

In questo caso, infatti, il fenomeno della instabilitd numerica
o la considerazione dell’errore di troncamento locale limitato ec-
cessivamente ’ampiezza del passo d’integrazione h.

*y Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico dell’Universita di Genova.

Lavoro esegnito nell’ambito del gruppo di ricerca n® 32 del Comitato per
la Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

4y V. [3], pag. 5.
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Crane e Klopfenstein [1] hanno mostrato che lo studio della
stabilita di un algoritmo per integrare il problema (1.1) pud essere
ridotto a studiare la stabilitd dello stesso algoritmo applicato al
problema

’r v ! —_— d
(1.2) v =Jly yeEDCR (_%)
per i valori di 4 (reali o complessi) che sono gli autovalori della
matrice jacobiana di f(x,y) rispetto y. La stabilita dell’algoritmo
dipende dal parametro h = ih.

Per alcuni algoritmi a passo multiplo, le regioni del piano h
nelle quali detti algoritmi risultano assolutamente o relativamente
stabili sono state determinate in [1] e [2].

Con opportuni procedimenti di oftimizzazione si sono ottenuti
algoritmi per i quali la regione di stabilita assoluta risulta ampli-
ficata ; ma il fattore di amplificazione & ben poco maggiore di uno
e cid non invita a ripetere i laboriosi procedimenti per altri casi.

Nel presente lavoro e impiegata la trasformazione che sostituisce
al problema (1.1) Pequivalente

(1.3) 2(0)=2, dzfdo=¢@(@,2) 2eEBCc R 0<x<a

L . 0 . .
avente la matrice jacobiana (5('-:—) con piccolo raggio spettrale.
Facendo riferimento in modo particolare ai metodi del tipo
« predittore-correttore » si trova che la trasformazione in oggetto &

particolarmente vantaggiosa se la matrice jacobiana (—gj—) del pro-
blema originario (1.1) ha grande raggio spettrale e gli elementi
della diagonale principale e quelli sottostanti (o soprastanti) quasi
costanti.

In questa classe rientra, ad esempio, il problema ai valori ini-
ziali relativo all’equazione :

(1.4) y» =yt )+ f (@, 9,9y o, Y)
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con ¢ costante, una volta posto nella forma (1.1); ed il problema
relativo al sistema :

(1.5) v =By+t+uxy yeD c R

con B matrice quadrata di ordine » ad elementi costanti ed avente
raggio spettrale grande rispetto alla costante di Lipschitz di « (, y)
rispetto ad y.

I metodi predittore-correttore inizialmente stabili (cioe stabili
nel senso di Dahlquist, v. [3]), applicati al problema (1.3) verranno
ad avere, in conseguenza del ridotto raggio spettrale, le stesse ca-
ratteristiche di stabilita che competono agli algoritmi ad ampia
regione di stabilitd assoluta e relativa.

Ad una trattazione pia particolare ero gia pervenuto in un
precedente lavoro [5] che perd non suggeriva una comoda estensione
ai sistemi.

Tale trattazione peraltro non ha valore di priorita in quanto
risulta contenuta in un procedimento di J. D. Lawson [4] recente-
mente pubblicato e del quale sono ora venuto a conoscenza.

La differenza essenziale col presente lavoro consiste nell’uso
che qui viene fatto di matrici triangolari G (#) (vedi n° 2) che
consentono di evitare ripetute pesanti valutazioni nei successivi
passi d’integrazione.

2. Trasformazione ottima.

Sia G (x) la matrice triangolare di ordine » avente, per fissare
le idee, nulli gli elementi al disopra della diagonale principale e
gli altri coincidenti con i corrispondenti elementi della jacobiana
(al) del problema (1.1).
Y[z, v

Pensando, per un momento, nota la solazione y (x) del problema
(1.1) risulta definita la matrice 4 (x) soluzione di :

(2.1) AO)=T dAjde= 0 (%)-A, 0<z<a.
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La matrice inversa A—! & allora soluzione di:
B(0)=1 dB/dx = — B- G (x), 0<<x<<a.

La funzione z(x) = A~!(x).-y (x) risulta, infine, soluzione del
problema :

(2.2) 2(0) =y, dz/dx = ¢ (x, 2) 0<r<<a
dove
(2.3) pw,8)=—A71.G-A.-2+ A-1.f(w, A:2).

Si ottiene, poi:

E ot ()
2.4 —_— = A-1.] - @ hC A
@4) (32)@_@ + 0Y )@, A-2)
e gli autovalori di (g—j) coincideranno con quelli della matrice
of
2.5 —e4+(Z) .
(2.5 t (ay)(x,A.z)

Nei punti soluzione del problema (2.2) la matrice (2.5) ha ele-
menti non nulli solo sopra alla diagonale principale e quindi ha rag-
gio spettrale nullo.

In effetti la matrice che qui abbiamo scelto come @ (x) non &,
in generale, nota ma pud essere opportunamente approssimata.

B importante osservare che, indipendentemente dalla bonta di
questa approssimazione, il problema trasformato (2.2) sara sempre
esattamente equivalente a quello originario.

3. Applicazioni ai metodi lineari a piu passi.

Un metodo lineare a k(k > 1) passi definisce implicitamente
Papprossimazione teorica y,.; della soluzione del problema (1.1) nel
punto @,yr = (n+k)-h, non appena sono note le approssimazioni
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teoriche ¥, , Yut1,eer y Yntk—y D€l punti a,, Xnugi, v, Tpyr—1 con una
relazione del tipo:

k—1 k—1

(3'1) Yntr = '§0 i Ynt-i + h E()ﬂif(xn-l—iy yn-i—i) + h ,ka(wn—{—k ’ yﬂ—l—k)

dove a; e f§; sono costanti che determinano completamente il metodo.

Sono comunemente usati gli algoritmi del tipo detto « predit-
tore-correttore » : con una formula di tipo aperto (f; = 0) si definisce
yﬁ’j_k che sostituito a secondo membro in una formula di tipo chiuso
(Bx == 0) fornisce il valore corretto y,i.

L’interesse negli algoritmi « predittore-correttore » & essenzial-
mente motivato dalla relativa economia nel numero di derivate da
calcolare rispetto ai metodi dello stesso ordine ad un passo.

Appare dunque essenziale conservare questa caratteristica anche
per il problema (2.2).

Porremo :

1 k—

b 1
(3.2) ¥, = EU Wi Yntit ) bif (@nti y Yot)

per la formula di tipo aperto, e

k— k—1

1
(3.3) Yopr= 2 ciynpit b 2 fif @nti, Ynyd) + Wi S (@ntry Y10)

per quella di tipo chiuso. Per semplicitd formale abbiamo supposto
entrambe le formule a K punti.

Come si & detto alla fine del numero 2 per avere una matrice
G (x) occorre approssimare la parte triangolare inferiore della ma-

trice (QJL> .
0Y ) wy(@)]

Il procedimento pilt elementare & il seguente : per ¥ € [, , Tnts)
. - (af) .
8i approssimi | con la matrice
0Y )tz

(3.4) (g—f) dove i, & un indice tale che n < i, <<n -+ k— 1,
Y (@i, ¥3),)
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allora, nell’intervallo considerato, ¢ & costante e la (2.1) fornisce

(3.5) A =exp (G-x).

Per la triangolarita di @ (e quindi di A) & pilt conveniente
fare uso della (2.1) stessa che non della sua soluzione (3.5).

Posto A = (ay), @ = (gij) la (2.1) si esplicita nei sistemi trian-
golari
s' ay = g - an
Lagy = go1- a1 + g2 ayy

@y == Gy1+ Oy + Guat @ oo - Gorr Ay

'

[ @y = @20 Qg2
!
(s = 39 Bz ~ Gs3° U3o

!

Ayo = G2 [42%) + Jvz 32 + res +!]w'0/v2

{ a’;w == Gry Auy

che sono facilmente integrabili.

Il procedimento ottenuto con la posizione (3.4) mentre risulta
conveniente se associato ai metodi d’integrazione numerica ad un
passo [4] costringe a rivalutare molte volte le derivate ¢ (x,2) nei
successivi passi d’integrazione se si impiega algoritmo (3.2) (3.3);
viene cosi a cadere quello che era il maggior vantaggio dei metodi
a piul passi,

Cio non accade pero per i problemi (1.4) e (1.5) come ci pro-
poniamo di mostrare nel numero seguente.

4. 1 problemi (1.4) e (1.5).

Posto in forma di sistema il problema (1.4) si scrive:
Yoo1 = Yoy + S (2, ¥, Yys ooy Yo—s)
(4.1) | V-2 = Y1

(.’l":yx-
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Consideriamo, per primo, il caso in cui nella (4.1) sia ¢ = 0.
La matrice jacobiana del sistema (4.1) & allora :

o U 4 U
6?/1—2 3%—3 3?/
1 0 0 0
1 0 0
00 0 .10
Posto :
0 0 0
0 0
G = 0 0

I’integrazione dei sistemi (3.6) fornisce :

1 0 0 0
x 1 0 0
2
a=| 5 @ Lo . o0
v—1 y—2
X X z 1

»r—1)! (»r—2)!
La matrice inversa A—! = [exp (x G)]~! = exp (— @) si ottiene mu-
tando x in — x nella matrice 4 stessa.

Nel caso attuale si ha:

— A-1.G A= — Q.
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Le relazioni che legano le nuove variabili z; con le originarie y;
Sono :

Yy—1 = Ry—1

Yy == X2y_1 -+ Zp—y

22
(4.2) Yyp—3 = 37 Zy1 2o+ 2y
i
\y = (,‘}__m'zv_] —|— ves —"—z .

Si ottiene ora, facilmente il trasformato (2.2) del problema (4.1)
(per ¢=0) ed & immediato verificare che la matrice jacobiana

%) ha raggio spettrale identicamente nullo.

Risulta :
Tl T 0 0 . . T A
z;_g —1 0 . . . Zy—29
(4'3) z,:,_?) — 0—1 0 . . Zy—3 +
2 _ —1 0_| [z _
-1 0 0o | [T f -
(— o) 1 0 0 2y
. X2y + 2
+ =2 g 10 0
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dove la funzione f va espressa tramite le nuove variabili z;.
L’integrazione del sistema (4.3) con Dl’algoritmo (3.2) (3.3) non
comporta, ovviamente, il calcolo di un maggior numero di derivate
rispetto il problema originario. Le (4.2) forniscono poi, molto sem-
plicemente, le variabili originarie y;.
Se in (4.I) & ¢ == 0 posto:

G = 0 ,
0 1 0_
8i ottiene :
- e 0 0 0 . ”
— e — — 1 0 0
¢ ¢
w2 1 e 1 0 .
¢ c c?
A= x? x 1 x? .
et 2 — 2« 1 0
030 21¢ ¢ ¢ 2!
2 3 2
_cx_x_d_L~£~L d - x 1 0
ct 3le 21¢2 3 ¢t 3! 2!
N . .2 1
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La matrice inversa A—! & subito ottenuta mutando = in —
nella matrice A stessa.

Proseguendo si ottiene facilmente il sistema trasformato per
il quale valgono le stesse osservazioni fatte per il caso ¢ = 0.

Sia, ora, B = (b,) la matrice costante del problema (1.5); la
matrice G = (g;;) sara allora definita dalle relazioni :

Sgi]- =1b; per i=j

(4.4) .
lgij =0 per i<j

Procedendo come prima si ottiene 1l trasformato (2.2) per il
quale, anche in questo caso, non sono da valutare un maggior
numero di derivate rispetto il problema originario (1.5).

. a . 5
La matrice (—a%) ha, ora, piccolo (ma non nullo) raggio spet-

trale nei confronti della matrice (2_7)
)

5. Risultati sperimentali.

Si sono presi in considerazione i due seguenti algoritmi :
19 Il predittore ottimo di ordine 2 a due passi (K = 2) cfr. [6]):

(51) Ynto = 2yn—|—1 — Yn + L (?/1'1-{—1 - .1/1'1)
avente ’errore locale di troncamento
1 ”"r
T=7h3y (@) -+ o (k) per h— 0.
29) Un predittore stabile secondo Dahlquist di ordine 2 e con K = 2:
h ’ I
(5.2) Ynt2 = Ynt1 + 5 (3Y'upr — ya)

avente ’errore locale di troncamento

5

12

T= w3y (x)-+ o (h*) per h— 0.
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Entrambi gli algoritmi (5.1) e (5.2) sono stati impiegati per
I’integrazione dell’equazione di Mathieu

(5.8) y" = (2m? cos 2x — ).y y(0) =19y (0)=1
sia nella sua forma originaria (1.1) che in quella trasformata (2.2).
Con la posizione y' =1y, la (5.3) si scrive:
Y1 = (2 m? cos 2x — ).y
(5.4) g
v' =y .

La matrice jacobiana del gistema (5.4) &:

0 2m?cos 2z — 1
1 0

ed ha gli autovalori

511 (@) = J/2m? cos 2a — 1

(5.5) .
(12 (@) = — V2m? cos 2x —1
00 10 0
G — o e cf = —— o
Posto : G (1 0), 8i ottiene : A (w 1), A (_ . 1) e quindi
Y =2 2=Y
(5.6) ’
y=uwuz, + 2 =y — xY,

11 trasformato (2.2) si scrive, ora:

21 = (2m? cos 20 — 1) (2, + ?)
(6.7) %

g’ = — x (2m? cos 2w — 1) (x2,+ 2).

La matrice jacobiana del sistema (5.7) ha, come e immediato verifi-
care, raggio spettrale identicamente nullo.
Dette y, (x), yp (x) le approssimazioni alla soluzione del proble-

ma (5.3) ottenute integrando la (5.4) rispettivamente con le (5.1)

21
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e (5.2), e dette, inoltre yOJT(x), 3/1),1(“7) le approssimazioni alla so-
luzione del problema (5.3) ottenute integrando la (5.7) rispettivamente
con le (5.1) e (5.2), e detta infine y (x) la soluzione esatta del pro-
blema (5.3), gli errori propagati saranno allora definiti dalle dif-
ferenze :

(5.8)
80,1' ('”) = yO,T (J)) —Y ($)
).

SD,T(x)-':?/D'T(W)—x(-’”

Le previsioni risultano confermate dal comportamento degli
errori (vedi tavola 1); infatti:

1% i due algoritmi forniscono risultati che differiscono tra loro as-
sai di meno quando si ricorre alla integrazione del problema
trasformato,

29) ’algoritmo (5.1) che appare instabile per il problema originario
(econ h = 0.01) e invece stabile per quello trasformato,

3% Yalgoritmo (5.2) &, anch’esso, affetto da errori minori nell’inte-
grazione del problema trasformato.

Un valore del passo & superiore a quello utilizzato forniva,
per ogni caso, risultati di scarsa precisione sempre, perd, confer-
mando le previsioni.

Si sono scelti volutamente algoritmi con un forte errore di
troncamento locale in quanto al crescere dell’ordine dell’algoritmo
la situazione non puo che migliorare dal punto di vista del pre-
sente lavoro.
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m=10=25, h = 0.01

& & &,T €D ED,T
0.1 | — 0.0039 0.0022 | — 0.0009 0,0007
0.2 | — 0,031 0.0098 | — 0.0040 0,0026
03 | —0.113 0.0259 | — 0.0107 0,0066
0.4 | — 0.300 0.056 | — 0.0229 0.0138
0.5 | —0.644 0.107 | — 0.0414 0.0251
0.6 | — 1.160 0.187 | — 0.0630 0.0390
0.7 | —1.747 0,293 | — 0.0793 0.0514
0.8 | —2.119 0.421 | — 0.0783 0.0556
0.9 | —1.864 0.5622 | — 0.0560 0.0477
1.0 | —0.734 0.543 | — 0.0295 0.0336
1.1 0.909 0.428 | — 0.0357 0.0300
1.2 1.934 0.170 | — 0.0967 0.0493
1.3 1.076 | — 0.154 | — 0,172 0.0766
14 | — 1.767 | —0.399 | — 0,162 0.0678
1.5 | —4.732 | — 0.432 0,011 | — 0.0131
1.6 | — 4.977 — 0.126 0.288 | — 0.142
1.7 | — 0.812 0.110 0.475 | — 0.230
1.8 5.305 0.391 0.394 | — 0.190

TAVOLA 1

323
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