RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

MARCO GRANDIS
Il sistema spettrale di un complesso multiplo

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 40 (1968), p. 252-298

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__40__ 252 0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1968, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1968__40__252_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

IL SISTEMA SPETTRALE
DI UN COMPLESSO MULTIPLO

di MARCO GRANDIS ¥)

Sia A un complesso doppio di R-moduli, (4%, la sua gra
duazione, d, e d, i differenziali (di gradi (1,0) e (0,1)).

Detto £ JPinsieme parzialmente ordinato per inclusione dei
segmenti destri di Z2 (cio& dei sottoinsiemi o di Z*? tali che se a € «,
beZ? e a<<b allora b€a) si ha una filtrazione crescente (A,).¢ o di
A su 2 ponendo

A, = 3 A°.
cEoa

A pud quindi pensarsi come un R-complesso semplice (per contra-
zione) 2 filtrato; ad esso associamo il sistema spettrale costituito dai
moduli graduati

1) Caﬂya(A)zIm(H(Aﬂ/Aa)%H(Aa/Ay))

(aty 7, 0€ERQ; aDffDd; a2y Dd) e da opportuni omomorfismi
di grado 0 e 1. Questo contiene le due sequenze spettrali di 4, e
altri invarianti di omotopia.

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del gruppo di ricerca matema-
tico n% 20 (Algebra Omologica) del C.N.R.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universitd, Via L. B. Alberti 4,
16132 Genova.
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Pit in generale fissato un sottoinsieme o di Z™ (m > 1) e detto
L0 Vinsieme dei suoi segmenti destri, si definisce analogamente il
gistema spettrale relativo ad o di ogni complesso m-uplo di E-mo-
duli avente supporto in w. I casi notevoli sono ovviamente w = N™
(complessi di cocatene) e w = — N™ (complessi di catene).

Un tale sistema si puo considerare ogniqualvolta sia dato un
complesso filtrato su un insieme preordinato £; fu introdotto da
Deheuvels [3] per filtrazioni continue, ad uso della teoria di Morse.

Questo lavoro concerne il sistema spettrale di un complesso
m-uplo a valori in una categoria abeliana.

La parte I considera i sistemi spettrali da un punto di vista
assiomatico (n° 1) e loro proprietd generali (n® 2); lPambiente & una
qualunque categoria abeliana. Sia gli assiomi che il teor. 2.1 mostrano
Pimportanza delle quaterne decrescenti («, 8, y, 6) tra quelle conside-
rate in (1).

La parte II riguarda i complessi multipli, inizialmente di RE-mo-
duli. Si definisce come qui accennato il sistema spettrale (relativo
ad w) di un complesso m-uplo avente supporto in w (n° 3). Il cal-
colo dei termini del sistema & ricondotto, mediante isomorfismi ca-
nonici (n° 4) e decomposizioni in somma diretta (n° 6) a quello degli
Capys(A) provenienti da quaterne («, §, y, 8) n-ridotte (n 5) e connesse
(n% 6); le quaterne decrescenti vengono ricondotte a quaterne dello
stesso tipo. Formule di calcolo sono date al n® 7: in particolare per
complessi doppi (m = 2) e per certe quaterne si da una formula in
cui intervengono i differenziali d, e d, anziche il differenziale totale
(teor. 7.2). IL’invarianza omotopica dei funtori é:ﬂya & esaminata al
n%8: per complessi doppi si dd una caratterizzazione molto sem-
plice (8.3) delle quaterne (x, B, y,d) per cui .4, © invariante; per
complessi multipli solo una condizione sufficiente (8.2), ricavata me-
diante gli isomorfismi del n® 4 da 8.1; quest’ultimo sostanzialmente
traduce per i termimi del sistema il noto teorema di invarianza omo-
topica dei termini E? di un modulo differenziale filtrato. Il n° 9 intro-
duce i funtori N,', M, (@€ w, r =1; invarianti per r =2) e, per
m = 2, esemplifica per essi e per i termini ‘EF?, "EI'" delle due
sequenze spettrali la formula detta (7.2).
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11 n° 10 estende la trattazione della parte II a complessi mul-
tipli a valori in una categoria abeliana, mediante il teorema di im-
mersione piena di Freyd-Mitchell; w deve essere « trasversalmente
finito » (Parte II, Convenzioni) oppure la categoria deve possedere
somme dirette numerabili.

Molte dimostrazioni delle prime due parti sono rimandate alla
IT1, costituita da quelle e da alcuni lemmi necessari ad esse ma
non al discorso.

Convenzioni. o{ indica sempre una categoria abeliana, G () la
categoria degli oggetti graduati di tipo Z su of, cioe successioni
(A™), ¢z di oggetti di of, con morfismi di grado O (ancora abeliana);
G () la categoria Z-graduata (Buchsbaum [1], p. 4) avente gli stessi
oggetti di G () e morfismi di ogni grado. Uno schema graduato S
(o schema di diagramma graduato) e dato da un insieme I (vertici),
da insiemi D, (frecce di grado n) per ogni intero n», e da applica-
zioni D, : @, — I < I (direzioni); & ovvio cosa si intenda per dia-
gramma di schema § a valori in una categoria Z-graduata; la com-
mutativitd potra richiedersi solo se § & uno schema graduato omo-
geneo (cio¢ tale che due qualunque sue frecce composte di egual
origine ed estremo abbiano egual grado). Ogni funtore & inteso co-
variante. Con n si indica sempre un intero (relativo).

PARTE I. — SISTEMI SPETTRALI

1. Sistemi di omologie relative e sistemi spettrali.

I. Sia £ un insieme preordinato (dotato ciod di una relazione
<< riflessiva e transitiva): per ogni intero r =1 indicheremo con
Q" la potenza cartesiana »-esima di £ dotata dell’ordine prodotto, e
con £, il sottoinsieme preordinato di quella costituito dalle »-uple
decrescenti ; £, indica poi il sottoinsieme di £* formato dalle qua-
terne (a, f, y, 6) tali che a= =09, a=y=J; ovviamente Q,c £, .
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II. Diremo sistema di omologie relative su 2 a valori in o Das-
segnazione dei seguenti dati nella categoria graduata G (A :
@) un oggetto H («, f) = (H™(«, f))ucz per ogni («,f) € Q,

b) un morfismo H (z, §)—> H (¢, f') di grado 0, se (a, f) <

< (o, f’) in Qz
d
¢) un morfismo H (a, f) — H (B, y) di grado 1, se (a, B, 7)€ 2,

soggetti a questi assiomi :
(OP.1) se (a, f) € 2,, H(a, p) = H(x, ) & il morfismo identico
(OP.2) se (o, f) < (a’, ') < (&”, B”) in £L,, il diagramma

H(‘I%, p) — H (', f) — H oy )

di morfismi # & commutativo
(OP.3) se (a, B, y) << («/, B’y y’) in £2;, il diagramma

d
H (o, f) —— H (B, 7)

| |
1 a 4

H\p")y——>H(f,y")
¢ commutativo

(OP.4) se (a, B, y) € £, il triangolo
H (o, f) — 2y H(p,y)
o H (e, y) Y

¢ esatto.

II1. Diremo invece sistema spettrale su 2 a wvalori in < qnello

costituito dai dati (sempre in G ()):
a) un oggetto ;= Copys s€ i = (o, fi, 7, 0) € 2,

b) un morfismo Ei— Er di grado 0, se ¢ <<%’ in 0,
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d
¢) un morfismo CEugys —> Eps di grado 1, se (a, f, 7, 9) e
(yy 8, %, A) stanno in O,

e dagli assiomi :
(SP.1) se 1 € 2, €~ & & il morfismo identico
(SP.2) se ¢ << i’ << " in ,, il diagramma di morfismi «
Fi — Cv — é}
¢ commutativo

(SP.3) se (a, B, y, 8) << (&', p’y ¥’, 0") € (p, 8, %, A) << (y’, 07, %', X’)
in £2,, il diagramma :

(Saﬂyd e éydul
un (12
yooa 4
6a,ﬂ/7, & — (fy,é,,‘,;_,

¢ commutativo

(SP.4) se (, B, 7, 0, ») € £, & esatta la sequenza

K2 uw
0 —> Coysn —> Capox —> Copyn —> 0

(SP.5) se (a, fy 7, 0, %, ) € £, & esatta la sequenza
w d w
0— CQ‘/?}“ - Cuﬁyﬁ — Cyé‘«tl — Cﬁdu}. — 0

(8P.6) se («, f, y, 0) € £2,, i morfismi Egpss N Capys S Caayy
sono rispettivamente epi e mono.

Osservo che in (SP.4,5) le condizioni sugli indici sono necessa-
rie per lesistenza degli oggetti e morfismi presenti. (SP.6) & indi-
pendente dagli altri assiomi, mentre sarebbe conseguenza di (SP.2,
4,5) se ci si limitasse a quaterne decrescenti.
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IV, I sistemi di entrambi i tipi sono particolari diagrammi in
G () : lo schema graduato dei sistemi di omologie parziali, ad e-
sempio, ha vertici in Q,, frecce di grado 0 in (£,),, frecce di grado
1 in ., e le direzioni indicate; sono quindi automaticamente defi-
niti i morfismi, in entrambi i casi, come traslazioni di diagrammi
(tra sistemi considereremo solo morfismi di grado 0).

Scrivendo .45 supporremo d’ora innanzi che (a, f, 7, 6) € 2,

serivendo Capys s Cupys che (a, B, y, 0) < (a’, p/, ¥", 6") in Q.

TEOREMA 1.1. Ad ogni sistema di omologie relative H su £ a
valori in oA si pud associare il sistema spettrale € cosi costituito :

—  Cappy = Im(H (B, 0) — H(, 7))

— il morfismo Copys S Cwpys € definito per restrizione da
H (e, y) 5 H (o, y’), in virte del diagrammae commutativo :
u
H(@,0) —— Ha,y)

|N
! v

u
H(p,0")—— H (o, y')

(1)

u

a . . . . .
— il morfismo Cops —> Cyons 81 ottiene per restrizione dal dia-
gramma commutativo :

@)

Inoltre ad ogni morfismo (fop)a, pyca, tra sistemi di omologie relative
H, H’ st pud associare un morfismo tra i sistemi spettrali associati
definendo fap,s (o, B, y, 0) € £2,) per restrizione dal diagramma commu-
tativo :

17
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H (8, 6)—— H (2, 7)
|fﬂ5 ’fay

u
(B, 8) —— H'(0, 7)

©)

Si ha cost un funtore della categoria dei sistemi di omologie re-
lative in quella dei sistemi spettrali (su £2, a valori in «{). Dim. al
n® 11.

I invece immediato riconoscere che se ¢ & un sistema spet-
trale si ottiene un sistema di omologie relative limitandosi agli og-
getti H (a, f) = Caapp €d ai morfismi u, d inerenti a quelli; ’assioma
(OP.4) & soddisfatto, come ovvia conseguenza dell’esattezza delle
sequenze :

u da u
00— 6aaﬂy — (Saapﬁ — (_L:ﬂﬂyy — éa,g,,. — 0

u u

0 <— Caapy 4 Caapy Cappy <— 0

ottenute da (SP.5) e (SP.4). Un morfismo di sistemi spettrali ristretto
alle quaterne decrescenti (z, &, f, 8) fornisce poi un meorfismo di si-
stemi di omologie relative.

V. Questi funtori realizzano un’equivalenza tra le due catego-
rie, come segue dagli isomorfismi naturali:

(4) T (H (2, ) — H (0, ) = H(a, B)
(b) Im (Eppss i) Coayy) = Copys
ottenibili rispettivamente da (OP.1) e (SP.2,6).

V1. Esempi.

a) Sia A un complesso £-filtrato a valori in <, cio® un og-

getto A = (A", ¢z di @ (¢{) munito di un endomorfismo d di grado
1 a quadrato nullo, e di una filtrazione (d,),co di sottooggetti di A
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compatibili con il differenziale. Ad A si puo associare un sistema
di omologie relative su £ a valori in «{ ponendo :

— se (a,f) € 2y, H(x, f) = H(Aa/Ay)

— se (o, f) < (&/, f’) in £2,, il morfismo di grado 0
H(A,JAp) — H(Au/Ap)
¢ indotto dalle inclusioni A, c 4, , Adgc Ap

— se («, B, y) € £, , il morfismo di grado 1
a
H(A,/Ag) — H(Ap/A,)

¢ il connettivo associato alla sequenza accorciata esatta di com-
plessi :
0— Ag/A, — A JA, — A,JAg — 0.

Gli assiomi sono notoriamente soddisfatti.
Il sistema spettrale che se ne deduce per 1.1:

Capys (A) = Im (H (Ag/As) —> H (A,/A,)

sara detto sistema spettrale di A, e indicato complessivamente (mor-
fismi %, d compresi) con ¢ (A). Ovviamente per ogni morfismo
fiA— B tra complessi Q-filtrati & definito un morfismo &€ (f): € (4)
— &(B) di sistemi spettrali: € si presenta quindi come funtore (ad-
ditivo) della categoria dei complessi Q-filtrati su o in quella dei si-
stemi spettrali su 2 a valori in .

Per Q =17, con Vordine opposto al naturale, il sistema genera-
lizza la sequenza spettrale del complesso filtrato A ; infatti per
r=1, e p, q interi qualunque :

6)  BP(A) = Im (H"™ (Ap/Apys) — H ™ (Apris/Ap1y) =

+
- 1?—rq+1. 2, p+1, p+r (4)
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(per I'isomorfismo sfruttato cfr. Cartan-Eilenberg [2], p. 318) e il dif-
ferenziale della sequenza spettrale si identifica a quello del sistema
mediante gli isomorfismi detti.

b) Sia A un complesso m-uplo a valori in «; detto £ I’in-
sieme dei segmenti destri di Z™, si definisce in modo ovvio una
filtrazione (A.),co del complesso semplice ottenuto da A per con-
trazione, e quindi, come in @), un sistema spettrale associato ad A4,
contenente le m sequenze spettrali di quello e altri invarianti d’o-
motopia ; lo studio della situazione qui accennata verra fatto nella
parte II.

¢) Sia X uno spazio topologico, (X,).co una filtrazione decre-
scente di X indiciata su un insieme preordinato {2, H* una teoria
di coomologia per coppie di spazi topologici per cui le coppie
(X, Xa), (2, B) € 2, , siano ammissibili (cfr. Eilenberg-Steenrod, Foun-
dations of Algebraic Topology). Si ottiene un sistema di omologie re-
lative ponendo H («, f) = H* (Xz, X,), e definendo i morfismi » come
indotti da inclusioni, i morfismi d mediante il cobordo di una tripla;
(OP.4) & la sequenza esatta di coomologia della tripla (X,, X, X,)
(loc. cit, p. 29).

d) Sia dato un funtore coomologico 7' = (T"),¢z (Grothendieck
[5], p. 140) di una categoria abeliana o’ in o, e un oggetto 4 di
A’ munito di una Q-filtrazione crescente (A,).co: questa situazione
generalizza a), dove <’ & la categoria dei complessi su A e T &la
coomologia. Anche qui si puo definire un sistema di omologie rela-
tive sn £ a valori in A :

H" (o, p) = T™ (Ao/Ap)
e di conseguenza un sistema spettrale.

VII. I sistemi di omologie relative furono introdotti, per
quanto a me noto, da Eilenberg [4] e ripresi da Cartan-Eilenberg [2]
(per =12 v [— oo, | oo} e con in pilt un assioma di parziale con-
vergenza) allo scopo di dedurne sequenze spettrali. Debeuvels [3],
cui & dovuto il nome, ne ricavdo invece un « sistema di omologie
parziali » pit vasto, comprendente oltre agli Cuzs qui considerati
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anche gli oggetti D,s,s immagini del morfismo composto
u d
H(x,y) — H(a, f) — H (f, 0).

Lavorando su £ = R v {— w, — o0, 4 00, 4 w}, per applicazioni alla
teoria di Morse, egli provo un teorema di completezza di tale sistema
(teor. 4 p. 40), che pare non sussistere se £ non & totalmente or-
dinato.

2. Proprieta fondamentali dei sistemi spettrali.

I. Sia dato un sistema spettrale € su £ (insieme preordinato)
a valori nella categoria abeliana .
a) Come gia detto, se (a, f, ¥) € 24 il triangolo

d
Caapp = Copry

u\é, /u

aoyy

é esatto (n° 1, IV).
b)) I morfismi Capys N Capryyr SOMO mono, mentre gli
Capys N Capys sono epi: segue da (SP.6,1,2).

¢) Se <<y, Capys="0: poiche g, = Capys © UD monomor-
fismo per b), basta provare che Cuys=0; in effetti per (SP.4,1) ¢’®
la sequenza esatta di morfismi identici:

LT3 u
0 — 6ayy¢5 —> (Sayyé — 6(17;/5 —> 0.

d)y Se By’ (Capys 2 Cuprys) = 0: segue da ¢) e dalla fat-

. . uw w
torizzazione di wu: C,p5 —> Cargys —> Caprys -

II. 11 seguente teorema consente di individuare sequenze spet-
trali entro il sistema:
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TEOREMA 2.1. I morfismi consecutivi

a a
(2) Capys —> Cyona —> Crapr

hanno composizione nulla ; se (a, 8, y, 8) e (x, 4, uy ¥) sono decrescenti
il quoziente di omologia della (2) é isomorfo & Cgsuy (tSOMoOrfismo na-
turale per mappe di sistemi spettrali, e compatibile con © morfismi u).
Dim al n° 11.

B facile vedere che se una delle quaterne esterne di (2) non @
decrescente il teorema pud non sussistere, anche se € proviene da
un doppio complesso. Questo fatto, oltre agli assiomi (SP.4,5), mo-
tiva Pattenzione prestata alle quaterne decrescenti nella parte II.

Da 2.1 si deduce un nuovo legame tra & ed il sistema H asso-
ciato :

COROLLARIO 2.2. Se («, 8, y, 0) € 2, Copys & naturalmente isomorfo

all’omologia di

d a
H («, ) — H (B, 7) — H (7, )
dove H (a, ) = Coapp. L’isomorfismo & compatibile com i morfismi w.

III. Nel caso che sia 2 =Z, con Vordine opposto al naturale,
8i ricava ancora da 2.1 che, posto (per p, q, r interi, »r =>1):

— BPY — £PTe
r = Lp—rilpptiptr

a
g . ) +7,q—r+1 -+q 1
— (@ B BT = (B g T st

— B= B ) e b= (@ Npgen

si ba H(H,, d,) = F,4; e quindi una Sequenza spettrale (E,, d,),
secondo la definizione di Mac Lane [6], p. 345. Se inoltre ¢ & il si-
stema spettrale € (A) di un complesso Z-filtrato A, la sequenza spet-
trale trovata non & altro che quella di 4, come visto nell’esempio a)
del n°1, VI.



11 sistema spettrale di un complesso multiplo 263

IV. Quanto alla composizione di morfismi «, d del sistema si
puo provare (ma qui non servird) che se £ & filtrante a sinistra e
a destra (cioe dati o, § € 2 esistono y, d€ 2 tali che y < a <<,
y << B << 6) il morfismo di composizione di grado n

Capys —> Cupye

¢ al pit unico; se n = 0 esiste se e solo se («, 8, y, 6) << (¢, 7, ¥/, ")
e coincide con il relativo morfismo u; se m =1 esiste se e solo se
y<<a’,d<<f’, ed & dato dalla diagonale del diagramma commuta-
tivo :

éa[)’yé — 676#1

w | w

U

C‘ma'ﬂ’ — Ca,ﬁ,yfaf

(dove <98, 5 A<<x, 8’; v=>P, «’; u=«, »); infine se n > 1 esi-
ste sempre ed & nullo. Di conseguenza ogni diagramma di movfismi
u, d su schema omogeneo é commutativo.

PARTE II. — IL SISTEMA SPETTRALE DI UN
COMPLESSO MULTIPLO

COonvenzioni. Sia m =1; Z™ & parzialmente ordinato da:

(pi g oo _pm) < ((_h ) ae Qm) <> Py < Qi oo Pm < qm -

Sia @ un sottoinsieme di Z™ che restera fisso in tutta questa parte ;
6 ® loperatore complementare in Z™, §, in w. 2 indicherd sempre
Pinsieme dei segmenti destri di w, cioe di quei sottoinsiemi « di w
tali che se a€a, bE€Ew e a<<b allora b€« £ & Vinsieme dei chiusi
(risp. aperti) di w per la topologia d’ordine sinistra (risp. destra);
se @ C w, indicheremo con ¢ (risp. ¢*) la chiusura di @ in tale to-
pologia ; diremo che ¢ & localmente chiuso in w se lo & per 'una o
Paltra delle topologie dette; condizioni equivalenti sono ¢ = ¢ 0 @*,
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oppure :
(a, b€ @, c€w,a < c<b) implica c€ ¢.

Q & parzialmente ordinato per inclusione, ed & un reticolo. Un
elemento @ = (a,f,y,6) di £, (cfr. 1,I) sara detto semplicemente
quaterna (relativa ad w), e quaterna decrescente se & tale, ossia se
sta in £,; la relazione d’ordine in £* sara ancora scritta c: Qe
2, sono sottoreticoli di £2¢, essendo

(6 Byyy O) (@ 7y y" 0 ) =(xna’ ,Bnf  yny ,0nd)

e analogamente per 'unione (o, pilt esattamente, estremo superiore).

Per ogni intero #, w, indica l’insieme dei punti (p,,...pn) di @
tali che p, + ... 4 pn = n; inoltre w, = w,—1v Wy, W = Wy YV Wppy =
= wy41; diremo che w & trasversalmente finito se w, & finito per ogni
intero n.

Diremo contigui due punti di Z™ aventi distanza euclidea eguale
ad 1; una spezzata di ¢ c Z™ & una successione finita (a,) ., o; di
di punti di ¢ tale che a, e a@,4, siano contigui per 0 << r <;; R,
indica la relazione di equivalenza in ¢ generata dalla relazione nelle
variabili @ e b «a e b sono elementi contigui di @ » : in altre parole
aR, b equivale a dire che esiste una spezzata di ¢ « congiungente »
aeb.

Labase canonica di Z™ su Z sara seritta (e;); <n<m: €, = (1,0,...0)
ete. ; i punti contigui ad « € Z™ sono quindi gli a + ey, .

Nei numeri 39 di questa parte la categoria ambiente & la ca-
tegoria @F dei moduli (sinistri) su un anello R; al n® 10 i risultati
sono estesi ad una qualunque categoria abeliana o (purché o sia
trasversalmente finito, oppure « abbia somme dirette numerabili).
Per motivi pratici si dira R-modulo graduato un R-modulo A munito
di una graduazione (A4"), .y (famiglia di sottomoduli di cui 4 & som-
ma diretta): si sostituisce cioé G (§F) con una categoria equivalente ;
modifiche analoghe per complessi di R-moduli, etc.

3. Definizione del sistema spettrale di un ecomplesso multiplo.

I. Sia A un complesso m-uplo di R-moduli: A & un R-modulo
munito di una graduazione (AC)OE 7 di tipo Z™, e di endomorfismi
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d, di grado e, (1 << h << m) a quadrato nullo e commutanti :
dh dk = dy, dh (= 0 se h = 76)
Accanto a questi differenziali considereremo i dp

(1) —d_,hw:.-(_._])pl"'“""?hﬂdhw’ se wE APV Pm

ancora a quadrato nullo ma anticommutanti : dp d, = — dy dy .

Diremo supporto di A il sottoinsieme o (4) di Z™ costituito dai
punti ¢ tali che A°==0; analogamente se x € A, 'insieme o (x) dei
punti ¢ tali che x° (componente di # in A°) sia non nullo e il sup-
porto di x. I complessi m-upli di E-moduli con supporto contenuto
in w costituiscono una categoria abeliana O™ (R, ®); O™ (R, N™) & ad
es. la categoria dei complessi m-upli di cocatene, mentre C™ (R, — N™)
¢ isomorfa alla categoria dei complessi m-upli di catene.

II. Ad ogni oggetto 4 di O™ (R, w) si pud associare per « con-
trazione » un complesso semplice Q-filtrato di B moduli A munendo

I’R-modulo A4 di:

— graduazione semplice: (4"), ¢y dove A"= 3 A°

CEwy
mo__
— differenziale : d= 2 d,
h=1
— filtrazione: (Aaco dove A, = X A°.
CEa

Diremo sistema spettrale (relativo ad w) €(A4) di A il sistema
spettrale del complesso £-filtrato a (1, VI, a)); nei n! 3-9 di questa
parte € sard considerato, salvo contrario avviso, come funtore di
C™ (R, w) nella categoria dei sistemi spettrali su £ a valori in GF,
gli & come funtori di quella in G (QF), i morfismi w, d come morfi-
smi funtoriali tra gli &;.
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III. La filtrazione (A,).co © pit fine delle m filtrazioni canoni-
che (*F, A)..z, perché se 1 <<h<<m e r€Z:

(2) hFrAzAgh()

dove o5, (1) = {(Py 5 e Pin) [ (D1 y - Pm) € @, pp, =1} ; di conseguenza (per
quanto detto in 1, VI, a)) il sistema spettrale di A contiene le m
sequenze spettrali di A :

(3) "EP(4) = EPEE(A)

dove o =on(p —r 41, =on(P)yy =on(p+ 1,0 =10r(p + »).
Notare che a,fB,y,8 dipendono da w per definizione di o;, e che
per la validita della (3) & sufficiente che il sottoinsieme w di Z™
contenga il supporto di A. Per m = 2 si scriverd 'E,”F anziché
‘E,%H.

IV. 1l sistema spettrale contiene altri invarianti di omotopia di
A (cfr. n® 8); un esempio & dato dagli N, M, del n° 9. Il calcolo
degli &' (A) & invece affrontato nei ni 4-7; un primo risultato & la
formula

(4) Capys (A)= dgndt 4y,

4, F d4,

fornita dalla seguente propos1z10ne, e valida per ogni complesso
Q-filtrato di R-moduli (2 essendo un qualunque insieme preordinato).

PROPOSIZIONE 3.1. I funtori H ed &, definiti sulla categoria dei
complesst Q-filtrati di R-moduli, sono rispettivamente isomorfi ai fun-
tori H’, & dati da:

A,‘ nd-! Aﬂ

Agnd=t A,
ad, + 4,

4, + a4,

—H (a,f) A= Lays(4) =

—H () A H (@, f)A ¢ Capps(4)—> Cupyy (A)

1) Quoziente generalizzato: se H e K sono sottomoduli di 4, H /K=
= (H + K‘/K per definizione.
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sono indotti dall’omomorfismo identico di A

d a
—H (6, ) A—H"(B7)A e Capys (A) —> Cpom (4)
sono indotti dal differenziale di A

— se f:A— B & un omomorfismo di complessi Q-filtrati di

Ja JSapys
Romoduli, H'(a, ) A —2s H'(a, B € Capys (A)—2r Clpys (A) s000 in-
dotti da f.

Pure isomorfi sono ¢ funtori H ed H’, & ed &, definiti su
o™ (R, w).

DiM. Se 4 & un complesso Q-filtrato e (a, ,8)6552:
Ker(Aa/Aﬂ—>Aa/Aﬂ (Agnd™1 Ap)[ Ay
Im(Aa/Aﬁ—>A [Ap) = (AA. + Ap)/ 4p

Aa nd—lAlg

H(def d) = "7 5

Questo isomorfismo & naturale e compatibile con i morfismi u, d ;
quindi :

Eapys (A) = Im (H (Ag/ Ay)—> H (4] Ay)

=T Aﬁﬂd_l 1451> Aand'l Ay)
o (dA,g-{—Aa dA, + 4,

_(Agnd 1Ay 4 dA, + 4,
- a4, + A,

= Capys (4).
isomorfismo esso pure naturale e compatibile con i morfismi v, d. c.v.d.

COROLLARIO 3.2. Se A ¢ un complesso Q-filtrato di R-moduli
w ¥ \
(oppure un oggetto di C™ (R, w)) il morfismo Copyo(A) —> Carprys (A) é:
— monomorfismo se e solo se Agn A Asn(dAy + Ay) cdA, + 4,
— epimorfismo se e solo se Agnd~' Ay c(dgn A Ay dA, + Ay
— nullo se e solo se Ajnd " Ay cdAdy, + Ay .
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4. Isomorfismi di n-equivalenza e morfismi generalizzati.

1. Se ¢ = (a, 8, y,d) & una quaterna e » un intero, diremo noc-
ciolo n-esimo di i Vinsieme ¢ = (8 — y)n w,, € coppia n-esima di i
la coppia (£, n) di sottoinsiemi di w :

{ == saturato di ¥ per Ry, dove (' =(x —y)nw, ?
n = saturato di ¢ per R, , dove 4’ = (f — 0) n )/ .
Ovviamente ¢ =" anp’ ={ g

Diremo n equivalenti (i - j) due quaterne aventi la stessa coppia
n-esima. La fig. 1 mostra, per m = 2, 0 = Z?, i = (g, (1), 0, (3), 0, (4),
0,(6))y,n=17,le zone { ed 7:

o Py S o Py 8
X
x| x[0 x|x|0
4 190 4 x]@j0
x{0|0 x(0|0
o] 0
] 0
o1 3|4 8 0 3
Fig. 1 Fig. 1’

Come sempre si fara in queste figure i punti di Z2 sono rap-
presentati da quadrati elementari del «reticolo» ivi tracciato (il
punto (p, q) corrisponde all’intersezione tra la striscia verticale p e
la striscia orizzontale ¢); il segno >< (risp. 0) in un quadrato signi-
fica che il punto di Z? che esso rappresenta sta in ¢ (risp. %)
La quaterna decrescente i considerata in fig. 1 & notevole perché
EP="H3"® (cfr. 3.(3); in questo caso si ha f={’ e 5y = »’; non
cosl in fig. 1’. Le due quaterne sono n-equivalenti per ogni » = 7.

2) Ossia: £ & Pinsieme dei punti di {’ equivalenti a punti di & secondo Ry
ciod (cfr. convenzioni della parte 1I) dei punti di ' connettibili a punti di @
mediante nna spezzata contenuta in (.
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TEOREMA 4.1. Se i,j sono quaterne n-equivalenti, anche inj e
i uj sono n-equivalenti ad esse3). Dim, al n® 12,
TEOREMA 4.2. Se i, j sono quaterne n-equivalenti e i c j, il mor
fismo funtoriale € —> €} & isomorfismo. Dim. al n® 12,
I1. Da 4.1 e 4.2 si ha immediatamente che, se ¢,j sono qua-

terne n-equivalenti, il seguente diagramma commutativo di morfismi
funtoriali :

é»n u1 n
i —— Ciuj
(1) Tus ’Tu .
673 Yy 7
inji — G

¢ formato da isomorfismi, e definisce quindi un isomorfismo funtoriale
n., on n n —1 —1
(2) v & — 6 (vij = ug uy = Uy uz )

che diremo isomorfismo di n-equivalenza. Se © < j, vy ¢ un morfismo u.

COROLLARIO 4.3. Se I' é una classe di n-equivalenza di Q, ,
(V) jer: & un sistema transitivo di isomorfismi per i funtori (C3)icr.
Dim. Se 4,j,k sono quaterne n-equivalenti, dal seguente dia-

gramma commutativo di isomorfismi w :

n
Uk

v
/ C”L:"u,-u,, \

AT ~

si ricava facilmente % == v® v". c.v.d.
ik jk T
Abbiamo cosi provato che & dipende solo dalla classe di n-equi-
valenza di © in £, .

3) Non & invece generalmente vero che 7, sia compatibile con la struttura
reticolare di £,.
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III, Gli omomorfismi u,v si possono generalizzare nel seguente
modo. Se ¢,j sono quaterne diremo che ¢ <j se esistono due qua-
n
terne 4’ ,j’ tali che:

@) igi’y, ey, Jyit)

In tal caso si pud definire un morfismo wj : € — €; mediante
la composizione :

(4) al e o S e

morfismo non dipende da ’,j’ perché se ¢",j o nelle
11 morfi dipende da i/, j’ hé se i”,j" son 11
stesse condizioni, i~ i’vi” e j~j’ uj” per 4.1, onde il diagramma :

& s G
P’ VTN

u

(5) Ty e —>  Ehp —> i
& = G

dove le mappe verticali sono contemporaneamente morfismi u e v, &
a maglie elementari commutative (anche per 4.3), e quindi ¢ commu-
tativo. Cio prova che i morfismi w sono ben definiti.

IV. Ovviamente se @ c j, wi & un morfismo #, mentre se i 7 Jj,
wi = V. Per i morfismi w non sussiste ’unicita della composizione;
ad es. il morfismo composto

u v u
(6) 62,37(5 — CZaaa - 63166(5 — Crﬂyé

g u N
& sempre nullo, mentre Cugs —> Cagys @ non nullo se Eqg6 non lo &;
esempi pit notevoli si possono ricavare dalle rappresentazioni di
somma diretta del n® 6. Pero:

PROPOSIZIONE 4.4. Se i3 i, j~j' bkl in Q,, e cj’ ck’,
allora w® w’ = w? .
Jk ik

4) < » riflessiva e non transitiva (in genere); estesa per transitivita si ba-
n
nalizza : qualunque siano le quaterne («, g, 3, 8), (a’, ' ,y’,d’) si ha: (a,B,7,0)
< (¢, o a) '1\,,'(6’: 8’,4",9" C(“l’ﬂ,}}',)é,)-
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Dim. Abbiamo un diagramma

&G — &G —— &
l"’i ”2)}\‘[”3 )lr”x;
n Uy n ’LL2 20
6[1" — iy ﬁ\k'

Ug

a maglie commutative, ove v, e v; sono isomorfismi reciproci per

4.3 ; allora wj; wi; = v, uy v, coincide con wy , per definizione di que-
. ’

st’ultimo. c. v.d.

PROPOSIZIONE 4.5. Se i<j in £, e i noccioli n-esimi di i e j
n

non §i incontrano, wi = 0. Se il nocciolo n-esimo di i é vuoto, & = 0.

DiM. Il morfismo w & dato da una composizione del tipo (4);
i noceioli n-esimi di 4/, j” non si incontrano, essendo i i, j~j’.
Posto i’ = («, B, 7, 0),j’ = (¢", ", 7", ¢’) si ha:

B—=pelf —y)non=y

quindi Baw, c((B—p)~rwa)uy €y’ vy =1y’ (sfruttando B c §’,
y ¢ 9’) e di conseguenza Ay c A, ; 3.2 prova allora che il morfismo
u di & in ¢y @ nullo, onde wj = 0. Il secondo asserto segue dal
primo per @ = j. c.v. d

V. Si pud infine osservare che per m =1 e w =14, 2, ha cin-
que classi di n-equivalenza per ogni intero =, delle quali solo due
danno luogo ad invarianti omotopici : il funtore nullo e omologia in
grado n; infatti, se ¢ & una quaterna relativa a Z e ({,n) & la sua
coppia n-esima, sono possibili i seguenti casi :

Ni=n=0: Ei4)=0

2) f=n=|n): &il(4)= 4"
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3) L={(n—1,m}, g={n: E1(A) = Coker (A" %5 A"
4) = (n}yn={n,n+ 1j: EMA) = Ker (A" 25 4™
5) L= (n—1,n),n=(n,n+1}: C (A)= H"(A).

Poiché per m = 1 Q & totalmente ordinato, la quaterna ¢ puo
sempre supporsi decrescente per 2, I, ¢). Cid non vale per m =2
anche a meno di n-equivalenza: cfr. fig. 4’.

5. Riduzione del calecolo di &': quaterne n-ridotte.

I. Se i = («, f, 7, 6) & una quaterna, diremo coppia di i la cop-
pia (¢ — p, 8 — 8) di sottoinsiemi di w; viceversa data una coppia
(p, w) di sottoinsiemi di w, diremo che essa & ammissibile (risp.
stretta) se proviene da una quaterna (risp. quaterna decrescente) nel
modo detto. Se due quaterne hanno egual coppia sono n-equivalenti
per ogni intero .

ProrosizioNE 5.1. Una coppia (p, w) di sottoinsiemi di o é am-
missibile se e solo se :
a) @,y sono localmente chiusi in w
b ¢*ny cony.
In tal caso tra le quaterne che hanno coppia (@, y) ce w’é una
minima (", 7,y , 8’) ed una massima (a”,p”,y",0") date da:

() & =qpuwy =y y=o —¢"&=F§—(poy)
@ =L@y, =0 =0 vy, o' =" vpuw

Se ¢ c w;,, v C w, per un opportuno intero n, la coppia (@, y) é
ammissibile.

Dim. al n° 13.

PROPOSIZIONE 5.2. Una coppia ammissibile (@, v) di sottoinsiemi
di w & stretta se e solo se @ o yw € localmente chiuso in w. In tal caso
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tra. le quaterne decrescenti che ad essa danno luogo ce n’é una minima
@ ,8 7 ,d) ed una massima (", B",y",0") date da:

B)a' =poy, f=a —(@—yp*y=a —¢*" =0 —(p,y*

(4) 8" =B (@uw))y =8 vy —0f =8y a" =8 cpuv.

Dim. al n° 13.

PROPOSIZIONE 5.3. Per ogni intero n la coppia n-esima di una

quaterna (risp. quaterna decrescente) é ammissibile (risp. stretta).
Dim. al n® 13.

II. Diremo n-ridotta una quaterna (decrescente o no) per cui
la coppia e la coppia n-esima coincidono. Se («, f§, v, d) & ridotta re-
lativamente a due interi distinti n,n” allora § —y Cwyn Wy = @
ed essa e ridotta relativamente ad ogni intero. Intuitivamente si puo
dire che tra le quaterne m-equivalenti ad una data quelle n-ridotte
sono «le pit semplici» ; ne esistono sempre per il seguente corol-
lario delle tre precedenti proposizioni.

COROLLAR10 5.4. Se © € una quaterna (risp. quaterna decrescente)
esistono quaterne (risp. q. decrescenti) n-ridotte n-equivalenti ad i, ed esse
sono tutte e sole le quaterne (risp. q. decrescenti) aventi per coppia la
coppia n-estma (£, n) di ©; tra esse ce wé una minima ed una massi-
ma date dalle formule (1) e (2) di 5.1 (risp. (3) e (4) di 5.2) per
@ =1{,p=m. Dim. al n° 13.

Il caleolo di E} pud quindi sempre effettuarsi sostituendo ad i una

quaterna i, n-ridotta, decrescente se i lo é. Inoltre CZ,' = 0 per ogni in-
tero »’ == n (per 4.5), e quindi, come R-moduli:

6’? = é::; == Cl'o .
La minima quaterna (risp. q. decrescente) 7-ridotta 7-equivalente

18
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alla quaterna della fig. 1 & rappresentata in fig. 2/ (risp. 2"): leg-
gere o’ ,f’,y",0” con Vaiuto di 5.1 (risp. 5.2), per ¢ =, v = 1.

X
x|%x]0 x| x{O
4 L3 (] [¢] 4 x|®]0
x10/0 x|0/0
(o] 0]
0 [¢]
] 3 o 3
Fig. 2/ Fig. 2

III. Infine una coppia (£, %) di sottoinsiemi di w si dice n-ridotia
se ¢ ammissibile e le quaterne di cui & coppia sono n-ridotte ; cio
equivale a dire (anche per 5.1) che:

a) {cwy, ey cwy
b) { (risp. #) & il saturato di { ny per E; (risp. R,).
Essa & stretta se e solo se { v # & localmente chiuso in w (5.2),

6. Riduzione del calcolo di ¢ : quaterne n-ridotte connesse.

1. Sia ¢ = («, 8, y, ) una quaterna n-ridotta, (£, 5) = (& — y, § — 9)
la sua coppia. Consideriamo la relazione di equivalenza R; in (. #,
generata dalla relazione nelle variabili « e b:

(1) «(a,belvy) & (aR; b oppure ak,b)».

R; (che scriveremo anche R;,) & piu fine di R;y,. Poniamo ancora
Z;=({ vy)/R;, insieme delle classi di equivalenza di R;; se w &

—

trasversalmente finito, { vy e Z; sono finiti.
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Nella fig. 3 (dove m = 2, w = Z?) i & la quaterna decrescente
9-ridotta minima che da luogo alla coppia (£, n) ivi segnata (cfr. 5.2);
Z; ha tre elementi distinti dal tratteggio :

x|0
x|8]0
x]10
X1®
X
0
0
Fig. 3

I1. Utilizziamo Z; per decomporre il funtore € in somma diretta.

PROPOSIZIONE 6.1. Sia ¢ una quaterna (risp. q. decrescente) n-ri-
dotta, (£, n) la sua coppia ; per ogni &€ E; la coppia ((né&nné) é
n-ridotta (risp. m-rid. stretta); dette iz e if rispettivamente le quaterne
minima e massima di cui (C n & nné & coppia st ha: i cicif.
Dim. al n° 14,

TEOREMA 6.2. Se i é una quaterna n-ridotta e A wun oggetto di
™ (R, o), gli omomorfismi (cfr. 6.1):

(2) ¢

sono una « rappresentazione completa di somma diretta » °), naturale
per morfismi di C™ (R, w). Dim. al n® 14,

n

L) S €A S (A, £ g,

u v
%) Una famiglia M, —1>M—l—} M; (A€ A) di R-omomorfismi & una rappresen-
tazione completa di somma diretta se:
a) v, u; & isomorfismo se 1 =y, nullo se A== pu
b) la somma dei sottospazi Im w, di M & M.
In tal caso la famiglia dei monomorfismi u, da una rappresentazione di Af
come somma diretta degli M, ; viceversa data una tale rappresentazione & imme-
diato derivarne una completa.
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COROLLARIO 6.3. Se nelle stesse ipotesi i é decrescente, dette
ji e ji rispettivamente le quaterne (n-ridotte) decrescenti minima e mas-
sima di cui ({n & nanf) é coppia, je i <ji e gli omomorfismi

n n

(3) G (A) D E ()5 G (), EEE

sono una rappresentazione completa di somma diretta 5), naturale.

Dim. Se &€ &, le quaterne j;,j: , 4,4 (cfr. 6.1) sono n-equi-
valenti avendo egual coppia ({ n & 5 n &); la tesi segue allora imme-
diatamente da 6.2 e dalla definizione dei morfismi w (4, III). ec.v.d.

Sulla fig. 3 & facile individuare i sottoinsiemi (n &, npnl e
quindi le quaterne i;,% ,ji,ji . Si pud altresi vedere che le re.
lazioni jgﬁiﬁj’g' possono non essere inclusioni.

III. Diremo che una quaterna n-ridotta ¢ & connessa se =; ha
un solo elemento ; per 6.2, 6.3 il calcolo di & pud sempre effettuarsi
sostituendo ad i quaterne m-ridotte e connesse, decrescenti se i é tale.
Una coppia n-ridotta (£, %) sard detta connessa se le quaterne di cui
& coppia somno tali: cio equivale a dire che la relazione R;, & sem-
pre vera in v

7. Alcune formule per il calcolo di & (4).

I. Sia A un oggetto di O™ (R, w); si & gia visto (efr. 3.1) Vi-
somorfismo naturale :

A a—1A4
(1) Capys (A) = Apnd ~ As

A, + A,

valido anche per complessi filtrati su un qualunque insieme preor-
dinato. Solo per complessi m-upli abbiamo invece :

PROPOSIZIONE 7.1. Per ogni quaterna (a, B, y, d) ¢’¢ un isomor-
Jismo naturale :
_Apyn(dpa,+ d71 4s) 4

(2) Cappo ()= =L bR )

6) Aﬁ_y e A, sono sottomoduli graduati di 4, ma in genere non sottocom-
plessi. I quozienti delle formule (2), (8) sono generalizzati (cfr. nota 1)) ; ordinari
se («, f,7,d) ® decrescente.
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e quindi :

A.gn(Aﬁny—'— d—1 Ag) 6

@ Cotrs ()= = 4y o (4, + L)

)

dove & = (B — y) n wy, & il nocciolo n-esimo della quaterna data. Dim.
al n% 15.

II. Per complessi doppi A in C? (R, w) vale poi la seguente for-
mula (4), in cui intervengono i differenziali parziali d, e d, anziché
quello totale, come nelle precedenti. Viene usato l’ordine traverso
in Z2:

(P9 <) <=>(p=p" & =7

Per esso gli w, sono totalmente ordinati.

TEOREMA 7.2. Sia m = 2, i una quaterna, (£, n) la sua coppia
n-esima ; se £ e n sono finiti e il nocciolo n-esimo ¢ =7, ny é costi-
tuito dal solo punmto ¢, ¢’é un isomorfismo (naturale per mappe di
C?* (R, w)):

q

_ (@', 457" .. B, ~ndy  dydi ... By
(d1 d;ldl oee BT+l+d2d1_l dZ .o ,,1334-1)6
8

e

r

(4) & (4)

dove :
p=Card{a|a€y — P a<c}, = Card{a|atn — I a>c)

(5)
r= Cardf{a|a€l — & a<c), s= Cardf{a|a€l — I a>»c}

¢ Bp=A se h é pari, B,=0 se¢ h ¢é dispari. Se p (risp. q,r,s) €
nullo il termine corrispondente in (4) va sostituito con A (rvisp. 4, 0, 0).
Dim. al n°® 15.

Osservo che una coppia n-ridotta (£, ) tale che { n#% sia costi-
tuito da un punto & connessa; se w & trasversalmente finito { ed
sono automaticamente finiti. In pratica pare che 7.2 (eventualmente
mediante le decomposizioni in somma diretta del n® 6) copra tutti
i casi interessanti per complessi doppi; la formula si pud comunque
estendere ad una qualunque quaterna, cio che non sara qui fatto
per evitare di introdurre complicate notazioni.
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8. Invarianza omotopica dei funtori ¢&; .

I. Una condizione sufficiente & data dal:

TEOREMA 8.1. Sia ¢ = (0, &, , s, a,) una quaterna decrescente
tale che gli antecedenti immediati ") in w di ogni punto di o, (1 < r << 4)
stiano in o,y 5 il funtore & é allora invariante per omotopie di C™ (R, w).

Dim. Siano f,g: A4 —> B morfismi omotopi di ™ (R, w): sono
dati i morfismi graduati s, : A — B di grado — ¢, (1 << h << m) tali
che

f——g:hz*shimtc?hs,,, spdp + dpsp =0 se h3=Fk.
=1

Sia A4’ I'R-modulo differenziale Z-filtrato ottenuto munendo A4

del differenziale totale d e della filtrazione (¥, A),¢z cosl definita:
A se p<<1

1) FpA= 4, se l<<p<4t
' 0 se p > 4.

Analogamente si definisce B’ (le filtrazioni sono crescenti rispet-
to all’ordine opposto al naturale su Z); f e g sono compatibili

m
con la struttura detta; s =23 s,: A”— B’ & un omomorfismo ve-
h=1

rificante :
JS—g=sd -+ ds s(F, A)c F,_1 B

ciod & un’omotopia di ordine << 1 delle mappe f, g : A’— B’, secondo
la terminologia di Cartan-Eilenberg [2], p. 321.
Inoltre c’® un isomorfismo naturale

EH(A) = Im (H (Aqay) As) —> H (Ag, ] Ady)
= Im (H (F,A/F,A) — H (F,A|FA)) =
= Ciope (A7) = B3 (A7)

7y Gli antecedenti immediati di un punto « di Z"™ sono ovviamente quelli
contigui, ovvero i punti a — ¢, (1= h << m).
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La prop. 3.1 del testo citato (p. 321) prova quindi la tesi. c.v.d.
Diremo omotopicamente stabili le quaterne verificanti la condi-
zione detta in 8.1. Per 4.3:

COROLLARIO 8.2. Se i é una quaterna n-equivalente ad una qua-

Py

terna omotopicamente stabile, &i & invariante d’omotopia.

II. Per m = 2 vale una caratterizzazione dei funtori invarianti
&'y che non ho potuto estendere ad m > 2 (per m = 1 efr. n® 4, V):

TEOREMA 8.3. Se m = 2 e la quaterna t={(a, §, y, 6) soddisfa la
condizione :

(On) se (p, @) €(B — 7) o wn allora (p — 1, q), (2, ¢ — 1), (p + 1, 9),
(p,q + 1) stanno in (@ —d)vlw
il funtore & & invariante per omotopie di O’ (R, ). Tale condizione
¢ anche necessaria se Panello R mon é nullo. Dim. al n° 16.

La condizione (0,) verte esclusivamente sulla coppia n-esima
(C,m) di i: infatti ¢ la verifica se e solo se

(0") se a€lamn, i punti di w contigui ad & stanno in L v 1.

Quindi se (0,) & soddisfatta da ¢ lo & anche da tutte le qua-
terne n-equivalenti ad 4, e inoltre se ¢ & n-ridotta anche dalle iz, i
((e &) di 6.1,

IIT. 11 teorema 8.3 non & conseguenza di 8.2: basta conside-
rare la coppia 3-ridotta in fig 4/, che soddisfa (0O’), non & stretta
per 5.2. e quindi (5.3) non & coppia terza di alcuna quaterna de-
crescente ; anche limitandosi a quaterne decrescenti, la coppia 5-ri-
dotta stretta della fig, 4"

4
(9] 3 (|0
2 x| ® 0 2 x[(®|0
X 1 X0
0 0
01 0/1/2|3|4

Fig. ¢’ Fig. 4"
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verifica (O’) ma non esistono quaterne omotopicamente stabili di cui
essa sia coppia quinta 8).

9. Gli invarianti *B27 M7 Ny .
I. Siano p, q interi, r=1, 1 << h << m. Si & visto (n° 3) che:

) +
1 nED T = 0L
dove a =gn(p—r+1), B=0en(P)7=o0cn(p+1) d=ea(p+7);
tali funtori sono quindi (cfr. 8.1) invarianti d’omotopia per r = 2,
come ben noto. Il n® 7 fornisce formnle di calcolo per essij; in par-
ticolare per ogni complesso doppio A di R-moduli:

@) iy = 00 AT AT
((di d3y=1 0 - dy 4)7*

(dy " dyyr—1 A o dyt0)re

(dy A + (dy d;

" P -
(3) —Er (A) - l)r—] 0)p'q

dove (d, d,)>~* A, ad esempio, & un’abbreviazione per
't dy .. dyt d, A

in cui dfl dy sia ripetuto r — 1 volte.

8) Supponiamo per assurdo che esista una tale quaterna (a,f,y,0); (1,3)€
€{ Ca—y, quindi (1,4) € «; (1,4) €y perché altrimenti starebbe in (x — y) N o,
e, essendo contiguo ad (1, 3)€ [, starebbe anch’esso in (; allora pure (2,4)€y e,
per la stabilita, (2, 3)€ f; ma (2,3) € C a —y, onde sta anche in (§ —y) N o, =
={ Ny, il che & falso.

9) Infatti, preso w = Z2 (non si hanno ipotesi sul supporto di 4), si applica
7.2 alla quaterna (a«, 3, ¥, §) considerata in (1) per h = 1, osservando (cfr. fig. 1)
che il nocciolo (p + g)-esimo di questa & il punto (p,q) e che le formule 7. (5)
danno per essa i numeri: 1,2 (r — 1), 2(» — 1), 1.
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11. Ovviamente avendo informazioni sul supporto di 4 le formule
date si possono in certi casi semplificare; se ad esempio 4 & un
complesso (doppio) di cocatene, preso w == N? si ottiene da 7.2:

" S (4) — (dy' 0 A dy’ 00 =3
’ (dy dy dyd; 0y =

III. Sia ora, per m arbitrario, a € w,; detta e =(1,...1) Diden-
tita moltiplicativa di Z™, poniamo :

(5) NS = Copys
(6) Mru == 61(:”,3”}'”5”
dove :

o =(a—@F—1)e—, ' =ua, y)y =(a-+e—, & = (a -+ re—

a" = 6o (@ — re)*), " = b (0 — &), " =0u a®, 8" =
=0u((a + (r — 1) e)).

N, e M, sono invarianti d’omotopia per r =2 (8.1). Le qua-
terne considerate (tutte decrescenti) e le loro coppie n-esime sono
esemplificate nelle fig. 5’ e 5” rispettivamente, per m = 2, v = 72,
r=3, a =(3,4) e, di conseguenza, n="7:

« py &
7 &
X 3 0|0 |
5 x|xj0 r 00
4 x| |0 p_4 x 8]0
x| F) x|0|0
2 x| % o' (o]
1
1] 0
ol1 34 6 0 213 S
Fig. 5’ Fig. 5"

Si puo osservare che le quaterne (a’,p’,y’,98") e (a”, 8", 7",0")

l

sono m-equivalenti rispettivamente a (o/, 8/, &, @) e (w, w,y”, d").
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IV. Sia ora m = 2, a = (p, q). Esaminando le quaterne consi-
derate in (1), (5), (6), si riconosce che ¢’® un diagramma (commuta-
tivo) di morfismi u :

NP — 'BY°
Lo

"EPY — MP?

V. Per un complesso doppio A valgono le formule (ottenute da

7.2):
(8) N29(A) = (@570 n a7 0)poe

((dy dz )1 0+ (dy dy 'y =1 0) 74
9) MET(4) = (4571 dy)—" A (dr” dyy—t A)pra '

(d, A+ d, A)» 1

10. Estensione ad una categoria abeliana arbitraria.

I. Sia o« una categoria abeliana, O™ (&, w) la categoria, ancora
abeliana, degli m-complessi a valori in < e supporto in w: un og-
getto & una famiglia (AC)CEZm di oggetti di o, ove A°= 0 se ¢ ¢ w,
munita di endomorfismi d; di grado e, (1 << h <<m) a quadrato nullo
e commutanti. Si definiscono i?lh come al n® 3.

Supponiamo che w sia trasversalmente finito, oppure < abbia
somme dirette numerabili : si potra allora porre per ogni intero m=:

A= P A°
CE Wy
e ottenere cosi nn oggetto (A%),., di G (A); esso puod essere dotato
di un differenziale (cioé endomorfismo di grado 1, a quadrato nullo)

d
d cosi definito: 4» — A*t+! & determinato dai morfismi

k=1,
Z dh : Ac —_— A"+1, cE Wy
m

dove d; & la composizione

iniez.

dp,
A —s A°Fer TN gnt,
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Infine una Q-filtrazione crescente (A.).co del complesso semplice co-
struito si ha ponendo :

Ay = (AD)ney, dove A7 = D 4,.

cean wy

Quindi, nelle ipotesi dette su w od &, & definito il funtore contra-
zione di O™ (oA, w) nella categoria dei complessi Q-filtrati a valori in
A, e di conseguenza, per 1, VI, a), il funtore € su C™ (A, w).

II. Quanto detto in questa II parte per GF si pud ora estendere
ad «{, in alcuni punti per traduzione immediata, ma soprattutto fa-
cendo ricorso al teorema di immersione piena di Freyd-Mitchell (cfr.
[7], teor. 7.2 p. 151).

’lt;' ’l)l
Per 6.2 si conviene che una famiglia M;— M — M; (i€ A) di
morfismi in ¢ e una rappresentazione completa di somma diretta se :
@) v, u; & isomorfismo se 1 = u, nullo se 13=pu

)
b) (M; — M & una rappresentazione di somma diretta.
Se A e finito la condizione b) pud sostituirsi con:

b") 2wy v, =1y, dove vy = (v, w))"1 ;.
Aed
Osservo infine che la prima condizione di 3.2 dovra essere

seritta :
AGad—r AFTIA @AY v AY) c dAYT v A
poich® qui non si pud confrontare ad es. Ay, oggetto di of, con

As= (A%, oggetto di G (). Modifiche analoghe per il resto di
3.2, ete.

PARTE III. — DIMOSTRAZIONI

11. Dimostrazioni dei numeri 1 e 2.

LeEMMA 11.1. Nella categoria abeliana < sia dato il diagramma
commutativo :
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45 B
1o ]s
(1) ES 0L D

\y2
Fr

con riga e colonna esatte e nff = 0. Allora la sequenza :

(2) 0 —>Im fo.—> Im f—> Im yf — 0

dove ¢ & Uinclusione ¢ y’ é indotto da y per restrizione, & esatia.

DiuM. Per il metateorema 2.8 di [7], p. 101, basta provare l’as-
serto per o = G, categoria dei gruppi abeliani.
Decomponiamo ¢ = fa, $, v = pf nelle fattorizzazioni :

ASImes 0, BLmp e, BS ImoSs D
Che ¢ sia mono e »’ epi & ovvio; inoltre y’ ¢« =0 perché:
'y w0 =pfa=yed=0

e o’ & epi, " mono. Resta da provare che Kery’ c Im .= Im fa.

Sia c€ Ker y’ c Im f < O : sara ¢ = b, b€ B, e poiché yc=yp’c=10
si avra pure ¢ =ce, ¢ € F; allora (e = nse =nc=nfb=0 perché
nf = 0 per ipotesi; per lesattezza della colonna esiste a€ A tale
che ¢ = da. e quindi:

¢ = ¢ = e¢da = Paa € Im Pa.
c.v.d.

Il lemma generalizza il lemma 1.1 di Cartan-Eilenberg [2], p. 316

(porre E=A4,0 =14, F =0, { = n =0), e facilita molto la seguente
dimostrazione.

DIMOSTRAZIONE DI 1.1. I primi tre assiomi ed il sesto sono
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ovviamente verificati da €. (SP. 4) & provato in ogni dimensione n
dal lemma 11.1 applicato al diagramma (a valori nella categoria
abeliana {):

u uy
H™ (y,2) — H" (B, z) — H" (a, %)

iu iuo K u,

H" (y, 0) — H" (@, 8) — H" (x, y)
id K d,

H»+1 (6, %)

(i morfismi supplementari u, , u, provano che: d, u, = (d, u,) u; = 0).
(SP.5) si ottiene «incollando » per ogni intero n le sequenze
esatte :

u 2
0 —> Eoppe —> Capys — (Dﬁ;;l;; — 0

u
0 -+ Dt —> Emid — i — 0

(per Dgys, ofr. n° 1, VII) che si ottengono applicando il lemma detto
ai due diagrammi :

H" (B, %) —> H" (B, ) — H™ (f, 7)
u d
H" (a, %) — H™ (2, ) — H™T (p, %)
\L” K u
H* (oxy 13)

d u
H"(B,0) — H™1(8,4) — H"1(, »)
AR b, K
H"(8,y) — Hrt! (y, %) —> H™1 (8, %)
la K u
Hn™+1(y, d)
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Si osservi che, per (OP. 3), le immagini delle composizioni
K da ,
H™(, 8) — H" (a, y)— H" T (y, %)

a u
H"(p,6)— H"1 (0, y)— H™! (y, )
sono entrambe CDZ;';L . c.v.d.

Passiamo ora al n® 2.

LEMMA 11.2. Dato il diagramma a valori in o :
A B
RN 4
B
/y PN

©)

C D

con diagonali esatte e fo = 0, c’é un tsomorfismo

HA B L By msy

naturale per traslazioni del diagrammae (3).

Div. H (A > B-Ls B)= Ker f/Im o = Imy/Kers per Vesatterza
delle diagonali; c’® uno ed un solo isomorfismo (Im y/Ker 6) — Im dy
che rende commutativo il diagramma :

&
Im y — Im Oy

(4) L
Im y/Ker §

dove §’ & Vepimorfismo definito da J per restrizione e » & la pro-

iezione canonica. Inoltre ogni traslazione di (3) da una traslazione
di (4) e quindi anche dell’isomorfismo detto. c.v.d.

DIMOSTRAZIONE di 2.1. Che la composizione gia nulla risulta
dal diagramma commutativo :

d
60;/376 6y5u1 Culuv

S

d d
C‘aaaa 6aaul énl‘uv
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Supposto («, f, y,0) e (x, 4, u, ») decrescenti, consideriamo per ogni
intero » il diagramma in of

—1 1
62ﬂ76 \d d/ C:}._i-w
é";l&ul
A AN
C;L(Su‘u “ “ 6?&41

per 11.2 e (SP.5) ¢’ un isomorfismo naturale :
n—1 @ n d n--1 n U on
H (Cagys — Cysin —> Canr) = I (Epsup—> Epsa)
e, sfruttando il diagramma commutativo :

u/ u// n
6’;’1'6%;4 — 6;6;(,4 _>(S Bl
| vt

dove u’ & epi, u” mono (2,1, ), si ha la tesi. c.v.d.

12. Dimostrazioni del n° 4.

Sard utile per questo numero e per i successivi notare che se
A€Wy, bEw, €a<ballora n<n; sea<<b<c¢in w, v w, allora
a€wy,_1,b€wy,,cEw,y e tali punti sono contigui ; ogni sottoinsieme
di w, & localmente chiuso in w.

DIMOSTRAZIONE DI 4.1. Siano i, =4, i, =j,i3 =17j, i, =1 vj,
e per 1 <<r<_4:

iy = (5 Br y ¥r 5 Or) = (Br — 7r) " 0n
L= (ar — 72) " wp Nr == (fr — 0s) ®
(Cry nr): coppia n-esima di 4, .
Per ipotesi {; = {,, 0, = n,, (¥, = J,). Quindi, essendo :

’93_—‘(‘31“/92_71“72)““’7“ '94=(.31U132—71U72)"wn
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si ha:
F =0 0ty =B —r)n By — 1) n 0wy, 9,

191 :—-"'91 Uﬂg Z((ﬂi - 71) U(/Sg h 72)) N wy 2 03704

cioe ¥, = ¥, = 93 = ¥, ; chiameremo ¢ tale sottoinsieme.
Proviamo che {, = {3 = {,, sfruttando le relazioni di immediata
verifica :

linlscls, SRS IE=NEPIOR

Si deve provare che se (a,) .,.; & una spezzata di w, avente a,€J,
e ¢ & linsieme dei suoi punti, allora:

pcl<—>pci<—>9pc{,.

Ora:({, clinls 3,8 quindi ¢ <, implica ¢ c(;,(,, ovviamente.
Viceversa sia ¢ c {; (risp. {,) e proviamo che ¢ c{, per induzione
su ;; se r=20 cid & ovvio; supponiamolo vero per r—1=>0e
proviamolo per r: per Pipotesi d’induzione ¢ — fa;} cCyy e az €8
(risp. {,) che & contenuto in {1 v s essendo a; contiguo ad a,_, €
€f, ={, ne viene che a-€{, = {,, e quanto affermato & vero.
Leguglianza 5, = %3 = 7, 8i prova in modo analogo (cambiare
¢ con u,, L, con u,, w, con wy). c.v.d.

DIMOSTRAZIONE DI 4.2. Sia i = (a, f, y, 8), j = (a’, §’, 7/, 6"), (&, 1)
la coppia n-esima comune di ¢ e j, 9 = a4y il nocciolo n-esimo.
Per 3.2 e sufficiente provare che:

a) Ajn(ddy + Ay) cdA, + 4,
b) Ay ad=' Ay c(Apnd=' Ag) + A,.

Proviamo a). Sia € Agn (dA. + A,): allora ¢ = y 4 dz dove
y€Ay e z€ Ay '; poniamo inoltre :

=22 (supposto : o (2') =0 (2) n ()
ael

onde x =y + d (2 — 2’) + d2’, dove dz2’ €dA,, e basta provare che
y+de—=2)€Ad,.Silaaco(y+ d(z— 2’) e supponiamo per assurdo
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che a¢y; ci sono due casi,
— Se a¢f allora x* =0 e quindi:

(2’ = —(y+dz—2) =0

deve percid esistere un antecedente immediato”) b di ¢ in ¢ (')
c{ ca; allora anche @, maggiore di b (in w) sta in «: a€(x — p) n
n w, , ed essendo a contiguo a b€ sta anch’esso in {:a€l ca’— v’
allora y®* = 0 e quindi (d (2 — 2’))* =& 0 : esiste percio un antecedente
immediato ¢ di « tale che (2 — 2’} 3= 0. Ora: c€o(z —2')co(?) c
coa'nwy_1, € c¢y’ perché ¢<<a€lca”—y’: di conseguenza
c€(a’ — y)" w, ed essendo ¢ contiguo ad « €{, ne viene che c€(,
assurdo perché c€o (2 — 2’).

— Se invece a €8 si ha subito a€ (8 — y) n w,=9c {, cioe a €
e P’assurdo si prova come prima.

Proviamo b). Sia #€ Ap n d—' Ay : posto

y=2a"
acy

x—y€A, perché se a€o(x)e ady” alloraa€(f' —y)nw, =3 c1.
Basta quindi provare che y€ Az n d—! As per avere la tesi. Ma y € A
perché o (y) =o0(x)ny cf; sia a€o(dy) e supponiamo per assurdo
che a ¢ 9.

Poiché (dy)® == 0 esiste un antecedente immediato b di e in
o(y) cn < B; allora anche a, essendo maggiore di b in w, sta in f:
a€(f — )™ wyy e, per la contiguita di a con b€y, a€n. Sia orac
un qualunque antecedente immediato di a, e proviamo che x°=y°;
se x°=0 cid & ovvio, per cui si pud supporre c€os(x) cf’; ma
¢ << a¢d quindi c€(f” — 8’) " w,; poiché poi ¢ & contiguo ad a €,
ne viene c€y e x°=y°, come volevasi. Allora (dx)* = (dy)® == 0,
quindi @ € 8" perché per ipotesi x € d—1 A5, e cio & assurdo perché
a€ncp —o§. c.v.d.

13. Dimostrazioni del n. 5.

DIMOSTRAZIONE DI 5.1. Sia («, f,y, 6) una quaterna, (p,y) =
= (& — y, # — 0) la sua coppia: @, v sono allora localmente chiusi
in we:

19
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tap=@—yraB—0"cluy)fnf=8—y=@ay

Viceversa supponiamo che (g, y) verifichi a) e D), e definiamo
la quaterna i’ = (a’, f’, y’, 6’) come in 5.(1):

W =quy f =y =a —¢" &= —(poyt*
la coppia di tale quaterna & (p,y):
o —y = — (@ — M) =o' ng*=(prg")V(yng*)=
=g@u(pny)=1¢p
pr—06=p—FB —(@ep)=4pFnlpvy)=
=apho(ay)=(rpvy=y

onde (@, w) & ammissibile; se poi @ =(a,f,y,0) & una qualunque
quaterna avente per coppia (¢, ), i’ c i perché:

chf=24§
Y=o —¢g*ca—p=a—(a—y) =y

8 =p —(puyfcp—yp=4—(B—08=2

<

A=gpuyca=a g =

Dimostrazione analoga per la quaterna massima. L’ultima affermazione
¢ pressoché immediata sfruttando le condizioni @) e b). c.v.d.

DIMOSTRAZIONE DI 5.2. Sia (a, 8, y, §) una quaterna decrescente,
(@) = (& — p, f — J) la sua coppia : allora ¢ L y coincide con o — 9,
che & localmente chiuso in w. Viceversa sia (¢, w) una coppia am-
missibile econ ¢ v y localmente chiuso in w, e definiamo la quaterna
decrescente i’ = (a’, f/,y’,0’) come in 5.3); come visto in 5.1,
o/ — 9" = @ ; inoltre sfruttando le condizioni a), b) di 5.1:

pr—o =@ —(p—p)")— (@ —(puy)¥) =
= (' n(puy)*)— (¢ —yp* =(puy) — (¢ — p)* =

=y —(@—y
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ma :
(@ —*=(p —(@n)*=(p — @*n )* c(p* — ) =
=¢*—ycly

quindi f’ — 6’ = v, e (@, ) & ammissibile; se poi («, 5, y,0) & una
qualunque quaterna decrescente avente coppia (@, ), abbiamo «’ c
ca,y’cy (per 5.1) e:

=0 —(@—y*ca—(—p=4
=0 —(poy)*ca—(a—>3J =24 e.v.d.

DivosTRAZIOME DI 5.3. Sia ¢ = (a, §. y, 0) una quaterna, (£, )
la sua coppia n-esima : essa & ammissibile per ’ultimo asserto di 5.1 ;
per 5.2 resta da provare che se i & decrescente { vy & localmente
chiuso in w : siano a, b€y, ¢€w, a < c¢ < b: 8i deve provare che
c€l oy n. Poiché ( vy cw,vw, itre punti sono contigui e a € w,_,
C€w,, bDEwpyr; quindi u€f ca—y, b€y cf— J e di conseguenza
c€(e—d8)n wy; ma (x — 0) = (& — y) V(B — 6) perché ¢ & decrescente,
per cui a sta in [ oppure in 7. c.v.d.

DIMOSTRAZIONE DI 5.4. Sia ¢ una quaterna, ({,#) la sua coppia
n-esima. Se i, = (a,, f,, 7y, 0,) & una quaterna avente per coppia
(¢, ), il nocciolo n-esimo di 4, &

Bo—ro)nwn=Connw,="Cny

cioé quello di ¢; se ne deduce facilmente che la coppia n-esima di
i, & proprio (£, n), ciod i, & n-ridotta n-equivalente ad i. Il viceversa
¢ immediato. Che esistano di tali quaterne (e che ne esistano di de-
crescenti se ¢ lo &) & affermato da 5.3. L’ultimo asserto segue da
5.1 (risp. 5.2). c.v.d.

14. Dimostrazioni del n° 6.

DIMOSTRAZIONE DI 6.1. Sia ¢ una quaterna n-ridotta, ({, ) =
= (e —y,f —0) la sua coppia, £€5;: ({né&nn& & ammissibile
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per 5.1; proviamo che & n ridotta (5,II1). Sia a €{ n & esiste allora,
per definizione di coppia n-esima, una spezzata v = (d,)y<,<; di punti
di £, con ay€d e «;=a; i punti di = sono Ryequivalenti, quindi
a € £ implica che t sia contenuta in £: ne viene a Rynzay, @y €9 n =
=(Cnénnnd; analqgamente si prova che 5 n& & il saturato di
0% per R, :.

Sia ora i’ = (a’, f’,y’,6’) la minima quaterna avente per coppia
(Cn & nné), e proviamo che i’ c i sfruttando 5.1: ;

— W =((lndupnl))=iéca F=@mndcp

—y=a'—(Cn&f =&— (n&* & contenuto in y perché se
aEE—yca—y:Z esiste beg b=<a; quindi b€a—y=7_ ed
essendo { < w;, , o il punto a coincide con b€{ n & oppure a & con-
J tiguo ad esso, il che porta ancora ad a €l né.

— 0 =pf —((lab)u(naé&)*=(nné&— — & & contenuto in J,
come si vede con ragionamento analogo al precedente.

Dimostrazione simile per la quaterna massima. Supponiamo in-
fine che ¢ sia decrescente e proviamo che la coppia ammissibile
(§ n & mné) e stretta ;: per 5.2 cid equivale a dire che ({né)v(nné)=¢
¢ localmente chiuso in w. Siano a,b€&, ¢c€w, a<¢c< b e proviamo
che c€ & poiché fclfuvycw,Yw,, i tre punti sono contigui e
GEWy_1, CEWy, DEWyyy: allora a€l=a —y,bEyp=F—0 e cE¢
€(x —d)={_vqy; quindi ¢ sta in & per la contiguitd con « e b.

c.v.d.
DIMOSTRAZIONE DI 6.2. Per 6.1 abbiamo i morfismi w:
n ué n ;’ 2w (=4
Cu(d) = & (A)— & (4) £ e€ 5,

la cui composizione & il morfismo « tra i termini estremi; quindi:
se £ = ¢, essa & un isomorfismo per 4.2 (i; e i’ sono n-equivalenti per
loro definizione), mentre se & ==¢, & nulla per 4.5 (i noccioli n-esimi
di i:, ¢, sono rispettivamente 9 n & 9 n e; ma £ ed ¢ sono disgiunti
come classi di equivalenza di { v #).

Resta da provare che 3: Im u: = & (A); posto it = (g, Py Ve Oc),
abbiamo per 3.1 un diagramma commutativo :
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u.’

6’; 4 —— 5 4

| |

A;;LE nd! A(sé_ Ug }1,3 nd-t 4

Ay adi ToaAr+ dA’;—
Poiché :
Se(Ag nd™1 As)
2 1mu§= s nﬁ}’: prym €
fes Al dA”

¢ sufficiente provare che:

Ajed=14Asc 3 (Apnd=tAy) + 4, + d4,.

el
Sia v € Agnd~1As, e per ogni £€ 5; poniamo:

= 2 a%, &' = 2z x:.
aeé
PoichéEU_;t =fvunpo@—a)co@ —ycp—(f—0J) =9, quindi x—
[F<F
— @’ €4,, e resta da verificare che ;€ Ag. o d™! Ay, (per ogni £ € )
per avere la tesi; si noti che, essendo o (x) finito, solo un numero
finito di @z sono non nulli.
Anzitutto ;€ Ay, perché :

o@s)=o@néchfalt=pP—0né=nnl=p:—d:cf;.

Sia ora a € ¢ (dx;s) e supponiamo per assurdo che a ¢ d; ; di conseguenza
esiste un antecedente immediato b di a, che sta in o (x;)c f; : allora
@ >b (in w) implica a € fz; per ipotesi a§d:, quindi a€ s — ;.
Detto ¢ un qualunque antecedente immediato di «, proviamo che
w; =a‘; se x° =0 cido & ovvio, altrimenti c€o (®)c f e c¢J perché
c<a, ed a stain n°écf—0: allora c€8— 0 =1, ed essendo
contiguo ad a€n " & sta anch’esso in £, onde xf = #°, come volevasi.
Ne viene (dz)* = (dxz)* == 0, quindi a€o (dw)c 0 (perché xed—! 4,),
assurdo perché a€ynn &c f— 0.

La naturalezza della rappresentazione & ovvia, trattandosi di
morfismi . c.v.d.
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15. Dimostrazioni del n. 7.

DIMOSTRAZIONE DI 7.1. Per 3.1 abbiamo un isomorfismo natu-

rale :
Agnd 1A Agnd—14,)+ A
Eapys (A) g0 s (Ag 8) Bny

A, +dA, 4,+dA,
e, per la modularita del reticolo dei sottomoduli di A4 :

Apo(Apn, + d ' 4y)
A, + d4,

6aﬂyt§ (A) ==

Basta allora provare la biiettivita dell’omomorfismo (indotto
dalle inclusioni) :

Apyn(Apny+d1 Ay  Apn(dgn,+d7" 4y
Apy o (4, + ady) A, + a4,

Esso & iniettivo perché :

(Ay_y o (Apny+ @=1 Ag) (4, + dd)c dsyn (A, + dd).
B suriettivo perché :
(Ap—y 0 (dpny + a1 4y) + (4, 4 dA,) D
D (Apyn(dpn, +d71 Ay) + Ay =
= (dpy+ Apnp) a(Agn, + A1 Ay) = Agn (dgn, + d—1 4y cvd.

DiMoSTRAZIONE DI 7.2. Posso supporre ¢ n-ridotta (5, IT). Poiché
Ay = A°, per 7.1 & sufficiente provare che:

» q

o — O atp—

a) (Appy+ a1 Ag) = (d1d d? ... By " d!

r 8
b) (A, 4 dAoy = (@, d51 dy oo Brps + dy A7 d, oo Boya)

Dimostriamo ). Siano ¢, = ¢, e (ricordando che ¢, = (1,0),
6, =(0,1)):
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0y =0 €, Cg=0C — €y, Cg="Cy €, C, =105 — €, ..
C1=C €, cy=Cg1—e€, C3=CsF €, CCag=C_3—€,..

Lissendo ¥ = {¢},n — & = (B ~ny) — & & costituito dai punti ¢;, per
—p<<t<q e t=F0. Indichiamo inoltre con p e q le parti intere
di p/2 e q/2.

Sia ¢ un elemento del secondo membro della a): cid equivale
a dire che x € A° ed esistono @, € A (—p <<t<"gq, ¢t 4= 0) tali che,
posto x, =, si abbia:

(1) dymy=dy %y, per —p<<t<gq
(2) d_2 x_-=0 se p & dispari
(3) dy, o =0 se ¢ & dispari.
Posto :

q
r=2 (—- 1)” Xy
-
o (x — 2z) & costituito al pitt dai punti ezt (— g<<t<p,t=0)quindi
& contenuto in y — ¢ e ¥ — 2 € Ag,,; basta allora provare che dz € A;
per avere x € (Adgn, |+ d=1 As). Per (1) & facile vedere che:

de = (— 1)1d; o 4 (— )P dy w_j.

Ora : dngEA,; perché se ¢q & dispari d—iwg =0 per (3), mentre se
q = 2q il suo supporto & costituito al pid dal punto ¢4 = ¢,
+ e, > ¢ €pf — &: allora ¢,y sta in fulbw, e poiché non sta in
f — 6, sta anche in 0 v w, e quanto asserito & vero. Analogamente
si prova che d, _;€4,.

Viceversa sia x € (Agn, + d—' As)°: allora de € dAzq, + 4, , cioe
dv =1y + de, y€ Ay, 2€ Agp,. Possiamo supporre o(2) cbd perché
altrimenti si sostituisce 2z con 2’ =32 e ycony =y -+ dlz —2’):
infatti 2 — 2’ € A; e quindi anche yﬁEEaAa .

Poniamo vy =z e:

Xy = — (— 1)t 22 per —p<<t<<gq,t==0
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e verifichiamo che gli x; soddisfano le condizioni (1), (2), (3). Seg=1:

(4) d, ®, = d, @ = (do)r =y + d, 2° + ‘iz 21 = dyen = Ezwl

(infatti ¢, ¢ & perché ¢ = 1 mentre y€ As;; c€f —y mentre z€ 4,).
Analogamente, se p > 1:

(5) dyxy=d, _; .
Sia ora —p —1<<2t<<q—1,t=F0,t54=—1:
(dz) 21 = (dp)2t+1 — Y2+ = 0
come si vede facilmente ; quindi :
(6) dywy = — (— 1) @ (%) = (— 1) dy (2°204?) =
= — (— )G, (26H)) = d, @y, per —p—1<<2t<<qg—1,t=0,t4=—1.

Da (4), (5), (6) si deduce immediatamente (1); (6) implica pure (2)
e (3), perché se q & dispari: g =2¢-+1 e

di xa = dz ‘7/'(}_’_1 == (-——— ])q d2 ZCQ+1

e ¢gt1 sta in dul w (se ¢ & dispari) come gid visto, mentre o (2)
contenuto in §é; cid prova (3); discorso analogo per (2).
Il punto b) si dimostra in modo simile. c.v.d.

16. Dimostrazioni del n. 8.

DIMOSTRAZIONE DI 8.3. Siano A, B oggetti di C? (R, w), e s,
851 A— B omomorfismi di gradi (— 1,0), (0, — 1) tali che:

81(_1_2—.—07281=8251+5182=0.
D=s, Ei —}—a 8 —}—3232—{—52 s, ¢ un morfismo di A in B (di grado

(0,0)) e si deve provare che D, = C,4s(D) & nullo. Per 3.1 ¢’& un
diagramma commutativo :
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62/{76 (A) —D*——) ézﬂyé (B)

Aan—l Ao Dl B’ﬂ}nd—l B,
A7+ ads™ By +dB;™

e quindi basta verificare che I)(Aj;n d—! As)c B, + dB,.
Sia 2 € Af nd=1 As: Dx:sloflw+(fislw+szd’l-2w+d—232x,
e:
1) sydyotd so= 3 (84 d @P=14 4 d, 5, &P 0-1),
(p,g)ew

Distinguiamo due casi:

o (p—1q9 e (pqg— 1) non stanno in o (x) — y: in tal caso
s, dyx?=12 e d, s, g7 7~! stanno in B,.

b) (p—1,9) o (p,qg—1) sta in o (x) — y; consideriamo la
relazione :

8y d, xp—11 4 d, 8, P91 = (s, d, xP—19 | 5, d_2 xp -1y |
+ (dy 8, 00171 4 dy 8y @07 ) = 5, (da)P 4 4 d (5, 2297,

Ora: o (@) — yc(f —y) » w, perché wxe Ay; sfruttando quindi la
proprieta (0,) soddisfatta da («, 8, y, ) si ottiene che (p,q)e (p — 1,
g —1) stanno in (x« — d)vlbw perché (p —1,¢9) o (p,q—1) sta
in (f—9y)nw,; di conseguenza (dx)»7=0, essendo dre€ds, e
a(s, ®»9-1)edB,. Cido prova che s, d, x?—17-d, s, a? 1€ dB,.

In definitiva tutti i termini della somma (1) stanno in B, o in
dB,, e essa sta in B, 4 dB,.

Analogamente si prova che

sz@w -+ 67282:0: 2 (820?2{01"4—1 + &;szwp—liq)
(Pr@ew

sta in B, + dB,.
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Per la necessita : se la quaterna ¢ = (a, f, y, 6) non verifica (0,)
esistono un punto ¢€(f — ) n w, ed un punto b contiguo ad a,
b¢(x— ) ulbw: due casi possono darsi. Se b & un antecedente im-
mediato di a: b =a — e (1 <<k <m), allora b§y e quindi per la
ipotesi b€ w — o ; costruiamo il complesso A di €% (R, w) ponendo

d
As= A" =R (A5 A% =1,

e nulli gli altri dati; un’omotopia (sp);<p<m di 4 in 8é si ha ponendo

o
(Aa' —> Ab) =1z
e zero negli altri casi. Si vede facilmente, ad es. con 3.1, che
Et(sd 4 ds): EF (A)— EF (4)

¢ il morfismo identico di R, non nullo se R non lo é.
Se b ¢ un successore immediato di « si costruisce un analogo
controesempio. c.v.d.
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