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MÉTHODES D’APPROXIMATION
DES SOLUTIONS DE CERTAINS

PROBLÈMES AUX LIMITES LINEAIRES

ALAIN LUCIEN MIGNOT *)

PARTIE 1

1 ntrod uction.

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier certains types
d’approximation des solutions de problèmes aux limites stationnaires
et d’évolution.

Les Chapitres I et II sont consacrés à l’approximation de la

solution de problèmes aux limites elliptiques par la méthode du « do-
’1naine auxiliaire ». Le principe en est le suivant :

Soit A un opérateur différentiel linéaire elliptique d’ordre 2n2

dans un ouvert borné Q de de frontière F supposée régulière.
Nous cherchons à approcher la solution 1t de :

(conditions aux limites) .

Nous remplaçons le problème (P) par une famille de problèmes (PB)
(E &#x3E; 0 petit) du type :

(Pe) 
dans un ouvert D contenant Q

Yi u, = 0 sur S frontière de D, j = 0, 1 1 ... , Ili - 1

*) Thèse de doctorat es sciences Mathématiques soutenue le 14 Mars 1967

à Paris.

Indirizzo dell’A. : 28 rue de :Fontenay 94-Nogent (Francia).
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où A, est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2 1n dans D qui
prolonge A à D, est la trace d’ordre j de u, sur S. Les coef-
ficients de Ae dans le auxiliaiî-e » 1&#x3E; - f) sont choisis à

partir de A et des conditions aux limites de (P). Pour certains choix
(non limitatifs) de Ail on montre la convergence restreinte à Q

vers u, solution de (P), quand e tend vers zéro. Dans certains cas

on obtient l’évaluation de l’erreur : - 2~ - 0 (~ é).
Au Chapitre II nous donnons des applications pratiques de cette

méthode sur quelques problèmes simples. Nous avons résolu direc-

tement les problèmes (P) et (PE ) par la méthode variationnelle des
différences finies et comparé les résultats obtenus pour plusieurs
choix de l’opérateur Ae.

Les Chapitres III, IV, et V concernent les équations d’évolu-

tion linéaires du premier et du second ordre en t dans un domaine

cylindrique et non cylindrique.
Le Chapitre III traite des problèmes mixtes pour les équations

paraboliques. Soit A (t) une famille d’opérateurs différentiels linéaires
elliptiques d’ordre &#x3E; 0. Nous cllerchons à approcher la solu-

tion it (x, t) de :

Au paragraphe II nous supposons que le domaine D (t) est indé-
pendant du temps t (Q (t) = ,5~~ t ~ 0) et nous généralisons la méthode
du domaine auxiliaire à ce problème. Le principe de construction est
semblable à celui énoncé pour les problèmes stationnaires ; on est

ramené à la résolution d’un problème de Dirichlet parabolique dans
un domaine D contenant ,5~.

Nous en démontrons la convergence lorsque A (t) est un opéra-
teur d’ordre deux et (P) un problème mêlé.

Nous considérons au paragraphe III le cas d’un domaine non

cylindrique (S~ (t~ variant avec t). Nous associons d’abord à (P) un
problème variationnel faible dont nous démontrons l’unicité de la
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solution. Nous en construisons quatre procédés d’approximation dont
chacun d’eux nous fournit à la limite une démonstration de l’exis-

tence de u. Le premier, par la méthode du domaine auxiliaire, nous
ramène à la résolution d’un problème parabolique dans un domaine
00 arbitraire contenant ,S~ (t) pour t e [0, T], T positif fini, en prolon-
geant l’opérateur A (t) à co. Le second, qui est une généralisation de
la méthode de Galerkin classique, revient à approcher u (x, t) comme
combinaison linéaire de «fonctions de g~~ (x, t) : um (x, t) =

m

les ui (t) sont alors solutions d’un système 
i=1

équations différentielles linéaires d’ordre un. Une idée semblable est

utilisée dans SATHER [18] pour les équations de Navier-Stokes.

Le troisième procédé est une généralisation de la méthode variation-
nelle des différences finies, pour un domaine non cylindrique. Nous
donnons une définition de la stabilité des schémas introduits ainsi

que la démonstration des théorèmes de stabilité et convergence as-

sociés, analogues à ceux énoncés dans RA VIART [15] pour les pro-
blèmes cylindriques. Enfin un dernier procédé consiste à utiliser la
«régularisation elliptique », cf. LIONS [10], 12~, qui nous ramène à
la résolution d’un problème aux limites elliptique dans le domaine

(Q (t), t E [0, T]).
Nous avons fait la même étude au Chapitre IV pour les équa-

tion d’évolution linéaires du second ordre en t du type :

Nous avons d’abord construit la méthode du domaine auxiliaire

lorsque il (t) est indépendant de t, puis les trois premiers procédés
d’approximation analogues au chapitre III, quand Q (t) varie avec t.

Au Chapitre V nous avons étudié numériquement sur quelques
problèmes simples, les différents procédés d’approximation des pro-
blèmes paraboliques dans un ouvert non cylindrique. Une étude
comparative de ces méthodes a été faite sur un problème plus élaboré.
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Il résulte de cette étude que la méthode du domaine auxiliaire est

la plus avantageuse: sa construction est simple et elle donne de

bons résultats pour un temps de calcul peu élevé. La méthode de
Galerkin est surtout applicable en dimension un où elle est très

efficace. La méthode variationnelle des différences finies, de construc-
tion assez délicate mais très rapide, donne une précision médiocre

surtout au voisinage de la frontière de il (t). Enfin la régulari-
sation elliptique qui fournit généralement de très bons résultats,
nécessite la résolution d’un gros système linéaire d’où un temps de
calcul très long.

Je suis heureux d’exprimer ici mes remerciements et ma profonde
gratitude à Monsieur J L. LIONS qui m’a suivi et orienté au cours

de mes recherches. C’est grâce à ses conseils que j’ai pu mener à

bien ce travail.

Afin d’en faciliter la publication nous avons divisé notre tra-

vail en deux parties. La seconde partie, comprenant les Chapitres
IV et V, fera l’objet prochainement d’un autre article dans cette

meme revue.

Les essais numériques figurant dans ce travail ont été effectués
sur les machines IBM. 704 puis CDC 3600 de l’INSTITUT BLAISE

PASCAL.

CHAPITRE I

APPROXIMATION DE PROBLÈMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES

I - Plan général d’étude : t

Etant donné un opérateur elliptique A dans un domaine Q, de

façon générale, nous nous proposons d’approcher les problèmes aux
limites de type suivant :
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Nous dirons que (l’) est problème initial ». Au problème (P)
nous allons associer une famille de problèmes (Pe)? dits « problèmes
approchés », résolus dans un ouvert D contenant Q, dont la solution
Us approchera, en un certain sens, la solution it de (P). Pour cela nous
construirons des opérateurs A, prolongeant A à D et considérons :

où f est le prolongement par zéro de j à D, et rj la trace d’ordre

j de uE sur S: 

Dans un premier stade nous décrirons notre méthode lorsque A
est un opérateur elliptique d’ordre 2, avec des conditions aux limites
homogènes de type Dirichlet, Neumann ou mêlées.

Puis nous montrerons comment on peut généraliser ce procédé
à des opérateurs d’ordre 2m (1n &#x3E; 1). Nous donnerons les résultats

obtenus en prenant A = d2, l’opérateur biharmonique, avec différentes
conditions aux limites.

Toute l’étude qui va suivre sera basée sur la formulation varia-
tionnelle des problèmes traités (voir [7]).

II. Espaces utilisés et notations:

Soit 0 un ouvert de I~n de frontière r assez régulière. On appelle:
lf) (Q) : l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à sup-

port compact dans ~.

T)~(D): son dual qui est l’espace des distributions sur 0. [20].
.L2 (Q): l’espace des fonctions de carré sommable sur S~ muni

de la norme :
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où

les dérivées étant prises au sens des distributions sur Q, [20].
Les espaces Hnt (É2) (de SOBOLEV [21]) sont des espaces de Hil-

bert munis du produit scalaire :

Notation:

H;n (Q): l’adhérence de Cf) (Q) dans Hm (Q) pour la norme çi
dessus

H-1n (!J): dual de (~).

pour la définition de Hl’, »i non entier), où est la trace d’ordre
dîtj

j de u sur F = 
et lapplication

= y 2c, Il M ... , y,n-i ul est linéaire continue de H- (Q) dans
m-1 i

2 (F), surjective et de noyau 
j=O

1-2: Si Q est un ouvert très régulier [8] on démontre
qu’il a la propriété de m-prolongement c. a. d. : pour tout u E llm (D),
il existe une application linéaire continue P de H1’ (~2) dans 
avec 0 C r ~ m,, telle que :

Pu = 2~ presque partout sur ,5~. ([7])
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III. Formulation variationnelle ~3u « problème initial » : :

A l’opérateur A et au problème (P) nous faisons correspondre
le triplet (u, v), L (v)~ oû :

TT est un espace de Hilbert.

a (u, v) est une forme sesquilinéaire continue sur V X V,
c’est. à -dire:

L (v) est une forme anti-linéaire continue sur V, (correspondant
au second membre).

Le problème variationnel associé à ce triplet s’écrit :

PROBLÈME I-1 : Trouver u E V tel que :

(1-1) a (u, v) = L (v) pour tout v E V.

DÉFINITION I-1 : 1 Nous dirons que est P-ellipti que si :

(1.2) Re a (v, v) &#x3E; pour tout v E V, oc &#x3E; 0.

On a alors le :

THÉORÈME I-1 : -. Si la forme a (u, v) est Y-ellihtique, le problème
1-1 admet une solution unique [7].

Pour chacun des problèmes variationnels associés à (P) ou (Pe)
nous vérifierons les hypothèses suivantes :

Hypothèse .HO : a (u, v) est une forme sesquilinéaire continue sur

Fx TT.

Hypothèse Hl : a (~u~ v) est V-elliptique.

Hypothèse H2: L (v) est une forme anti-linéaire continue sur V.

Hypothèse H3: a (u, v) et L (v) ne contiennent pas d’intégrales de

surface sur h, frontière de S~.

Tous nos résultats s’appliqueront si g3 est vérifiée, ce qui nous
limite aux problèmes homogènes.



8

Nous donnons maintenant quelques exemples de construction de

problèmes variationnels à partir des problèmes formels (P) :

Exemple I-1 : (problème de Dirichlet).

Nous prenons :

Au problème (P) correspond le triplet: t~, a z~~) L (v)j et le

problème variationnel (Q) :

(1-4) 
Déterminer t1 E .gâ (~) tel que :

(1-4) 
pour 

Les hypothèses (Ho, ... , H3) sont facilement vérifiées dans ce cas
d’où l’existence et l’unicité de 2c d’après le Théorème 1-1.

Résultat I-3 : Les problèmes (P) et (Q) sont équivalents formel-
lement. En fait u solution de (I-4) vérifie la première équation de

(1-3) au sens de T/ avec en plus 411 E L2 (D), et u = 0 dans Z2 (1° )
car u E Hi (S2). 

Exe1nple 1-2: (Problème de Neumann)

est la normale extérieure à ,~ sur I.
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On prend cette fois :

A (P) correspond le triplet : (Hl (Q), a (u, v), L (v)~ et le pro.

blème variationnel (Q) :

On vérifie encore facilement les hypothèses {HO , ... , H3) d’où

l’existence et l’unicité de la solution u, ainsi que le :

Résultat 1-4 : Les problèmes (P) et ((~) sont équivalents for-

mellement, la première équation étant vérifiée au sens des distribu-

tions de (D) et la seconde formellement (par application de la

formule de Green).
De manière analogue on associerait un problème variationnel 

à des opérateurs A d’ordre 2m vérifiant des conditions aux limites

homogènes.
Dans la suite nous approcherons le problème variationnel (Q)

correspondant à (P), par un problème variationnel (Q,) auquel nous
associerons un problème opérationnel (Pe).

IV. Approximations de problèmes aux limites elliptiques pour
des opérateurs d’ordre 2.

Nous considèrerons dans tout ce paragraphe des opérateurs A

self-adjoints du type :
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sur lequel nous ferons les hypothèses suivantes :

(mesurables et bornés dans D)

Les trois types de problèmes (P ) que nous chercherons à appro-
cher s’écrivent :

u = 0 sur r - problème de DIRICHLET 2013

ou

- problème de NEUMANN
ou

- problème MELE -

4.1. Le problème initial variationnel (Q) :

Soit a (u, v) la forme sesquilinéaire associée à 

Nous prendrons pour espace V :
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Au problème (P) nous associons le triplet j i V, a v), L (v)l et

le problème variationnel ( Q) :

(1-16) 
Déterminer u E V~ tel que :

~~’~ ~~ 
ac (ai, v) = L (v) = ( f, V)L2(Q) pour tout v E V.

L: 1f E L2 (S~) (ou bien f E H-1 (Q); les démonstrations res-
teraient identiques).
Vérifions les hypothèses H :

.g0 : elle découle de l’hypothèse (1-8) faite sur et de l’iné-

galité de Cauchy-Schwarz.
H 1 : on a:

H3: est vérifiée de par le choix de a (2~, v).
D’après le Théorème I-1, y on a le :

Résultat 1-5: Le problème initial ( ~) admet une solution unique
u appartenant à V.

4.2. Idées générales sur le problème approché 

Nous considèrerons un ouvert quelconque D et D l’in-

térieur de Soit la frontière de D (figure 1).

Fig. 1
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Nous construirons une forme sesquilinéaire A, (u, v) ayant les

propriétés suivantes :

(1-17) AE (1/;, 1’) est une forme sesquilinéaire continue sur Hi 

X Hi (D).

(I-18) La restriction de à défini en 3-1, coïncide

avec a (u, v) au sens suivant :
si lil est le prolongement de u par 0 en dehors de S~ :

v) - ~ (u, v) pour E 1T et nulles au voisinage de r
dans S~.

(1-19) pour tout défini çi-c1essous;
a1 &#x3E; 0.

Le problème approché dans D s’écrira : 

(1-20) 
Déterminer ii, E TT (D) tel que :

(1-30) 
t At (Ue, 1’) = L (v) = ()’, "V V)L2(D) pour tout v E V (D).

Sous les hypothèses : (1-17), (1-18), (1-19) on a le théorème : -.

THÉORÈME 1-2 : Le problème approché variationnel admet

une solution unique, pour tout E &#x3E; 0 

DÉMONSTRATION : Toutes les hypothèses du Théorème 1-1 sont

vérifiées car :

Nous avons le choix de V (P), suivant que nous désirons appro-
cher ( ~) par un problème de Dirichlet, Neumann ou autre. Dans

toutes nos démonstrations nous prendrons V (D) = Hoi (D), qui nous
intéresse le plus au point de vue pratique, les démonstrations se

transposant facilement si V (D) = H 1 (-D).

4.3. Constructions de problèmes (Qe) approchant un pt’oblème de
DIRICHLE’lB
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Nous donnerons plusieurs choix (non limitatifs) de « formes ap-
prochées », pour lesquelles on démontrera la convergence des res-
treint à Q vers it.

De façon générale nous prendrons :

pre1nie1" choix de Aij, Ao v

deuxième ejaoix de A0:

troisième choix de Ao :

4.3.1. problème approché (Qe) correspondant à (1-22).
La « forme approchée » As (u, v) s’écrit pour u, v E H01 (D) :



14

et le problème approché qui lui correspond :

Résultat I-~ : Pour 8 positif fixé, (Qe) admet une solution unique.

DÉMONSTRATION : Vérifions les hypothèses du Théorème 1-2 ;
la seule chose non triviale est la coercivité : -.

L’approximation est justifiée par les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 1 3 : de convergence faible : quand E -- 0, la restric-

tion de uE à Q (notée uE IQ) converge faiblement vers u, solution du

problème initial (Q), dans (Q) et nE Q1 converge faiblement
Îe

dans L2 vers une fonction g.

, DÉMONSTRATION : Dans (1-26) prenons v == 2c~ ce qui est loisible
E gô (h) d’après le Résultat 1-6. Il vieut :

Soit: 1
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En tenant compte de la coercivité de a (u, v), on a :

D’où l’on déduit que : Il Il Hl(D), 1 L2(.Qi) 

sont bornés indépendam-

ment de e. On peut alors extraire une sous-suite ~ -. 0 telle que :

(127) entraine que: -- ul IQI dans faible et (I-28) :

0. Comme u) E Hol (D) on peut définir sa trace sur r
dans H1~2 (.~’) et ~~==0? E Hô (Q) .

Montrons coincide avec u, c.a.d. est solution de (Q) :

Reprenons (1-26) avec v = ~ v dans Q,O dans DJ où 
On a : ~ E gô (D) et il vient :

D’après (1-27) quand e = 1] -- 0 :

et à la limite : -.

d’après l’unicité de (Q).
Ceci étant vrai pour toute sous-suite n - 0, c’est vrai aussi

pour la suite initiale e -+ 0 car la limite est indépendante de la

sous-suite.
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THÉORÈME 1-4. de convergence forte : 0 :

DÉMONSTRATION : Soit la fonction dans Q, 0 dans Q1}
et introduisons :

qui est bien cléfini car NU E Hô (~) pour it E Eô (S~j

En tenant compte de (1-26) avec v = 1le et de (1-18) il vient :

Appliquons le Théorème 1-3. Quand e --i 0 :

Mais: o

avec fl = inf 
D’où (1-29) et (1-30) avec en plus : -.

Dans ce cas on ne peut avoir de majoration de l’erreur uE|Q - 1t,
u, étant de l’ordre ~~ dans .~~ (Q ) seulement.
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4.3.2. Deuxième problème approché correspondant au choix (1-23)
de Ao :

Ail (u, v) s’écrit alors :

ou : o

Le problème approché (Qs) devient :

Déterminer Us dans Hol (D) tel que : -.

Résultat I-7 : Pour e &#x3E; 0 fixé, (Qe) admet une solution unique.

DÉMONSTRATION: Vérifions la coercivité de A,; d’après (1-31)

d’où le résultat d’après le Théorème I-1.
Nous allons démontrer maintenant un théorème qui nous don-

nera directement la convergence forte et une majoration de l’ erreur :

THÉORÈME 1-5: Soient u, tte solutions de (1-16), (1-32) respec-

tivement ; on a :

c, Ci : constantes ne

dépendant que des données.
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DÉMONSTRATION: 1 Prenons dans {I-32) :

D’après (I-33) il vient, en 

D’où l’on déduit :

L’application uE|Q1 - yo ua (trace de u, sur le bord de est

linéaire continue de: Hi (S~~) -. Hl/2 (a d,-après le Résultat I-1 -

D’où :

et en tenant compte de (1-36) :

Considérons maintenant: défini dans Hi (Q).
Dans 0 w véri fie :

L’application iv - yo w est un isomorphisme de :

d’où
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Soit:

et d’après (I-38) :

(1-35) nous est donnée par (1-37). D’où le théorème.

4.3.3. Troisième problème approché associé à (I-24j :

Ail (u, v) s’écrit :

Tous les résultats obtenus en 4.3.2 sont encore valables. Il suffit

pour cela de prendre comme norme dans Hi (Qi) :

Cette norme est équivalente à la norme de 1~2 (Qi) définie an § II
d’après l’inégalité de Friedrichs :

pour toute fonction u nulle sur une partie non vide de la fron-

tière de S~1 (ici S).

Remarque 1-1. Tout ce qui été dit est encore valable si Dl est
adjacent à S~ (figure 2) : -.

Fig. 2
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4.3.4. Problèmes formels équivalents à (Qe):
Nous donnons sans démonstration les problèmes (Pe) équivalents

formellement à Il suffit, pour le voir, d’appliquer la formule de
Green à chacun des cas.

Pour le premier problème approché correspondant au choix (1-22)
de (Pe) s’écrit :

pour x E S~1 domaine auxiliaire

où désigne la valeur de 2~ sur r prise du côté de 
Pour le deuxième choix (1-23) de Ao , (Pe) s’écrit :

Pour le choix (1-24) de Ao, 1 (2) est simplement remplaçée
par (2’) : - 0 dans les autres étant inchangées.

4.4. Approximation d’un problème de NEUMANN:

Le problème initial formel s’ècrit : (1-11), (1-13) :
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et sous forme variationnelle (1-15), (I-13’} :

D’après le Résultat 1-5, le problème ( ~,)) admet une solution

unique. Nous considérons toujours définie en (1-21) :

et le problème (Q,) défini par :

Déterminer uE 8 gô (D) tel que :

(1-20)
Ae (uE , v) = (7, v)L2 (D) pour tout v E Hl {D).

Citoix de Ao : Nous prendrons :

(1-41) A ij dans Q, e Oij dans Ql

(I-4l’) Ao = (a. 8 dans 

Résultat 1.8: Le problème approché (~E) : ((1-20), (1-41), (I-41’))
admet une solution unique pour tout E positif fixé.

DÉMONSTRATION : Vérifions la coercivité de Ae (u, v)

le Résultat suit.
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THÉORÈME I-6 : de convergence farte :
sont les solutions respectives de (1-40) et (1-20)

où c et .K sont des constantes indépendantes de B.

DÉMONSTRATION: Soit Cela implique : v IQB Hi (S~),
et vérifient respectivement (1-40) et (I-2U) ; d’où par différence,

car f’= 0 dans Qi et = f dans S~.

Ce qui peut encore s’écrire :

pour tout 

Choisissons v dans (1-44) :
L’ouvert D étant supposé très régulier ([8]) il existe un opéra-

teur linéaire continu P (de 1-prolongement) d’après le Résultat 1-2,

Soit P, une fois continûment différentiable dans Rn, telle que : t
_ ~ 1 dans D, 0 bord de D). Une telle fonction existe et

n’est pas unique.
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Poson s : Ou = ~ (l’u).

Prenons dans (I-44) : ~===~20130~. On a bien v ~ H ô {D) (par
construction) ; en reportant il vient :

D’où ~ .

D’autre part :

en remplaçant on obtient :

Minorons en tenant compte de la coercivité de a (2~, v) :

D’après (1-45) :
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De plus u étant solution de (I-40) :

Soit:

Par conséquent :

où

On en déduit :

ce qui démontre le Théorème.
En conclusion en faisant tendre E vers zéro, on a approché

le problème de Neumann (Q) par un problème de Dirichlet résolu

dans un domaine plus grand D, tel que l’approximation soit con-

vergente.

Problème f01’1nel équivalent à (Qs) (1-20), (1-41), , (I-41’)
On vérifie par application formelle de la formule de Green que
est équivalent à :

Remarque I-2 : D’autres choix de .4ij , Ao sont possibles, pour
lesquels on obtient des résultats de convergence moins forts ; par
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exemple :

4.5. Approximation d’un 1nêlé:

Problème initial: Soit D un ouvert de 1Rn de frontière

1-’ = Tf U 1~’~ . (P) s’écrit :

et le problème variationnel associé (Q):

On a démontré que (l~) admettait une solution unique.

Problè11ze approchée (Qe):

Soit fil ouvert c fl Q tel que Qi ait r~ comme frontière com-

mune avec D. Puis S~2 ouvert c C de frontière extérieure S.

Posons :

Fig. 3
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Considérons toujours défini en (1-21). Le problème ap-

proché variationnel s’écrit :

Résultat 1.9: (Qe) admet une solution unique pour tout s posi-
tif fixé.

DÉMONSTRATION : On vérifie les hypothèses du théorème 1-2.

La seule chose non triviale est la coercivité ; mais on a :

d’où le résultat pour E fixé.

On démontre alors le théorème suivant (voir [9]).

THÉORÈME 1-7. de convergence facibte : Quand 8 - 0,

OÙ g et h sont des fonctions de Hi et H respectivement.
Démontrons à partir de ce théorème le : -.
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THÉORÈME 1-8. de convergence forte : Quand e - 0,

DÉMONSTRATION: Soit u solution de (1-46) et u défini dans
0

par ~

o ;"V

Posons = fi U fil U I ~ et prolongeons u de fi* à D :
Il existe (Résultat 1-2) une application linéaire continue P

de (~~) ---i Hl telle gue : Pv ---- v dans 0*

(pour S~~ ~ donc S~ et Di assez réguliers).

et posons :

Oit E H10 (D) d’après le choix de Y et le fait que Pu E Hi 

Considéroits -.
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’Us étant solution de (1-47) on a :

Montrons que Re Z, - 0 quand 8 - 0 :

- D’après (I-~0) :

car Ou = u dans 0, 0 dans Qi.

Par conséquent :

d’où : .

Jlinorons Re Z,, :

D’où (1-53), (1-54), (1-55) puisque Re Ze - 0.

V. Ciéuéralisation aux Problèmes aux lilnites d’ordre 

Soit l’opérateur :

défini dans l’ouvert S~



29

et a v) la forme sesquilinéaire associée :

Hypothèse R : E Loo (Q) pour tout p, q ; f E L2 (Q).
Les problèmes aux limites homogènes associés à A s’écrivent sous

forme variationnelle :

où Tr est un espace de Hilbert, sous espace vectoriel fermé de (il)
tel que :

RéS1tltat I-10 : Si a (u, v) est V-coercive le problème (Q) admet
une solution unique.

Nous ne considérons ici que les deux cas limites Y = Hô 
et V = (,S~) correspondant au problème de DiRiCHLET et à un
problème de NEUMANN.

5.1. Problème initial formel (P) (voir [13]).
Le problème variationnel (1-58) équivaut a :

(1-59) Au = f dans L2 (Q) calculé au sens de ~’ (S~) appartient
à L2 (D) et égale f)

Appliquons la formule de Green (formellement) :

où les Sj sont des opérateurs d’ordre -j - 1 sur
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est la dérivée normale d’ordre j de v sur .r

Pour V = gôa (Q), la somme de droite est nulle dans (1.61) et

(P) s’écrit :

(correspondant à l’appartenance de u à Hô (Q)).
Pour V = H"y (un problème de NEU1BiANN)

et (P) éit o o

5.2. Les problèmes approchées 

Nous approchons maintenant (1-62) et (1-63) par un problème
de DIRICHLET résolu dans un domaine plus grand D 13 0. (figure 4)

Fig. 4
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Soit toujours ~1 le « domaine auxiliaire » et

posons :

Le problème approché variationnel (Qe) s’écrira :

les coefficients Ap~ dépendant des problèmes (P) considérés.

5.3. Problème approché correspondant au _problème de DIRICHLET
(1-62) :

On prendra par exemple :

On démontre de manière analogue au § III les résultats suivants
pour (Q,) défini par (I-6~)-(I-66) :

Résultat I-11 : Pour tout 8 positif fixé (Qs) admet une solution
unique.

THÉORÈME I-9 : 1 Quand 8 tend vers 0:

sont des constantes.

5.4. Problème approché correspondant ait problème de NEUMANN
(1-63):
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On choisit pour Apq:

devient (1-65), (1-69). On démontre encore les résultats:

Résultat I-12 : Pour tout 8 positif fixé le problème approché (Qg)
admet une solution unique.

THÉORÈME I-10 : -. quand s tend vers 0 :

et g sont des constantes.

VI. Exemples correspondant l’opératenr biharmonique d2:

6.1. PROBLÈME DE DIRIOHLET I

Formellement considérons le problème aux limites sllivant :

Posons le problème (1-72) de façon précise, sous forme varia-
tionnelle.

Soit : H ,~) == 11, Au E L2 (D)j : Au étant pris au sens des

distributions. On montre que c’est un espace de Hilbert pour le

produit scalaire :

et qu’on peut définir et 
du 

dans H1/2(T) respecti-du jp

vement pour tout it E H (11, ~2).
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Posons

To muni de la norme induite par (1-73) est isomorphe à Ho2 (S~). En
effet pour tout u E Hô (il) on a :

d’après l’inégalité de Friedrichs appliquée à u et grad u.
Le problème variationnel (Q) s’écrit alors :

Résultat 1-13. Le problème (1-74) admet une solution unique.

DÉMoNsi’RAT’ION : -. il suffit de vérifier les hypothèses du théo-
rème 1-2 et en particulier la coercivité :

Construisons maintenant le problème approché (9c)-

On pose :
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Problèîîie (Q&#x26;) : Déterminer ’llE E Vo (D) tel que :

où Vo (D) désigne l’analogue de Tro mais dans D au lieu de ,5~.

On démontre de façon analogue à ce qui précède :

Résultat I-14 : Pour E &#x3E; 0 fixé, le problème admet une so-

lution unique.

THÉORÈME I-11 : Quand e -~ 0 : 1

6.2. PROBLÈME DE NEUMANN I

Considérons le problème initial (P) (formel :

On montre que (1-78) est équivalent formellement au problème
variationnel (Q) :

Résultat 1-15 : Le problème (1-79) admet une solution unique.

Problème ( ~~) :
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On montre encore les deux résultats :

Résultat I-16 : (Qs) admet une solution unique pour 8 positif fixé.

THÉORÈME 1-12 : quand e - 0 :

VII. Conclusion.

On vient donc de démontrer qu’à tout problème aux limites
elliptique, b amogène, posé dans un domaine Q, on peut associer un
problème de DIRICHLE1.’ à coefficients discontinus, résolu dans un

domaine plus simple, et dont la solution approche celle du problème
initial.

On pourrait encore généraliser cette méthode pour d’autres con-
ditions aux limites (en particulier non homogènes) ainsi que pour
des problèmes de transmission [9]. Une autre possibilité est donnée
par la remarque qui suit.

VIII. Remarque sur la régularisntioll des coefficients :

Il peut être intéressant, dans certains cas, de ne pas introduire
de coefficients discontinus dans le problème approché (Qe). Par exem-
ple si aij et 0,0 sont donnés de classe CP 1) (~ ~ 0), il est possible
de construire Ao appartenant à CP (D).

i) CP (Q) = espace des fonctions p fois continûment différentiable dans 0.
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Les résultats de convergence sont plus faibles mais en appli-
quant une méthode de résolution appropriée (méthode variationnelle
des différences finies [4]) les résultats numériques sont bons.

Un des avantages de ce procédé est que la méthode d’extra-

polation de RICHARDSON ([6], [16]) s’applique ce qui améliore nette-
ment les résultats.

Nous donnons dans le cas du problème de DIRICHLET pour
l’opérateur self-adjoint (1-7) les résultats théoriques correspondants.

Reprenons le problème variationnel (Q) qui lui correspond :

Nous conservons l’hypothèse de coercivité (1-9), (1-10) ; (1-8) étant
remplaçée par :

sous ces hypothèses (1-16) admet une solution unique.

Problème approchée (Q,) :

En gardant les mêmes notations domaine auxiliaire, D do-
maine complété ...) nous ferons l’hypothèse suivante, vérifiée si

est assez régulière.

Hypothèse R2 : il existe des fonctions AD, F de classe Cp (D)
prolongeant ao , f à D et véri fi an t :
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Hypothèse R 3 : Il existe une fonction g (x) définie dans S~1 telle
que :

Le problème approché peut s’écrire :

avec :

Sous les hypothèses R, R1, R2, .R3, on a :

Résultat 1-17 : Pour e &#x3E; 0 fixé, le problème (Qe) admet une so-
lution unique.

THÉORÈME I-13 : Quand s -- 0 :

Les démonstrations sont analogues à celles exposées précédem-
ment. Nous ne les ferons pas.

On est donc ramené à résoudre un problème de DIRICHLET
dans D à coefficients de classe CP (D). D’autres prolongements sont

possibles ; par egemple :

Tout ceci s’applique aux problèmes de NEUMANN et mêlés.
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CHAPITRE II

APPLICATIONS. CAS ELLIPTIQUE 
’

I. Généralités :

Les méthodes exposées au chapitre 1 donnent lieu à deux sortes
d’applications. La première, étudiée par SAULIEV [19], consiste à
composer un « programme universel » permettant d’approcher toute
une classe de problèmes elliptiques homogènes par l’un des procédés
précédents. Ceci présente un intérêt spécial lorsqu’on a à résoudre
des problèmes de même type un grand nombre de fois (par exemple
pour l’étude du comportement de la solution quand on déplace la
frontière [24]). Dans le cas traité, SàULIEV considère la classe de

tous les problèmes de Dirichlet dont la frontière est formée de seg-
ments de droites parallèles aux axes.

La seconde possibilité consiste à approcher un problème donné,
de type elliptique et homogène, par un autre résolu dans un domaine
plus simple. Ceci permet de simplifier la programmation dans cer-
tains cas et de rendre plus régulier le conditionnement des matrices.

Nous donnerons d’abord quelques exemples d’approximation de
problèmes simples, en dimension deux, pour lesquels nous construi-
rons le problème approché et comparerons les résultats numériques
obtenus par résolution des problèmes initial et approché.

Puis au paragraphe VII nous décrirons brièvement le pro-

gramme universel de SAULIEV [19].

II. Approximation d’un problème de DIRIdHLET dans un trapèze.

2.1. Problèine initial: (cf. figure 1).

Soit Q le trapèze et u la solution de:
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où

Nous nous sommes donné la solution exacte :

d’oii :

Fignre 1

Problème variationnel (Q) associé :

pour tout v E Hl cherché dans Ho’ 

2.2. Le problème approché:
Introduisons le «triangle auxiliaire » de façon à

obtenir pour D, domaine complété, le rectangle 0 AB_E.
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Nous avons pris le choix (1-22) des coefficients ce qui
donne pour (P£) (formel) :

variationnel ( QE) correspondant :

pour tout v E Ho 1 (D) ; Uil cherché dans Hô (D).
On vérifie sans difficulté les hypothèses du théorème d’existence

et unicité pour ( Q) et ainsi que du théorème de convergence
forte vers u quand e tend vers zéro.

Les deux problèmes ( Q) et ( QE) ont été résolus par la méthode

des différences finies en appliquant un réseau de pas h = 1 , ce
14

qui donne des systèmes d’ordre 57 et 78 respectivement. Les for-

mules d’approximation s’écrivent pour (P) :

et pour 1
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où )z1 = 4 x, iL2 = h = hi = hz (réseau uniforme)

~h et .Dh étant les domaines approchés.

2.3. Résultats nuinériques :
Il se trouve, après calcul, que la solution approchée par les dif-

férences finies de (Q) coïncide avec la solution exacte aux points du
réseau Le problème approché a été résolu pour deux va-

leurs de 8 :

On obtient :

o on constate que l’erreur relative est maximale au voisinage de
la frontière commune O C entre S~ et et décroit très

vite dans {Ji dès qu’on s’en éloigne.
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o le choix E = 10-4 est insuffisant pour obtenir une bonne préci-
sion. Il faut prendre 8 de l’ordre de Iz4 pour ne pas introduire

d’erreur supplémentaire lors de la résolution.
o le système associé à (Q,) n’a que certains coefficients diagonaux

dépendant de E (ceux correspondant à tous les autres étant

les mêmes dans D ce qui simplifie la programmation.

III. Approxhnation d’un problène de DIRICHLET dans utl trian-
gle avec coefficients régularisés et extrapolation

3.1. Le problème initial: (P) (figure 2).

Soit le triangle 0AC et u solution de :

Fig2

pour lequel nous a,vons pris :

(Pou:
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Problème variationnel t (Q) associé :

2~ cherché dans Ht(!J).
Nous avons testé pour ce problème la méthode d’extrapolation

de Richardson (voir [6] pour une étude détaillée) qui fournit des

améliorations de convergence très intéressantes dans ce cas. En uti-
lisant le schéma de Neville on obtient les formules d’extrapolation
suivantes sur deux, trois et quatre pas :

(11-8) Solution extrapolée sur ~ J

(11-9) Sol. extrap. sur

(11-10) Sol. extrap. sur

Nous avons pris h = 1 et h = 1 ce qui nécessite la résolution des4 3

systèmes correspondant à :

1 respectivement. Nous donnerons quelques résultats numériques24

obtenus Des résultats analogues ont été obtenus pour4

Les problèmes approchés ont été construits par la méthode va-
riationelle des différences finies qui consiste à chercher uh sous la

forme : uh où ~~ est la fonction caractéristique du
M E Qh

carré ah (111) de centre M et côté h, et Qh est l’ensemble des points
ill du réseau tels que :
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Le système approché devient : 
’

avec: 1

Jusqu’à h = 1 16, les matrices associées ont été inversées directement

(par la méthode du pivot maximum) ; · pour h = 1 on a construit’ 32
un sous-programme de résolution de systèmes par la méthode ité-

rative de surrelaxtion, avec calcul du paramètre optimum par Gauss-
Seidel [5]. La solution a été obtenue après 162 intérations avec

32

une erreur relative de 0,6.10-8 dans l2 (Qh).

3.2. Résultats numériques :

Extrapolation s2cr 1 1 1 1 pour x = 0,5 = 0 25 u x &#x3E;G4’ 0 lu dJ ’ y ’

X 103
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Extrapolation sur (formule (IL 9))
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De façon plus générale pour

(système d’ ordre 56)
erreur relative moyenne : 4 0/0
erreur relative maximum (au voisinage de 0) : 10 0/0
erreur relative après extrapolation sur -, - : 0/ 

au moyenne.
(calculée aux 12 points communs). 

8 16 0,6 0 au maximum.

erreur relative moyenne :
erreur relative maxima : ; ~’

après extrapolation sur

après extrapolation sur

3.3. Problème approché : (cf. 2)

Nous prenons comme « domaine auxiliaire » le triangle ABC ce
qui nous ramène à résoudre un problème de Dirichlet dans le carré
D = (OABO). Nous avons utilisé la méthode de prolongement des

coefficients du § I-VII.

Problème opérationnel (Ps):

avee :
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Problèrne variationnel correspondant (Qe):

D’après le choix de les coefficients de A~ (u, v) sont de

classe el dans D. On vérifie sans peine les hypothèses R, ~1 et .R~
du § 1-VII ce qui nous assure de l’existence et unicité de u, ainsi

que de la convergence faible de 2c£ vers U quand 8 - o.

N 
. 

é h 
1 1 1 1

Nous avons pris comme pas du 
4 8 16 32

solu (Q,) par la méthode variationnelle des différences finies [4]
(formules analogues à (II-11)), en appliquant le schéma d’extrapola-
tion paire sur ces 4 pas. Les systèmes correspondants auront 6,28,
120 et 496 points respectivement.

e a été pris égal à 10-5 et 10-8. Nous ne donnerons les résul-

tats que pour 8 = 10-8 car 8 est insumsant pour h = 1 .q p 32

3.4. Résultats numériques :
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Les résultats obtenus pour h = 1 , 1 et E = 10‘g sont très
lu 32

voisins de ceux du programme direct :

L’extrapolation est moins bonne sur le problème approché (Qe)
que sur le problème direct. Néanmoins pour des domaines simples
elle reste très efficace ; le prolongement de classe et (D) des coeffi -

cients de v) justifie son application sans pour cela compliquer
la méthode du domaine auxiliaire. Elle nécessite un choix de e de

l’ordre de h5.

erreur relative après extrapolation sur

erreur relative après extrapolation sur

IV. Approximation pioblénie tle Diricillet dans uii cercle

avec coefficieilts régularisés.

4.1. Problème initial (_P) : (figure. 3)

Soit (e) le cercle unité et it la solution de :

où nous avons pris :
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soit: O O

En tenant compte de la symétrie de la solution par rapport à
Ox et Oy~ on est ramené à résoudre le problème mêlé suivant :

ce qui nous permettra de choisir un pas plus fin sans compliquer
le probléme.

Fig. 3

Problème variationnel (Q) associé :
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On vérifie facilement l’existence et l’unicité de la solution

de (11-16).

4.2. Résultats numériques :

Nous avons pris comme pas h --- 1 1 1 en approchant (11-16)p 4 o lu p 

par la méthode variationnelle des différences f nies [4] (voir II-11)
avec pour but de comparer les solutions des problèmes direct et

approché plutôt que d’obtenir une très bonne approximation de la
solution exacte. Les deux types d’extrapolation (paire et quelconque
[6]) ont été appliqués sur ces trois valeurs du pas :

aux points de h = 1 .8

L’egtrapolation générale donne une nette amélioration des

résultats.
Elle est basée sur l’existence d’un développement de la forme :

qui serait difficile à ,justifier théoriquement mais correspond à l’ordre
-

d’erreur au voisinage de T = DC.

4.3. Construction du problème approché (Pc) :
Nous allons nous ramener à un problème mêlé plus simple à

coefficients continus.
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Introduisons S~~ = AB CD et D = triangle OAB : -.

A partir du choix (1.22) des coefficients de la forme approchée
et régularisation nous avons : -.

(PE) :

avec :

Problè1ne variationnel associé 

pour tout v E Vi = iv v E g 2 (D), v = 0 sur OA et AB}, usE 
~ -

Comme 9 est nul sur r = les coefficients de As (u, w) sont

continus ce qui nous permet d’appliquer l’extrapolation. En conser-

vant les pas h --- 1 1 , 1 avec E = 10-9 les problème (II-18) a été4 8 16

approché par la méthode variationnelle des différences finies.

4.4. Résultats numériques :
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L’erreur relative moyenne est donc moins grande que pour le

programme direct mais l’extrapolation donne de moins bons résultats.
Dans Di, domaine auxiliaire:

Nous remarquons que seuls les coefficients diagonaux coriespon-
dant à -ru S~1 dépendent de 8 dans la matrice.

La programmation en est plus simple.

Approximation problème tn êlé.

5.1. Problème initial: (figure 4)

Nous nous proposons de résoudre l’équation de Poisson avec

des conditions aux limites mixtes dans le domaine « troué » composé

Fig. 4
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1
de deux carrés homothétiques dans le rapport2

Nous avons choisi symétrique par rapport à y’o y

2~ vérifie (II-19~ avec:

Par symétrie on est amené à résoudre : (P)

Fig. 5
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Problème variationnel (Q)

pour tout v E V = ~v ~ v E Hi (Q), v (1 ~ y) = 0) ~ cherché dans V, qui
admet une solution unique (vérification immédiate).

5.2. Constructian du approché (QE)..

Complétons le domaine troué donné par le carré de centre 0 et

ce qui revient, en tenant compte de la symétrie, à intro-
2

duire le « triangle auxiliaire » pour 
Nous donnons directement le problème approché sous sa forme

variationnelle à partir du choix (1-41) des coefficients 

où :

(11-23) admet une solution unique ii, E V, qui tend vers u quand
E -- 0 avec :

Les deux problèmes (Q) et (Q,) ont été résolus par la méthode

variationnelle des différences finies ce
16 ,

qui donne des systèmes linéaires d’ordre 92 et 120 respectivement.
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5.3. Résultats numériques : .

Problème initial ( : pour h = 1 l’erreur relative est de 1 ’0/,p i6 o

au maximum x devient plus forte au voisinagep 
2 
- - 

4

de x = 1 où la solution est beaucoup plus petite 2.10-4).
L’erreur dans Z2 est donnée par :

Problè1ne approché (QE) s

Les résultats numériques sont sensiblement les mêmes que pour
( Q). Plus précisement 10®6 :

où Uh et ite h sont respectivement les solutions approchées de (Q) et (Qe).
La convergence de uE vers u est aussi bonne :

Dans ce problème tous les coefficients de la matrice dépendent
de E dans Qi et on vérifie que u, reste bornée dans Q1 comme on
l’a démontré au chapitre I.
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VI. Approximation d’un problème de DIRICHLET correspondant
à 42 :

6.1. Problème initiaL : (figure 6).

Soit le trapèze 0 ABC et 1(¡ la solution de : (P)

Fig. 6

Nous nous sommes donne :

qui vérifie (11-26) avec :
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où on a posé :

Problèlue variationnel assoçié à (.P ) :

Trouver 1t E Ho2 (S~) tel que :

On a démontré au Chapitre I Inexistence et unicité de la solu-

tion Il ce qui se vérifie facilement ici’(II 26) a été ap-

proché directement, par la méthode des différences finies avec un

pas h = 
1

40 *

Pour les points « intérieurs » au domaine (i. e. à distance &#x3E; h
de la frontière) l’équation générale est approchée par :

Pour les points voisins de la frontière (x = h ou y = Iz par
exemple) on a construit des formules d’approximation du même or-
dre d’erreur (o(h2)) que pour les points « intérieurs » en tenant compte

d 
du 

0 f. ,de u = 0 et sur la frontière.
dn

On obtient ainsi un système de 570 équations linéaires que
l’on a résolu par la méthode itérative de surrelaxation avec une

précision de 1 U~6 (pour la norme de l2 (Qh) donnée en (Il-25» après
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800 itérations. Le rayon spectral de la matrice de GAUSS-SEIDEL
assoçiée est proche de 1 ce qui explique le grand nombre dlitéra-
tions nécessaire.

6.2 Résultats nuinériques :
Si nous posons :

OÙ ’If¡ et Uh sont les solutions exacte et approchée de (P).
Après 800 itérations nous avons :

q = 0, 0123.

L’erreur relative est maximum au voisinage de AB (5 °/o) et est
d’environ 0,8 0/0 au centre du domaine. Il est probable que pour 800
itérations le système n’est pas complètement résolu.

6.3 Le problèrne approché:

Complétons Q par le « triangle auxiliaire » fil = ABD de façon
à obtenir le rectangle 0 ADC pour domaine complété.

Formellement (Pe) s’écrit :

avec :

Problème variationnel (Qe):

Déterminer it, E H02 (D) tel que :
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D’après les résultats du Chapitre l, (II-31) admet une solution

unique - 2c dans fort quand e -i 0.

En conservant le même pas h = d x = d - 1 nous avons ap-40

proché (.P£) par la méthode des différences finies qui conduit pour
les points intérieurs au domaine D, à la formule :

pour réseau Dh, où été défini en (11-28) et :

De même que pour (~ ) on a construit des formules d’approxi-
mation d’ordre h2 pour les points à la distance h de la frontière.

Le système correspondant (d’ordre 741) a été résolu par la sur-
relaxation avec la précision de 4.10-6 après 700 itérations.

6.4 Résultats numériques :

8 a été pris égal à 10-~ .
L’erreur relative dans 12 (Qii) (formule (II-29)) est :

uh--u
L’erreur relative est plus faible à l’intérieur de Qh

u

(0, 5 % en moyenne) mais est plus forte an voisinage de AB (jusqu’à
8 0/0). Dans le domaine auxiliaire Ql :
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Nous donnons quelques valeurs obtenues ug en cer-
tains points du réseau :

Les précisions obtenues sur tth et zch sont sensiblement du même
ordre mais la programmation de (Pell) est un peu plus simple.

VII. Description succinte du programme universel : [19]

Considérons la classe des problèmes de DIRICHLET dont la

frontière du domaine est constituée de segments de droites paral-
lèles aux axes de coordonnées.

On complète le domaine par des « rectangles auxiliaires » de

façon à se ramener à un domaine carré ou rectangulaire.
(rectangles I et II sur la figure 7).

On prolonge ensuite les « frontières intérieures » (-4.U, DO,
ED) jusqu’à leur intersection avec celle du domaine complété (0 BJF).

Le domaine D se présente alors comme somme de « rectangles
élémentaires » ...) auxquels correspondent des valeurs

Aij, 4o,.i-(pour l’opérateur (1-7) et l’équation (I-11)) suivant leur ap-
partenance au domaine initial ou auxiliaire, ainsi que des conditions
de passage entre eux. Pour chacun de ces rectangles on discrétise
l’opérateur (1-7) et les conditions limites de la solution.
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Dans un premier temps on calcule les coefficients du système
linéaire associé par cycles correspondant aux rectangles élémentaires
situés sur une même ligne, tandis que les conditions limites sont

approchées suivant qu’elles viennent de ,S~ ou du domaine auxiliaire.

Dans un deuxième temps on résout le système obtenu pour un

certain choix de e par la méthode des directions alternées.

Fi g. 7

On peut aussi bien résoudre par ce programme des problèmes
elliptiques de DIRICHLET avec coefficients discontinus (bornés) et se
servir de réseaux non homogènes.

Nous donnons un exemple de résolution d’un problème de W-
RICHLE1.’ par ce programme [19].

Considérons le problème de la torsion d’une poutre en T dont
la section se compose de 7 carrés unitaires.
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Le potentiel satisfait l’équation de Poisson :

En tenant compte des symétries on ne considérera qu’un quart
du domaine, situé dans le premier quadrant : 0 A B C D E.

Fignre 8

On complète ensuite le domaine par le « rectangle auxiliaire »
A BOF et on résout le problème approché (P~) :



66

Les crochets [f]Di, r désignant la valeur de la fonction f prise
sur F du côté de 

Le problème (P) a été résolu par la méthode des différences

finies pour

programme universel.

Résultats numériques :

Les résultats supérieurs correspondent au problème (P) résolu
directement, les résultats inférieurs à (P,) résolu par le programme
universel pour s = 1 U-4 :

L’erreur est maxima au voisinage de l’origine et est d’environ
2 0/, en moyenne sur l’ensemble du domaine.

De façon générale l’erreur u - u2h est de Perdre de 2 à 3 %
tt 

h 

sur le programme universel ce qui limite son emploi à des problè-
mes pour lesquels on ne désire pas une grande précision.
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VIII. Quelques conclusions :

L’étude que nous venons de faire sur des exemples numériques
simples nous montre qu’il peut être intéressant, dans le cas de con-

ditions limites homogénes, de se ramener à un domaine plus simple.
Le problème approché construit par l’une des méthodes précédentes
donne, pour e de l’ordre de h~ , @ une approximation de 1t équivalente
à celle obtenue par le problème initial. La programmation en est

plus simple car souvent seuls les coefficients diagonaux dépendent
du paramètre e introduit.

Cette méthode présente un intérêt particulier dans le cas de
domaines troués [22], ou dans le cas où on étudie l’inguence sur la

solution de la position de la frontière.
Un des désavantages est d’augmenter le nombre de points in-

térieurs au domaine, d’où des matrices d’ordre plus élevé.
La régularisation des coefficients, si elle donne lieu à de bons

résultats, nécessite des valeurs de e plus petites ce qui peut être
gênant sur machine ; par contre elle permet d’appliquer une mé-
thode d’extrapolation sur 2 où 3 pas qui améliore nettement les

résultats. Ceci n’est pas toujours possible sur le problème direct
quand la frontière n’est pas une courbe simple.

CHAPITRE III

ÉQUATIONS PARABOLIQUES LINÉAIRES

I. Introducti on :

Nous allons donner dans ce Chapitre des procédés d’approxi-
mation des équations paraboliques linéaires dans un domaine cylin-
drique, et non cylindrique (frontière indépendante ou non du temps).

Dans un premier stade nous adapterons la méthode du domaine
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auxiliaire aux équations paraboliques dans un domaine cylindrique
du type : -.

où nous supposerons que Q est un ouvert borné de A (t) un

opérateur differentiel elliptique d’ordre 2m en x, et u vérifie des

conditions aux limites homogènes de type Dirichlet, Neumann ou

mêlées sur la frontière I’ de S~. Dans chacun des cas nous constru-

isons un « problème approché » de manière analogue au chapitre 1

dont la solution convergera vers celle du problème initial (1) en un
certain sens.

Dans un second stade nous étudierons l’équation (1) dans un

domaine non cylindrique ((x, t) E ,S~ (t), t ~ 0) pour le problème de Di-
richlet homogène.

Nous en donnerons quatre procédés d’approximation : l’un basé
sur la méthode du domaine auxiliaire qui nous ramènera à un pro-
blème de même type dans un domaine cylindrique ; le second géné-
ralisant la méthode de Galerkin au cas non cylindrique ; le troisième
obtenu en adaptant la méthode variationnelle des différences finies,
décrite dans [15] pour un domaine cylindrique, au cas où le domaine
dépend du temps.

Dans le cas d’un domaine cylindrique avec des conditions aux
limites dépendant du temps, nous renvoyons à [2] et [3] pour l’étude
de ce problème et son approximation.

Le dernier utilise la régularisation elliptique [12] qui nous ra-

mènera à un problème aux limites de type elliptique dans le do-

maine

Ces quatre procédés nous fournissent en même temps qu’une ap-
proximation de la solution du problème initial, une démonstration
de l’existence de cette solution pour uo (x) ~ 0.
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II. Equations paraboliques daus un domaine cylindrique.

11-1. Le _problème initial

On se donne :

V et H deux espaces de Hilbert avec V algébriquement et

topologiquement, Ir dense dans .H.

a (t ; u, v) une famille de formes sesquilinéaires continues sur V X V,
dépendant du paramètre t, t &#x3E; 0.

Nous faisons les hypothèses suivantes :

Hypothèse .g0 : t - a (t ; u, v) est une fonction mesurable pour
tout

avec :

M indépendant de t, u, v.

Hypothèse Hl: Il existe À &#x3E; 0 et a &#x3E; 0 tels que :

À, ce indépendants de t &#x3E; 0.

Hypothèse H2: Soit V’ l’anti-dual de Tr. En identifiant H à son

antidual nous avons : V c .H c ~’ . Nous supposons :

où O O

appartient à L2 de [0, T] à valeurs dans ~’~.

Nota-tio ns : ( u, v) = produit scalaire dans 1
((u, v)) = produit scalaire dans Tr. Norme: Il 
~ ~, v ) = dualité entre V et V’, pour E V, v E V’.
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Le problème initial sécrit :

Problème (Q): Déterminer u E L2 (0, T ; TT) tel que :

On démontre alors le :

Résultat III-1 : Sous les hypothèses .HO, Hl, H2 le problème
(Q) admet une solution unique, et u’ E _L2 (0, T ; TT’), [10]

2~ est alors égale presque partout à une fonction continue de

[0, T] à valeurs dans .g, notée encore ~c, et u (0) _ 
La forme v - a (t ; it, v) anti-linéaire continue sur V définit un

opérateur linéaire continu de Y dans V’ noté A (t) et :

u vérifie alors :

Soit maintenant Q un ouvert borné de de frontière F assez

régulière (de classe ei par morceaux par exemple). Nous prenons :

muni de la norme de g 1 (S~), sous-es-

pace vectoriel fermé dans Hi (Q).



71

Hypothèse (II1-3) :

(mesurables et bornés) pour tout T

pour tout

Résultat 111-2. Sous les hypothèses (111-3), le problème ( ~) as-

socié admet une solution unique.
Les hypothèses Ho, ~1 et H~ se vérifient facilement à partir

de (111-3).
Interprétons les problèmes résolus suivant le choix de V.

u vérifie :

avec :

associé à la forme a (t ; u, v) donnée.

(111-5) (Q) : _problème de Dirichlet

u vérifie formellement :
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(n : normale extérieure à Q sur I’).

(111-6) ( Q) : Problème de Neumann

(111.7) (~) : problème MÊLÉ.

Nous ferons toutes nos démonstrations dans le cas où A (t)
est l’opérateur difl’érentiel d’ordre deux donné au dessus ; elles se

généralisent facilement pour un opérateur d’ordre 2m,
en prenant :

soit :

11-2. Construction d’un problème approchés:

Idées générales :

Comme au Chapitre I nous considérons un ouvert fi’ c: C ii,
o

1 1

borné ou non et : D = Q fl 5 de frontière (cf. figure 1). On
choisira le « domaine auxiliaire » SZ’ de façon que D soit un do-

maine « simple ».
Nous allons approcher les trois problèmes (111-5), (III-6) et (111-7)

par un problème plus simple résolu dans .~ X [0, T].
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De manière générale nous construirons une forme AE (t, 1(, v)
ayant les propriétés suivantes :

(111-8) AE (t, it, v) est une forme sesquilinéaire continue sur (D)
X -U 1 (D)

et t - A. (t, u, v) mesurable sur [0, T].

Fig. 1

(111-9) Il existe À’ &#x3E; 0 et 04’ &#x3E; 0, indépendants de t E [0, T] tels

que
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où V (D) est défini en dessous

(III-10) A£ (t, u, v} restreinte à (défini au § II-1) coïncide avec
a (t ; u, au même sens qu’au Chapitre I.

Problème approché (QE) : -.

Déterminer Ue E ~2 {0, T ; V (D)) tel que:

avec :

Nous avons le choix de V (D) suivant que nous voulons appro-
cher (Q) par un problème de Dirichlet ou de Neumann. Nous pren-
drons ici V‘~ (D) = Hol (D) : les démonstrations resteraient identiques
dans les autres cas.

On a le :

Résultat 111-3. Sous les hypothèses (111-8), (111-9), (111-10) le pro-
blème approché (Q,) admet une solution unique 0 et :

2) E (E, ~’) - espace des opérateurs linéaires continus de E dans F.
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On en déduit que ufi2° une fonction continue de [0, .~r] - .L2 (D).
Nous construirons directement le problème approché (Qe) dans

le cas où le problème initial (Q) est un problème mêlé.
Nous montrerons comment procéder pour un problème de Diri-

chlet ou de Neumann au § II.4.

IL3. Approximation problèmes 

Rappelons le problème initial:
Soit Q ouvert borné de frontière 1~.

Posons :

Problème initial. 1 Q) : Déterminer u E L2 (0~ 1’ ; V 0) tel que :

Construisons le problème approché (Qç): (figure 2)

Fig.2 
’

On considère d’abord un ouvert 121 c C Ô tel que 01 ait ri
comme frontière commune avec Q. Posons :
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puis Q2 ouvert c ~ ti*; on pose :

où

Soit :

où Ai , Ao sont définis T], T fini quelconque.
Comme au Chapitre 1 plusieurs choix de Ao sont pos.

sibles.

Nous nous limiterons à celui qui donne le résultat de conver-

gence le plus fort :

Choix de C&#x26; :

Pour e &#x3E; 0 fixé, A(t, u, v), définie ci-dessus, vérifie les bypo-
thèse (III-8), (III-9) et (III-10) avec A’ = A :
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et:

pour tout u E L2 (D).
On déduit du Résultat 111-3 que admet une solution uni-

que u,£, pour tout E positif fixé.
Dans toute la suite nous supposerons que À .= 0 dans la coer-

civité de c~ (t ; ~u, v) et ce qui peut se faire en changeant

Nous avonfi alors le :

THÉORÈME 111-1. (de convergence faible): Quand E . · 0: -.

où :

DÉMONSTRATION :

Ue vérifie dans

les dérivées étant prises au sens des distributions avec : -.
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En prenant le produit scalaire de (III-1 ~) avec u, il vient :

les crochets désignant la dualité entre J
Mais on voit facilement que :

d’où l’égalité de l’énergie pour 

D’autre part :

En minorant (t ; Ue) à partir de la coercivité il vient :
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f III -- norme de f’ dans L2 (0, T ; L2 
On en déduit que :

est borné dans

est borné dans

est borné dans

est borné dans

On peut alors extraire de la suite e --- 0 nne sous-suite E’ - 0

telle que dans les espaces correspondant à (1), (2), (3), (4) :

Il reste à montrer qne w est solution du problème initial.
Alors w - u dans X [0, T] en vertu de l’unicité de (Q).
w est solution de (Q) :
Prenons dans E CP (D) telle que :
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99 (x, t) = 0 dans S~1 X [0, T] ; il vient pour e = E’ :

Faisons tendre e’ vers 0. D’après (1’) et (3’) il reste à la limite :

Soit

Il existe alors 99 E 4l (D), nulle dans Qi X [0, T] telle que :

(5) est alors valable pour un tel P et comme la classe des fonctions
1Jf est dense dans (Po il en résulte que (5) est vaiable Qf 99 E 
c’est-à-dire que ir est solution de (Q).

A partir du théorème 111-1 nous allons démontrer le :

THÉORÈME 111-2. de convergence forte : Quand e - 0,
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DÉMONSTRATION : La solution u du problème initial vérifie :

Posons :

On a:

0

où = S u u D’autre part il existe un opérateur P de 1

prolongement (cf. chapitre I) de ~~ (Q*) dans H (Rn) linéaire et

continu ; d’où :

Soit:

Alors : -.

Considérons ~E :
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En développant il vient : -.

En appliquant les égalités de l’énergie à Ue et it, on a :

Quand e - 0, d’après le théorème il vient:

Soit XE - 0 d’après l’égalité de l’énergie appliquée à 1t.

D’autre part :

d’où (111-16), (111-17), (III-18) quand e - 0.
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On a ainsi ramené la résolution d’un problème mêlé à celle d’un
problème de Dirichlet à coefficients discontinus dans un domaine

plus simple.

11.4 Approximations d’un de Dirichlet ozc de Neu1nann

du second ordre :

On est dans le cas où :

La construction du domaine auxiliare est semblable à celle faite

au Chapitre I. dans le cas stationnaire. Pour obtenir les résultats de
convergence correspondants il suffit de poser formellement dans les

théorèmes 111-1 et 111-2 :

Les démonstrations directes sont en tous points semblables à

celle du § II-3.
D’autres choix de Ao sont possibles, comme au Cha-

pitre I ; le plus simple pour lequel la convergence forte de 1te 
vers u est assurée dans Hi (Q j) tl Loo (0, il; -Z~ (Q)) étant

au § II.3.

11-5. un opérateur A (t) d’ordre 

De même qu’aux § II.3. 11-4. on peut construire un problème
approché (Qe) correspondant à l’opérateur (II.4’) avec 

On définit pour cela un opérateur 
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à D x [0, T] J et la forme (t, u, v) qui lui est associée et on se ra-
mène à la résolution d’un problème de Dirichlet dans D X [0, 71].
On montre encore la convergence forte de Ue vers u dans

L2(0, T ; g "’ n 1"; pour le même choix de Ge qu’au
§ II-3. et des Apq donné au Chapitre I. § V.

II-6. Remarque sur la régularisation des coefficients :
I)ans les paragraphes précédents nous avons introduit des coef-

ficients discontinus Ai, Ao . Si les coefficients donnés aij, 
a. (ou acpq pour l’ordre sont de classe ep on peut aussi bien
construire des coefficients prolongés dans [0, T] aussi réguliers
tels que par exemple, pour l’ordre 2 (m = 1) :

III. Equations paraboliques linéaires dans un doinaiiie non cy-

lindrique.

III-1. -Enoncé du _problème.

111-1-1. Le problème initial et notations :

Soit Q un ouvert de Rt , contenu dans t ~ 0. Nous posons :

(on suppose Dto de mesure nulle dans Rt)

Nous supposons Q assez régulier (voir [11]).
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Considérons l’opérateur A (t) d’ordre 2m :

où (x, t) est défini pour

Fig. 3

Le problème de Dirichlet s’écrit formellement :

Problème P : Déterminer u « assez régulière » telle que :

où f (x, t) est une fonction définie sur Q, donnée et:

est la trace d’ordre j de 1t sur 1~’.
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111-1-2. Espaces fonctionnels et 

Nous définissons :

les dérivées étant prises au sens des distributions à support dans

~, [20]. C’est un espace de Hilbert muni de la norme :

~(T~(9)~ i adhérence (fonctions indéfiniment différentiables

à support compact dans Q), dans Hm,o (Q) pour la norme ci-dessus.

,~ (Q) et ~8 (f~) sont munis de leur topologie naturelle d’espaces de
Hilbert.

Bo (Q) (resp. = adhérence dans C)3 (Q) des fonctions iden-
tiquement nulles au voisinage de t = 0 (resp. t = T).

111-1. Pour Q assez régulier ~11~ :

où : o

Il en sera de même pour .
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Rappelons certains résultats dont nous avons besoin pour la

suite ; voir [11] pour leurs démonstrations.

Résultat III-4. : Pour on peut définir y (DI u), tra.

ce sur .1~’ de dans L2 (r’) pour 11J ( C ~~z 1 ? et une condi-

tion nécessaire et suffisante pour que est que :

Résultat 111-5. : Pour (Q) assez régulier, il existe une application
linéaire continue 2~ -. 93 (Q) dans L2 telle q ue :

(trace de u sur Ds) quelle que soit it continue dans Q et une con-

dition nécessaire et suffisante pour que 1t appartenant à 03 (Qp)
soit dans Bp est que 1t (., T) = 0.

On a un résultat analogue pour Bo (QT).

.Notation : ~ E F (QT), v E ~’ désigne la dualité entre F
et F’.

111-1-3. le problème variationnel associé:

Posons pour u, 1’ fini positif .

définie presque partout pour
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Hypothèses :

H3 : -- coercivité - pour tout T fini, il &#x3E; 0 et ot(r)&#x3E;0
tels que :

Nous ferons la réduction À (T) = 0.

H5 : Q assez régulier (de classe par morceaux, par exemple).

Nous énoncons le problème variationnel qui est bien défini sous
les hypothèses précédentes et les résultats énoncés.

PROBLÈME V. Déterminer telle que:

THÉORÈME 111-3. Sous les hypothèses Hl , ... , H5 le problème V
admet une solution et une seule.

Il convient pour la démonstration de distinguer deux cas :
1) 110 « 0 dans Le théorème est alors démontré directe-

ment dans [11].
2) dans Nous démontrerons d’abord l’unicité. L’exis-

tence de u nous sera fournie par les quatre procédés d’approxima.
tion développés plus loin.

Unicité de la solution de V:

Soient Ut, U2 deux solutions de V et :

Pour t = 0 dans L2 (QD) :
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Comme on déduit du Résultat 111-5 que 10 E Bo (QT).
w vérifie alors :

où A est défini en (111-19).
Pour w E w E F’ (QT) de sorte que (III-21) est vraie dans

FI par densité.

Prenons le produit scalaire de (111-21) avec w :

mais pour tout v E 

Or ( --~- ( te, ~ 0 pour w E Bo ( QT) (cf. ( 11 ~) (Toù :

2 Re w)  0 et w - 0 dans QT, ce qui démontre l’unicité.

III-2. Problème approché par la méthode du doinaine auxiliaire:

Nous allons définir dans ce paragraphe une famille de problèmes
approchés Ve, problèmes paraboliques linéaires dans un domaine

cylindrique, dont la solution u, restreinte à QT convergera vers une
solution u de V quand E tend vers 0.

Considérons pour T fixé un ouvert co de RI’ tel que : 
pour t E [0, T]. Alors m m [0, ~’] est un ouvert cylindrique conte-

nant (~T (figure 4).
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Nous posons pour

où les (x, t) sont définis sur (O X [0, T].

Soit

Alors :
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Définissons le :

Problè111e approché -. Déterminer zcE E 03 (ru M [0, Z’~) telle que :

pour tout p E Bi, (ru m [0, 
Soit AB l’opérateur d’ordre 2m associé à AE (1(, v) :

On vérifie facilement que le problème Ve est équivalent au :

Problème YE : Déterminer tte E 93 m [0, T]) telle que :

Rappelons le résultat suivant démontré dans l11].

Résultat III-6. : Si b (1l, v) est une forme sesquilinéaire continue
sur x [0, T]) X X [0, T ]), coercive, et g E F’ (co X [0, T]),
vo E L2 (mj, il existe une solution et une seule de :

où B est l’opérateur associé à b (u, v) par :

les crochets désignant la dualité entre I’ et F’.
Nous donnons maintenant un choix des Apq, le plus simple pos-

sible pour les applications, pour lequel nous démontrerons l’existence
et l’unicité de 0), et la convergence de US 1 QT vers « une »

solution de V.
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Choix des Ap, :

O 
O

De l’hypothèse ~1 on déduit alors : A,q E (w X [0, T]) et de
H 3 0 :

D’où pour 6 &#x3E; 0 :

Du Résultat III~6. nous déduisons alors le :

Résultat 111-7. : Pour 8 &#x3E; 0 fixé le problème approché V,1 (ou Ve)
admet une solution unique.

Montrons maintenant le :

THÉORÈME 111-4. (de convergence faible):

Quand e --; 0, la restriction de Ue à QT converge faiblement

dans sil (Qr) vers « une » solution du problème initial V.
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On montre ainsi l’existence d’une solution de TT d’où le théo-

rème 111-3.

DÉMONSTRATION. Prenons le produit scalaire (entre [0, T])
et F’ X [(),T])) de (111-22) avec u, ; il vient :

Mais: O O

et en prenant 2 fois la partie réelle :

D’après [11] (proposition 3-2), pour

d’où :

et d’après la coercivité de Ae (u, v) :

Par suite pour tout 8 &#x3E; 0, E  1 :

(1) Us est bornée dans Fi

est bornée dans L2 (QT )



94

De toute suite e - 0, on peut alors extraire une sous-suite

q - 0 telle que :

Il résulte de (1’) que :

et d’après (2’) :

gi  o o

Comme ~t~ E I’(u~ X ~0, T~), d’après le Résultat III-4., on peut
définir y zv) sur TT - 1 et de (3) on déduit :

soit d’après le Résultat III.4 :

Montrons que u, solution de V:

Pour tout cp E BT (QT) posons :

où

.Alors
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Prenons (p &#x3E; ~~ e =&#x3E; q dans le problème V-. ; il vient :

où  ,&#x3E; désigne la dualité entre F (Qr) et 
0,

la forme u - a_, (u, 99) étant continue sur Hl,,, 0 (QT),

et à la limite :

W est alors solution du problème V.

Il reste à montrer que : ,

De (4) on déduit, en prenant 

est dense dans 

(5) est alors vraie dans I~" (QT).
-Dautre part la solution de 1T~ vérifie : -.

0, A étant un opérateur linéaire continu de 
dans F’ ( QT), il résulte de (l’) :
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D’où f

soit

w kr est alors la solution unique du problème V et, la limite de

u~ IQp étant indépendante de la sous-suite, la suite entière zc~ IQp con-
verge vers dans 

A partir du théorème III-4. nous allons montrer le :

THÉORÈME 111.5. (de convergence 1 quand a - 0,

DÉMONSTRATION : Prenons le produit scalaire (de avec

F’ de (5) avec w IQp; il vient :

d’où

Mais pour ~3 (QT), [11] :

soit :
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De même, l’égalité de l’énergie vérifiée par Ue s’écrit :

Posons:

Considérions ; -.

En développant Xe et en utilisant les égalités de l’énergie
(111-26), (111-27) et le théorème 111-4. on montre facilement que :

D’autre part :

d0Ù O *

quand e -- 0 on en déduit (111-23), (111-24), (111-25).
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Interprétation du 

ii, vérifie pour tout T fini :

= 0 sur S x [0, pour j = 0, ... , m - 1, où S = aw.

+ conditions de passage (formelles) sur 1-’1:.

Autre choix des Apq:

On aurait pu prendre :

Au lieu de (111-23), (111-24), (111-25) on aurait

Pratiquement on se fixera une limite de temps t = T, et l’on

choisira l’ouvert m tel que co X [0, 1] n QT. On est alors ramené à
résoudre le problème Ve correspondant dans le domaine cylindrique
w X [0, T].

Nous donnons maintenant une deuxième famille d’approxima-
tions du problème V basée sur la méthode de GALERKIN générali-
sée au cas non cylindrique.

III-3. Problème approché par la méthode de GALERKIN :

Nous supposons qu’il existe une base (x, ==il 2, ...~ ] de

(S~t), pour tout t ~ U, telle que :
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t) E 1J’ (QT), v- T fini positif, j - 1 ~ 2, ...

t - cpj (x, t) soit une fois différentiable sur [ 0, T] pour tout

(x, t) E QT, 1’ fini quelconque et j &#x3E; 0.

(cpj (t)), j = 1, 2~ ... forme un système orthonormal dans L2 (Qt),
~ t E C U, Z’ ~. (On peut toujours s’y ramener).

Soit 4Sm (1n ~ 1) l’espace engendré par cp2 , ... , 

Nous définissons le :

Problè1ne approché Déterminer ’lt m E telle que :

pour j = 1, 2~ ... , et presque tout t dans [ ~, T].

où les ce;n, sont choisis tels que :

(LI1-31j sera vérifiée si on prend :

puisque (cpi (0)) forme une base de ..L2 
Nous remplaçons l’hypothèse j8~ du § III-1-3 par :

THÉORÈME III~6 : Sous les hypothèses ~I2’ , H3 , g4 et H5 ,
le problème approché V,,, admet une solution unique et de plus :
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DÉMONSTRATION : Explicitons (III-29); pour j = 1, ... , ’ln

Les étant orthonormales dans L2 (Qt) il vient :

= 1, ... »i est donc solution d’un problème de Cauchy
pour un système de 1n équations différentielles linéaires du premier
ordre en 

Existence et unicité de (t)), j = 1, ... ~z

t - a (t ; cpi (t), q;j (t)) est mesurable et sommable sur [0, T] (et
même dans Loo ([0, T]).

t --- (t), pi (t)) et t - ( f (t) , cpj (t)) sont mesurables et somma-

bles sur [0, T].
Il s’ensuit qu’il existe une solution unique Ujm (t), j = 1, ... , m

du système précédent, absolument continue sur (0~ T J ; cf. [14] par
exemple.

En multipliant les deux membres de (111-29) par (t) et en
sommant sur j de 1 à m~ il vient :

et:
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mais :

(vérification immédiate en se servant du fait que unt (t) i 0 sur la
frontière latérale de QT, r;).

D’où: ·

et en minorant le premier membre à partir de la coercivité, il vient :

Comme, d’après (III-31), zcna (0) -- zco fortement dans L2 (10~), on a:

1 Un¡ (0) (!Jo) C K, constante indépendante de 1n

et par suite :

d’oû le théorème. On retrouve d’ailleurs l’unicité de Un. à partir de
ces inégalités.

Montrons maintenant la convergence forte de vers 1(,. Nous

avons le :
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THÉORÈME 111-7 (de conve1’gence forte) : quand m - oo, - u

dans fort et Loo (0, T ; L2 fort où u est solution

du problème initial 1’.

DEMONSTRATION : De (111-33) on déduit que de toute suite

5&#x3E;1 --~ o0 on peut extraire une oo telle que : i

u est solution du problème initial V :

Soit :

Multiplions (111-29) par et sommons sur j de 1 à m ; il

vient en intégrant sur [0, T] :

mais on voit facilement (à partir de !tua _ ~ = 0 sur FÇ) que :

pour tout E 

Prenons m == u, W~, fixé avec n ~ ,u. On a :

pour tout !P E Wn .
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De (1), (2) et (111-30), on déduit quand li - oo :

~ W é n entier positif quelconque.
Enfin, d’après les hypothèses faites sur q~~ (x, t) et iiij (t), quand

1n - oo, W,,, est dense dans B1J (QT) rappelons le :

BT ( Q T ) = adhérence des identique-
ment nulles au voisinage de Q 11 .

Alors en passant à la limite dans (3) suivant n il vient :

De là on montre, comme pour le Théorème III-4, que Dt u E
E F’ (QT), c.a.d. que it est solution du problème V.

Convergence forte de U1n vers u.

Posons :

définie pour 0 C ~ C T, presque partout.
s’écrit en développant :

En utilisant les égalités de l’énergie (111-26) et (111-32) vérifiées
par u et um , puis la convergence faible de um vers u, il vient :
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D’autre part de la coercivité de as (u, v) il vient:

soit:

ce qui démontre le théorème.
On vient ainsi de redémontrer l’existence d’ une solution du

problème initial V et de généraliser la méthode de GALERKiN au

cas non cylindrique.
Pratiquement pour 1&#x3E;1 fixé, on aura à résoudre un système de ln

équations différentielles linéaires d’ordre 1, la difficulté consistant à

construire des fonctions t) ayant les propriétés voulues.

111-4. Problème approché par la méthode variationnelle des dit.
férences finies.

III-4-1. Construction du problème approché. 

Nous allons associer au problème initial V une famille de pro-
blèmes approchés au sens des différences finies, dont la construction
sera semblable à celle donnée dans RAVIART [15] pour un domaine
cylindrique, avec les modifications nécessaires dues au fait que le

domaine varie avec le temps.
Nous supposerons, comme au § III-3, Posons,

pour simplifier nos notations :

’ 

Avec ces notations le problème initial Y peut s’écrire :
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PROBLÈME V : Déterminer
telle que :

où, dans ce paragraphe, ( , &#x3E; désigne la dualité entre V (t) et V’(t),
et ( j(t), g (t)) le produit scalaire dans L2 ((2t).

L’équivalence des problèmes V et V, découle des résultats du

§ 111-1-2 c’est à dire pour Q assez régulier.
Nous allons approcher le problème initial sous la forme Vi.

Pour cela nous introduisons pour tout t ~ 0 :

Vh (t) Une famille d’espaces de Hilbert sur C (associée à H (t) et
V (t)) dépendant du paramètre h = (hi, ... , hi &#x3E; 0 assez

petits, que nous supposerons munis de deux produits scala-

ires : t ( , )Vh(t) et (( , 
Soient: 1 , Il 1 ’h(t) les deux normes associées telles

que : 
°

pour h et t fixés, où C (h, t) -i + 00 quand 1 --~ o avec t

fixé. Cf. [4], [1] pour l’introduction des !~h (t) et l’étude de

leurs propriétés.

Oh (t) Une famille d’opérateurs linéaires continus de L2 (Qt) = g (t)
dans Yh (t) tels que :

ci : constante positive indépendante de h et t E [0, T]
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ah (t ; Uh, vh) Une famille de formes sesquilinéaires continues sur

TTh ~t) (t) telle que pour tout uh, Vh E Vh (t) :

où 0, a &#x3E; 0 sont indépendants de h et t E [0, T]

avec :

0, k, 2k, ... , lnk = T. Un partage de l’intervalle [0, T] en sous-inter-
valles de longueur k et :

Wr (t) = fonction caractéristique de (r + 1) k ~ .

Pour r entier &#x3E; 0, q  0, posons :

muni de la norme de Vh par exemple.

Soit co un ouvert de Rx contenant Qt pour tout et

l’espace de Hilbert sur C, qui est associé à

L2 et Hom (Qt).
Nous noterons ( , )h , (( , ))h les deux produits scalaires dont

il est muni et 1 les normes qui s’en déduisent.
Pour soit uj2 le par 0 » de 1lh en de

hors de son support. Nous supposerons que : si Vh (t) alors
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Soit Iltp (1.k) , p h 0, q  0, une famille d’opérateurs linéaires

(de restriction) de dans pour r = 0, 1, ... , m tels
que :

où Bp,q (h, (h, k) tendent vers zéro quand 1~ --· 0 avec t = rk

fixé 3).
Nous supposerons de plus :

et

où itl, E ijh (t) avec t = rl~.

Posons :

Nous appellerons :

E: TTh (t)) = l’espace des fonctions Iiik (t) de la forme :

Pour uh E Vh (t), la forme vh - ah vh) est antilinéaire continue

sur Vh (t) et définit un opérateur :

3) Nous supposerons que (h, k) sont de la forme 0 (h) . 0 (k).



108

tel que :

et définissons une forme sesquilinéaire continue sur

par :

ce qui a bien un sens car
Posons enfin :

Nous définissons alors le problème approché au sens des diffé-

rences finies par
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Au lieu de considérer pour Phk un schéma purement implicite
ou explicite on peut « splitter » l’opérateur 4hk (t) comme dans [23]
et [26].

Résultat 111-8. Pour h et k figés, le problème Phk admet une so-
lution unique.

DÉMONSTRATION : (0) est déterminé par (111-50).

Supposons connu Uhk dans V ~, -1 (r1c). D’après
(III-49) uhk ((r + 1 ) 1~) est solution dans ((r + 1) 1~) «

où

dhk est connu à partir de (rlc) et des données.

Nous avons pour tout vh E (rk) :

ce qui implique l’existence et unicité de + 1 ) 1~) dans
cf. [7].

Interprétons le problème résolu :
1l hk 

et
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III-4.2 Majorations a priori et stabilité de la solution de 

Nous allons établir des _priori » vérifiées par la

solution de nous généraliserons ensuite la cléfinition de la

stabilité donnée dans 1 ~~, dans le cas où le domaine dépend du

temps et nous énoncerons le théorème de stabilité vérifié par le

schéma définissant 

Majorations a _priori.

Dans (111-49) prenons :

ou :

car

Il vient pour t E ~0, T[ [

Evaluons le premier terme pour 

Mais on voit facilement que pour
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D’où en reportant : V t E [rk, (r + 1 ) ~ ~ :

Nous distinguerons deux cas :

De l’égalité (111-54) il vient en utilisant la coercivitê (111-39)

où A-o est une constante positive arbitraire.

LEMME 111-1. Pour 0 ~ r 
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DÉMONSTRATION DU LEMME III-1 :

Mais d’après (III-40) :

et d’après (III-43) :

Le lemme suit immédiatement.

Intégrons l’inégalité (III,-55) de 0 à (r C m). En utilisant le

lemme 111-1 et (111-43) il vient: 1

On en déduit comme dans ~15~ : pour k ~ ko



113

Des hypothèses faites sur Oh (t) il découle :

Doù en posant:

Dans (III-54) le coefficient de est alors né-

gatif. Pour majorer ce terme on pren dra :

En poursuivant le raisonnement comme dans [15], avec des mo-
difications analogues au premier cas, on montre que :
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où

avec :

On prendra par exemple ko = T.

Définition de la 

Soient X (t) une famille d’espaces de Banach dépendant du pa-
ramètre t (t ~&#x3E; 0) et ~h (t) une famille d’applications linéaires conti-

nues de Vh (t) dans X (t) pour tout t h 0.

Definition III-1 :

La solution uhk du problème Phk est dite Loo (0, T ; X (t)) stable
pour le prolongement Ph si : i

est mesurable sur [0, T ] quels que soient h et k.

C indépendant de h et k.

On aurait une définition similaire pour .Lp (0, T ; ~ (t)), ~ fini.

Soit maintenant pour t E [0, T[ :

F (t) une famille d’espaces de Hilbert tels soit un sous-

espace vectoriel fermé de F(t)
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II r (t) l’opérateur de projection de F(t) sur H (t)

(III-62) t - Il Ph (t) uh (t) IIF(t) soit mesurable sur [0, T ]

C2 : constante positive indépendante d e h et t E ~0, T].
alors et nous

supposerons que :

C3 : constante positive indépendante de h et T].
Des majorations a priori (111-56), (III-57), (111-58), (III-59) et

des hypothèses (111-62), (111-64), on déduit le :

THÉORÈME 111-8 (de stabilité pour le _prolongement qh).

1) Pour 0 la solution 1thk du problème Phk est L°° ( 0 T; ·2’ 2 ’ ’

L2 stable quels que soient jL et k.

2) Pour 8 C 1 une condition suffisante pour que llhk soit
2

Loo ( 0, T ; L2 stable est que :

arbitrairement petit où v (h) est la partie principale quand
~ jz I --. 0.

III-4.3 Convergence de Uhk vers une solution du p,toblè1ne initial.

Nous nous plaçons sous les hypothèses du Théorè’lne 111-8 en

prenant 0 = 0 (schéma explicite).
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Nous savons alors que :

quand h et )~ -~ 0, on peut extraire une sous-suite notée encore (h~ 1~)
telle que :

désigne la restriction de cp (t) à [0, T].

Soient : 
_

V = l’espace des fonctions de ÇD (Qr) nulles au voisinage de T’T

(frontière latérale de (QT)) et de 

D’après [11] ] on sait que flfl est dense dans Br(QT), où, rappe-
lons le : adhérence des 

nulles au voisinage de 
rh (t) une famille d’applications linéaires continues de (D (£2t) dans

V) _1 (t). Pour v (x, t) E C)J, nous posons :

Par d é fi niti on de rh (t) et de ev on déduit :

Nous faisons les hypothèses suivantes analogues à celles de [15]
pour un domaine cylindrique.

Pour tout sous-suite (ithk) solution de vérifiant (111-66),
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pour tout quand h ~ 1 et k - 0.

quand

Démontrons l e :

THÉORÈME 111-9. de convergence faible: quand 1 hl, l~ --j. 0, sous
les hypothèses (III-69), ... , (III-73) :

où u est une solution du problème initial ~1.

DÉMONSTRATION : Prenons Phk (t) E (0, T + k; F h (t)) dans
(111-49) pour v quelconque dans Il vient :
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Mais:

Quand 1 et k tendent vers 0, des hypothèses (111-71), (III-73),
(111-41) et du théorème de stabilité il suit :

d7après (111-47).
Et à la limite pour 1 h 1 ~ 0, k --~ 0, il vient d’après (111-70) et
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Mais de la densité de V dans on déduit de (III-76) :

où : 1 u E Z2 (o, T ; J70»’ (Qt)) _ F (QT).
’Il est alors solution du problème initial Vi et d’après l’unicité

de cette solution la suite toute entière (h, lc) vérifie (III-74) et (111-75).

111-4.4. Exemple de construction du problème approché Phk ·

Nous considérons le problème TT1 pour un opérateur A (t) d’or-
dre deux. Nous avons alors :

et

Choix des espaces Vh (t). cf. [4].
On se donne un maillage de pas hi dans la direction Oxi (i =

- 1 , ... , n) et on définit pour M = (e, ... , en hn), ei E Z, apparte-
nant au réseau ainsi construit :

- 

oh (M, 0) : le pavé de centre lVl et côtés parallèles aux axes

de longueurs 7~ y... h~ .
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pour 1,th (x) définie presque partout dans un domaine de R’2.

- %VM = fonction caractéristique de ai, (.~I, 0). ,

Alors :

Tlh (t) = l’espace des fonctions étagées telles que :

On voit facilement que pour x E est à support
dans 

Nous munissons Vh (t) de deux produits scalaires :

Choix de [4], (1~ : pour 

alors :

Comme dans [15] on montre que V t E [0, T] :
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de partie principale quand | h | - 0 :

Les autres hypothèses sur Vh) découlent de celles faites
·

Expression des (rk) : ~ ~ 0, q ~ 0 :

Posons :

et

On déduit de la définition de que :

Construction de Vh (w) :
Soit co 13 ~ t E [0, l’], nous définissons :

et

que nous munissons de deux produits scalaires analogues à ceux
sur en intégrant cette fois sur c~.

Il est clair que :

Construction des
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Soit

Nous posons :

Les propriétés (III 40), (111-43), (111-44) découlent du choix pré-
cédent et des normes sur Vh (rk).

(111-41) et (111-42) sont vraies avec :

Le problème Phk admet alors une solution unique.

Stabilité du problème Phk ·

Nous prenons :

Nous munissons F(t) de la norme:

L’hypothèse (III.62) sera vérifiée si nous supposons que :
t - mes Qt est une fonction mesurable sur [0, T] ce qui découle des

x

hypothèses faites sur Q.
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Alors dans (111-63), (111-64), nous avons :

On est en mesure d’appliquer le théorème de stabilité 111.8:

si 0 &#x3E; 1 la solution Uhk de Ph est -L°°(0, quels2

que soient h et k.

si 9 C 2013 : une condition suffisante de stabilité est que :2

pour 1 assez petit; ô’ &#x3E; 0 arbitraire.

Convergence faible de Uhk vers 2c solution du problème initial.

Choix de rh (t) :

Soit nous posons :

alors : *

Vérifions maintenant les hypothèses du théorème III 9 de con-

vergence faible.

Posons :
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Hypothèse (III-69): Pour h et le assez petits et t E [0, T[ :

D’où:

De (III-66) on déduit que l’intégrale du premier membre con-

verge vers :

et -Di Il = 2013 
i 

dans L2 (0, T ; L2 fort quanddxi
1 h -; 0, l’intégrale du second membre tend vers :

soit à la limite :

d’où :

et
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Hypothèse (111-70).

D’après le choix de rh (t) il est clair que, pour v E ~ ( QT)

dans L2 (0, T; F (t)) fort, quand I ~z ~ 1 et k tendent vers zéro.

D’autre part :

U=W1t dans L2 (o, T ; I’ (t)) faible.

L’hypothèse (III 70) suit immédiatement de la définition de

ah (t ; 1lh, vh).

Hypothèse (III-71 ).

Démonstration analogue en remarquant que :

Hypothèses (III- 7 2 ), (111-73): même démonstration que dans [15].
On a alors le :

Résultat 111-9. Quand 1 h 1 et le tendent vers zéro :

fient l’inégalité (III.78)
où u est la solution du problème initial Vi.

III 5. Régularisation elliptique : 1

Lors de la résolution numérique du problème Phk par la mé-

thode variationnelle des différences finies décrite au § 111-4, on con-
state un phénomène de propagation des erreurs au voisinage de la

frontière latérale I’’ du domaine de résolution Q au fur et à mesure



126

que le temps t augmente dans un intervalle [0, et une erreur

sensiblement uniforme pour t &#x3E; T~ ; la limite de temps Tl dépen-
dant du problème considéré.

Afin d’obtenir une approximation uniforme de la solution au

voisinage de r’ pour tout t &#x3E; 0, on va remplacer le problème ini-

tial V (équation III-20)) de type parabolique par un problème de

type elliptique résolu dans un domaine 1 pour
T fixé positif, dont la solution approchera la solution u du problème
V en un certain sens.

Nous donnerons ainsi deux procédés de régularisation elliptique
avec leurs démonstrations de convergence. Nous conservons les hy-
pothèses et notations des paragraphes précédents avec en plus :

On peut toujours s’y ramener en construisant une fonction w de

Cf3 (QT) telle que zc~ ( . , 0) = u 0 dans .L2 (ûo) et en posant v = u - U’.

III-5-1 _procédé de régularisation elliptique :

Fixons nous une limite de temps T et considérons pour 8 &#x3E; 0 le :

P, (for1nel): Déterminer Ue « assez régulière » telle que :

(x, t) = 0 sur I T frontière latérale de == 0, ..., îîî - 1

zcE ( · ~ T ) ._-_ 0 sur S~T

On vérifiée facilement l’équivalence formelle du problème PE avec le
problème variationnel suivant :

Déterminer Ue E G~ telle que :
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pour tout v E W où :

W est un espace de Hilbert muni de la norme :

Notation : ( , ) désigne ici le produit scalaire dans Z2 
Le problème Q., est un problème elliptique et nous avons le :

Résultat 111-10. Sous les hypothèses H2, Ha, H4 et H5,
le problème QE admet une solution unique pour tout E positif figé.

DÉMONSTRATION : vérifions la coercivité de la forme bE (u,v). Pour
tout v E W, on a :

soit 1

L’approximation est justifiée par le :

THÉORÈME III-10. Quand E - 0 :

où 1(; est la solution du problème initial V.
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DÉMONSTRATION: De la coercivité de il vient pour

W :

et d’après (III-80) :

Il s’ensuit que :

De (1), (2), (3) on déduit que de toute suite e tendant vers 0

on peut extraire une 0 telle que :

Prenons maintenant E = q dans (III-80) ; nous avons :

et quand q - 0 il vient d’après (4), (5) et (6) :

est dense
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On en déduit que (7) est vraie pour tout c’est à dire

que u est solution du problème initial V avec u ( . , 0) - 0.
La limite dans (4) étant indépendante de la sous-suite q - 0

la suite entière u, vérifie (4), (5) et (6) quand e - 0. D’où le théorème.

111-5-2 Deuxième procédé de régularisation elliptique:

Le problème approché formel s’écrit pour T figé :

Problème PEI: Déterminer Us « assez régulière » telle que :

(x, t) = 0 sur l’TT frontière latérale de QT, j = 0, ... , m - 1

Le problème est équivalent formellement au problème variation-
nel suivant :

QÉ : Déterminer u, E JV telle que :

pour tout v E W où :

W est un espace de Hilbert muni de la même norme qu’au § III-~ ~1.

Résultat Le problème approché Q; admet une solution

unique pour tout e &#x3E; 0 fixé, sous les hypothèses H2’, Ha, .H~
et Hs.
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DÉMONSTRATION :

Q) est un problème elliptique. Vérifions la coercivité de la for-
me be v) ; pour tout v E TT on a~ :

d’où

Montrons maintenant le :

THÉORÈME 111-11 : quand 8 -- 0

où u est la solution du problème initial V.

DÉMONSTRATION : 1

Point 1. De la coercivité de la forme il vient pour v =
= E W : e

Mais d’après (III-84) :

On en déduit que un 

L2 (QT) et respectivement Par conséquent de
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toute suite e -- 0, on peut extraire une sous-suite q -- 0 telle que :

Point 2. u est solution du problème initial V

u1J vérifie 

Mais pour E W : -.

D oÙ, puisque v (0) = 0 :

pour tout v E W.

0 il vient d’après (1), (2), (3) =

Prenons v E Q (QT) --- espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables à support compact dans l’ouvert Qp. De (4) il suit:

oû ~

étant dense dans on a :
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Par suite zc’= appartient à et :

Il ne reste plus qu’à montrer u ( · , 0) = 0 dans L2 (!Jo) pour que
~c soit solution du problème initial V.

Nous savons que et u’E F’( Qr) c’est à dire 1l E ~’~ ( QT).
Or d’après [11] une condition nécessaire et suffisante pour que
u (., 0) = 0 dans Z2 (Do) est que :

 , &#x3E; désignant la dualité son dual.

soit:

Nous démontrons plus loin le :

LEMME III-2 : 0, dans F’(QT) faible.

Alors 0, (7) devient d’après (1) et le lemme II I -2 :

ce qui est (6).
D’où le théorème, la limite dans (1) étant indépendante de la

0 extraite de B - 0.

DÉMONSTRATION DU LEMME 111-2 :

1er point: dvE est borné dans F’(QT) pour tout B &#x3E; o.
dt
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1. Soient :

Posons : o

alors :

Soit ~’ le prolongement par zéro de p (ce, t) en dehors de 0 X [to, li 1 ;
alors ~ E W et en prenant v = 9~ dans (111-84) il vient :

D’où ~ ° o

où : 1
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Posons :

2. Montrons que g (t) est b01’née dans L 2 (to , H-m (0)) quand

Il suffit de voir que A (t) Ue est borné dans L2 H -m (Ô))
quand E --- 0 . Mais ’lie, 1 bornée dans (9ï)? l’est aussi dans

3. Montrons maintenant que quel que soit le domaine cylindri-

que 0 X ] z1 h avec 0 ouvert régulier de Rx et 0 X ~zo , c QT

et TO &#x3E; 0, Ti  T, = 2cÉ reste dans un borné de .L2 H -m (0))
cC 

’

quand G - 0.

Pour cela nous prenons :

et nous construisons une fonction r (t) E ~1 {[to , telle que :

au voisinage 
Posons :
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Il vient :

quand e - ~i :

clone g1 (t) = - E vÉ + Ve reste borné dans L2 (to , t1 ; -U-111 (Ô)) quand
8 -- 0.

Définissons :

Alors : O

où * désigne le produit de convolution en t.

et par conséquent vE reste dans un borné de L2 (to , t1 ; H-m (0)) ;
en prenant la restriction de Ve à [1"0’ -cl], 2cÉ est alors bornée dans
Z2 (0» 0.

4. On en déduit que quel que soit le compact

et est bornée dans cet espace. En prenant une suite de compacts
l.~ telle que U gn tende vers Qj&#x3E; on en conclut que

et est bornée dans cet espace, ce qui démontre le point 1.
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Point 2 : quand 8 -- 0 on peut extraire une sous suite q - 0
vérifiant (1), (2), (3) et :

D’après le point 1 on peut extraire une sous-suite q - 0 véri-

fiant au sens de la convergence faible :

En prenant 8 = 1] dans (111-84) il vient quand n -- 0 :

d’où l’on déduit :

et en comparant à (5) on a : ,u = D’où le lemme.
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