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METHODES D'’APPROXIMATION
DES SOLUTIONS DE CERTAINS
PROBLEMES AUX LIMITES LINEAIRES

ALAIN LUcIEN MiaNoT ¥)

PARTIE I

Introduction.

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier certains types
d’approximation des solutions de problemes aux limites stationnaires
et d’évolution.

Les Chapitres I et IT sont consacrés a Papproximation de la
solution de problemes aux limites elliptiques par la méthode du «do-
maine auxiliaire ». Le principe en est le suivant:

Soit A un opérateur différentiel linéaire elliptique d’ordre 2m
dans un ouvert borné 2 de R", de frontiere I' supposée réguliere.
Nous cherchons & approcher la solution u de:

Au=f dans Q
o |

Bju=10 sur [, j=0,1,..,m — 1 (conditions aux limites) .

Nous remplagons le probléme (P) par une famille de problémes (P,)
(e > 0 petit) du type:
A.u,=f, dans un ouvert D contenant 2

(Pe) ;

yiu;=0 sur § frontiére de D,j=0,1,...,m—1

*) These de doctorat es sciences Mathématiques soutenue le 14 Mars 1967
a Paris.

Indirizzo dell’A.: 28 rue de Fontenay 94-Nogent (Francia).
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ou A, est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2 m dans D qui
prolonge A a D, et y;u. est la trace d’ordre j de u, sur S. Les coef-
ficients de A, dans le « domaine auxiliaire » 1) — 0 sont choisis &
partir de A et des conditions aux limites de (P). Pour certains choix
(non limitatifs) de A, on montre la convergence de u, restreinte a £2
vers u, solution de (P), quand ¢ tend vers zéro. Dans certains cas
on obtient I’évaluation de Verreur: wu,|o — u = 0 (/&)

Au Chapitre 11 nous donnons des applications pratiques de cette
méthode sur quelques problémes simples. Nous avons résolu direc-
tement les problemes (P) et (P.) par la méthode variationnelle des
différences finies et comparé les résultats obtenus pour plusieurs
choix de opérateur A..

Les Chapitres I1I, IV, et V concernent les équations d’évolu-
tion linéaires du premier et du second ordre en ¢ dans un domaine
cylindrique et non cylindrique.

Le Chapitre IIT traite des problémes mixtes pour les équations
paraboliques. Soit A (¢) une famille d’opérateurs différentiels linéaires
elliptiques d’ordre 2m, ¢ = 0. Nous cherchons & approcher la solu-
tion wu (v, ?) de:

WO+ AWu() =70 dans Touvert Q (), ¢>0

(P) u (2, 0) = u, (x) pour x€ 2 (0)

Bju(t)=0 sur la frontiere I'(t) de £ (t), t > 0.

Au paragraphe II nous supposons que le domaine £ (¢) est indé-
pendant du temps ¢ (2 (¢) = £2,t = 0) et nous généralisons la méthode
du domaine auxiliaire a ce probleme. Le principe de construction est
semblable & celui énoncé pour les problemes stationnaires; on est
ramené & la résolution d’un probléme de Dirichlet parabolique dans
un domaine D contenant Q.

Nous en démontrons la convergence lorsque A (¢) est un opéra-
teur d’ordre deux et (P) un probléeme mélé.

Nous considérons au paragraphe III le cas d’un domaine non
cylindrique (£2 (t) variant avec t). Nous associons d’abord a (P) un
probleme variationnel faible dont nous démontrons l’unicité de la
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solution. Nous en construisons quatre procédés d’approximation dont
chacun d’eux nous fournit & la limite une démonstration de Vexis-
tence de u. Le premier, par la méthode du domaine auxiliaire, nous
rameéne & la résolution d’un probléme parabolique dans un domaine
w arbitraire contenant Q (t) pour te[0, T'], T positif fini, en prolon-
geant l'opérateur A () & w. Le second, qui est une généralisation de
la méthode de Galerkin classique, revient & approcher u (x, ¢) comme
combinaison linéaire de « fonctions de base » @I (x,1): Uy (2, t) =

m
= Zu;(t) ¢* (x,t); les u;(¢t) sont alors solutions d’un systéme de m
i=1

équations différentielles linéaires d’ordre un. Une idée semblable est
utilisée dans SATHER [18] pour les équations de Navier-Stokes.
Le troisieme procédé est une généralisation de la méthode variation-
nelle des différences finies, pour un domaine non ecylindrique. Nous
donnons une définition de la stabilité des schémas introduits ainsi
que la démonstration des théorémes de stabilité et convergence as-
sociés, analogues & ceux énoncés dans RAVIART [15] pour les pro-
blemes cylindriques. Enfin un dernier procédé consiste & utiliser la
« régularisation elliptique », cf. LioNs [10], [12], qui nous rameéne a
la résolution d’un probléme aux limites elliptique dans le domaine
(Q 1), te[o, T).

Nous avons fait la méme étude au Chapitre IV pour les équa-
tion d’évolution linéaires du second ordre en ¢ du type:
[ d%u d
O+ BOuO + AU =7(t) dans (1), >0

(P) du

ww, 0) == u, (r); T (¢, 0) =u, (#) pour tout x¢€2(0)

Bju (t)=0 sur ['(t) frontiere de 2 (t),j =0,1,..,m—1;¢>0.

Nous avons d’abord construit la méthode du domaine auxiliaire
lorsque £2(t) est indépendant de ¢, puis les trois premiers procédés
d’approximation analogues au chapitre III, quand £ (t) varie avec t.

Au Chapitre V nous avons étudié numériquement sur quelques
problemes simples, les différents procédés d’approximation des pro-
blemes paraboliques dans un ouvert non cylindrique. Une étude
comparative de ces méthodes a été faite sur un probléeme plus élaboré.
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Il résulte de cette étude que la méthode du domaine auxiliaire est
la plus avantageuse: sa construction est simple et elle donne de
bons résultats pour un temps de calcul peu élevé. La méthode de
Galerkin est surtout applicable en dimension un ou elle est trés
efficace. La méthode variationnelle des différences finies, de construc-
tion assez délicate mais trés rapide, donne une précision médiocre
surtout au voisinage de la frontiere I'(t) de £ (¢). Enfin la régulari-
sation elliptique qui fournit généralement de trés bons résultats,
nécessite la résolution d’un gros systéme linéaire d’out un temps de
calcul tres long.

Je suis heureux d’exprimer ici mes remerciements et ma profonde
gratitude & Monsieur J L. LIONS qui m’a suivi et orienté au cours
de mes recherches. C’est griice a ses conseils que j’ai pu mener a
bien ce travail.

Afin d’en faciliter la publication nous avons divisé notre tra-
vail en deux parties. La seconde partie, comprenant les Chapitres
IV et V, fera I’objet prochainement d’un autre article dans cette
méme revue.

Les essais numériques figurant dans ce travail ont été effectués
sur les machines IBM. 704 puis CDC 3600 de V'INSTITUT BLAISE

PASOAL.

CHAPITRE I

APPROXIMATION DE PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES

I-Plan général d’étude :

Etant donné un opérateur elliptique A dans un domaine £, de
fagcon générale, nous nous proposons d’approcher les problémes aux
limites de type suivant:

Au=f dans Q.

(P) )
Bju=0 sur I', frontiére de £.
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Nous dirons que (P) est le « probleme initial », Au probléme (P)
nous allons associer une famille de problémes (P,), dits « problemes
approchés », résolus dans un ouvert D contenant 2, dont la solution
u, approchera, en un certain sens, la solution « de (P). Pour cela nous
construirons des opérateurs A, prolongeant A & D et considérons :

s A u, =f dans D
(Pe)

(7,~ ., =0 sur §, frontiere de D.
j=0,..,m—1

olt f' est le prolongement par zéro de f a D, et y; la trace d’ordre
j de u, sur §: .
A
Vi U = %]— .

Dans un premier stade nous décrirons notre méthode lorsque A4
est un opérateur elliptique d’ordre 2, avec des conditions aux limites
homogénes de type Dirichlet, Neumann ou mélées.

Puis nous montrerons comment on peut généraliser ce procédé
4 des opérateurs d’ordre 2m (m > 1). Nous donnerons les résultats
obtenus en prenant A = 4%, Vopérateur biharmonique, avec différentes
conditions aux limites.

Toute Vétude qui va suivre sera basée sur la formulation varia-
tionnelle des problemes traités (voir [7]).

II. Espaces utilisés et notations:

Soit 2 un ouvert de R* de frontiere I" assez réguliere. On appelle;

D (£2) : P’espace des fonctions indéfiniment différentiables & sup-
port compact dans £.

0’ (£2): son dual qui est ’espace des distributions sur Q. [20].

L?(£): Vespace des fonctions de carré sommable sur £ muni
de la norme :

[l = ¥l = [ as
Q

H™(Q): {u|u, D?ue L* (Q), | p | < m)
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6
ol
0P
DPu = —— " 7 avee p = (1’1 9 91’71)7 pi= 0
ox ... fw "
|lp|=p1+4 .+ Pn

les dérivées étant prises au sens des distributions sur 2, [20]
Les espaces H™ (L) (de SoBOLEv [21]) sont des espaces de Hil

bert munis du produit scalaire :

((“’ ’U)) = ((u) /v))Hm (.Q) - 2 DPu-DpZdw.
2| =m P

Notation : [ gm g = ((wy WP = || |].

H," (Q): ’adhérence de D (2) dans H™ (2) pour la norme ci-
dessus

H-"(Q): dual de Hy (2).

i m—j— 1 .
€H 2 (I') (voir [8]

Résultat 1-1: Si u€ H™(Q), y,u = —
dan;

. di
pour la définition de H™, m non entier), ol En—u est la trace d’ordre
{
j de uw sur I'= 08;

et Papplication :
, Ym—1u} est linéaire continue de H™ (L) dans

U — you={yu,pu,..
m—1 m—-j—-l
11 H 2(I'), surjective et de noyau Hy' (Q).

J=0

Résultat 1-2: Si £2 est un ouvert trés régulier [8] on démontre
qu’il a la propriété de m-prolongement c. a. d. : pour tout u € H™ (),
il existe une application linéaire continue P de H"(£2) dans H"(R™)

avec 0 <<r << m, telle que:

Pu = u presque partout sur Q. ([7])
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I11. Formulation variationnelle du « probléme initial » :

A lopérateur A et au probleme (P) nous faisons correspondre
le triplet {V,a (u,v), L (v)} ou:
V est un espace de Hilbert.
a(u,v) est une forme sesquilinéaire continue sur V < V,

c’est-a-dire :
|a(uw) | < M||u|-||v] pour tout u,ve V.

L (v) est une forme anti-linéaire continue sur V, (correspondant
au second membre).

Le probleme variationnel associé a ce triplet s’écrit :
PRrROBLEME I-1: Trouver u€ V tel que:
(I-1) a (u,v) = L (v) pour tout ve V.,
DEFINITION I-1: Nous dirons que a (u,v) est V-elliptique si:
(L.2) Re a(v,v) =w| | pour tout ve V, o> 0.
On a alors le:

THEOREME I-1: Si la forme a (u,v) est V-elliptique, le probleme
I-1 admet une solution unique [7].

Pour chacun des probléemes variationnels associés a (P) ou (P,)
nous vérifierons les hypotheses suivantes :

Hypothése HO: a (u, v) est une forme sesquilinéaire continue sur
V< V.

Hypothése H1: a(u,v) est V-elliptique.
Hypothése H2: L (v) est une forme anti-linéaire continue sur V.
Hypothése H3 : a (u, v) et L (v) ne contiennent pas d’intégrales de

surface sur I frontiére de £.

Tous nos résultats s’appliqueront si H3 est vérifiée, ce qui nous
limite aux problémes homogenes.
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Nous donnons maintenant quelques exemples de construction de
problémes variationnels & partir des problémes formels (P):

Exemple I-1: (probléeme de Dirichlet).

Soit A — — A— — 3 D}avec D;—= -
i=1 0x;

— Au=f dans Q
(I-3)

Pou=1ulp=0 ol I'=49Q.

Nous prenons :
V = H (Q).

a (U, V) =fgrad w-grad v dQ
&
L(v):ff- 17(1!2; en supposant f € L?(Q).
2

Au probléme (P) correspond le triplet: {V,a(u,v,) L(v)} et le
probléeme variationnel (@) :

Déterminer u € H; (2) tel que:
(I-4) ;

a(u, v) = (f, V)1a0) pour tout v e Hy ().

Les hypotheses (HO, ..., H3) sont facilement vérifiées dans ce cas
d’out ’existence et ’unicité de u d’apres le Théoréme I-1.

Résultat 1-3: Les problemes (P) et (§) sont équivalents formel.
lement. En fait « solution de (I-4) vérifie la premieére équation de
(I-3) au sens de @’ () avec en plus Au € L? (Q), et w = 0 dans L>(I")
car u € Hy (Q).

Exemple 1-2: (Probléeme de Neumann)

— du 4 Au=f dans £, 1 >0

(I-5) du

= 0 sur I, o n est la normale extérieure i Q2 sur I
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On prend cette fois:
V=H! £

a (u, v) = f(grad u-grad v 4 Au v) dw
2

L) = (f, o)1) 5 f€L*(2)

A (P) correspond le triplet: {H! (L), a(u,v), L(v)} et le pro-
bléme variationnel (Q):

‘ Déterminer u € H?! (Q) tel que:
1-6

6 (a(u, v) = L (v) pour tout v€ H!(Q).

On vérifie encore facilement les hypothéses (HO,.., H3) d’ou
Pexistence et 1’unicité de la solution u, ainsi que le:

Résultat 1-4: Les problemes (P) et (@) sont équivalents for-
mellement, la premiere équation étant vérifiée au sens des distribu-
tions de D’ (2) et la seconde formellement (par application de la
formule de Green).

De maniére analogue on associerait un probléme variationnel (€))
4 des opérateurs A d’ordre 2m vérifiant des conditions aux limites
homogénes.

Dans la suite nous approcherons le probleme variationnel (@)
correspondant & (P), par un probléme variationnel (¢).) auquel nous
associerons un probléme opérationnel (P,).

IV. Approximations de probléemes aux limites elliptiques pour
des opérateurs d’ordre 2.

Nous consideérerons dans tout ce paragraphe des opérateurs A
self-adjoints du type:

(I-7) A= — 3 Di(w; D)+ a,

i, j=1
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sur lequel nous ferons les hypotheéses suivantes :

(I-8) @ij, @y € L™ () (mesurables et bornés dans £)
(1-9) Re 3 aj&&=aZ |8 a>0.

i, j=1 i=1 .
(I-10) Re a, (¥) = oy > 0.

Les trois types de problemes (P) que nous chercherons & appro-
cher g’écrivent :

(I-11) Au = f dans Q.
(I-12) =0 sur I' — probléeme de DIRICHLET —
ou

du n —~
(I-13) —=0= 3 a;Djucos(n, ) sur I

vy i, j=1

— probléme de NEUMANN —
ou
. du

(I-14) w=0 sur I, etd_“::() sur I, avec I'=1u I},

— probléeme MELE —

4.1. Le probléme initial variationnel () :

Soit @ (u, v) la forme sesquilinéaire associée a A :

n — —
(I-15) a(u,v)= 3 | a;Dju-Dp de +fa0 w-v dw.
el

i, j=1 )
Nous prendrons pour espace V :
(1-12%) V = H, (9) pour (I-12), (I-11)
1-13) V = H!(Q) pour (I-13), (I-11)

(I14) V={ulue H' (Q) et w =0 sur I} pour (I-14), (I-11).
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Au probléme (P) nous associons le triplet {V,a (u,v), L(v)] et
le probléme variationnel (@):
Déterminer w € V tel que:

(1-16)
a (u, v) = L (v) = (f, v)rzq) pour tout ve V.

Hypothése L: f€ L?(2) (ou bien fe¢ H—1(2); les démonstrations res-
teraient identiques).
Vérifions les hypothéses I :
HO : elle découle de D’hypothese (I-8) faite sur a;, a, et de Diné-
galité de Cauchy-Schwarz.
H1l: on a:

n E—
Rea (v, v) = [Re 2 ;i Djv.D;vdx +fRe“0(w)|”i2 dx.
: o)

i,j=1
Re @ (v, v) = inf (a, o) [| v [| 1) = B || v ||% @’aprés (I-9) et (L-10).

He: | L) | =] (f e | < | /o] 0 || £ |zee]| o]l
H3: est vérifiée de par le choix de a (u, v).
D’aprés le Théoréme I-1, on a le:

Résultat 1-5: Le probleme initial (¢)) admet une solution unique
w appartenant a V.

4.2. Idées générales sur le probléme approché (Q.):

Nous considérerons un ouvert quelconque 2, c [}mnﬁ et D l'in-
térieur de Q Uﬁi. Soit 8 la frontiere de D (figure 1).

Fig. 1
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Nous construirons une forme sesquilinéaire A,(u,v) ayant les
propriétés suivantes :

(I-17) A, (u,v) est une forme sesquilinéaire continue sur fH?! (D)<
< H' (D).

(I-18) La restriction de A,(u,v) & V > V, défini en 3-1, coincide
avec a (u, v) au sens suivant:
si u est le prolongement de u par 0 en dehors de £:

AE(’@;,Z):a(u, v) pour tout wu,ve€V et nulles au wvoisinage de I’
dans Q.

(I-19) Re A, (v, v) =« || v IBP(D) pour tout ve€V (D) défini ¢i-dessous;

o« > 0.
Le probléme approché dans D s’écrira: (Q.)

SDéterminer u, € V(D) tel que:

~

[ A (ug,v)= E(v) = (f, v)zzp) pour tout ve V(D).
Sous les hypotheses: (I-17), (I-18), (I-19) on a le théoreme :

THEOREME 1-2: Le probléme approché variationnel (@,) admet
une solution unique, pour tout ¢ > 0 fixé.

DEMONSTRATION : Toutes les hypothéses du Théoreme I-1 sont
vérifiées car:

| Ew)| < [(Fo)|<|flwma ]| vllaw -

Nous avons le choix de V (D), suivant que nous désirons appro-
cher (@) par un probléme de Dirichlet, Neumann ou autre. Dans
toutes nos démonstrations nous prendrons V (D)= H, (D), qui nous
intéresse le plus au point de vue pratique, les démonstrations se
transposant facilement si V(D)= H! (D).

4.3. Constructions de problémes (Q.) approchant un probléme de
DIRICHLET.
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Nous donnerons plusieurs choix (non limitatifs) de « formes ap-
prochées », pour lesquelles on démontrera la convergence de u, res-
treint & Q vers w.

De facon générale nous prendrons :
(I-21) A (u, v) = f( Z Ay Dj w-D;v + 4, u?) dx
1,j=1

premier choix de Ay, A,:
gAij = [ay dans £, §; dans Q, (1 si i=j}
(0 si i =)
(I-22) 1
EAO = %ao dans £, - dans 0, %

deuxiéme choix de Ay, Aj:

1
Ay = gaij dans Q, —8—551 dans Q1§

(1-23)
A

0=

1
a, dans £, s dans .Qi§
troisiéme choix de A, A,:

Ay =

Y

1
a;; dans £, — dans 91}
€

(I-24)
A, = {a, dans 2, 0 dans £}

4.3.1. Premier probléme approché (Q.) correspondant a (I-22).

La «forme approchée » A, (u,v) s’éerit pour u, ve Hy (D):

(I-25) A (uyv)= X faiiju-Di;dm—k/ao w-v de
I

i,j= 19

_ 1 _
-} fgra,d u grad v de 4 ?fu-v dx
& @
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et le probleme approché (Q.) qui lui correspond:
Déterminer u, € H, (D) tel que:
(I-26) A (u,,v) = (f,’ v) pour tout v€ H, (D)
avec f: {f dans £,0 dans Q,}.
Résultat 1-6 : Pour ¢ positif fixé, (¢).) admet une solution unique.

DEMONSTRATION : Vérifions les hypotheses du Théorsme I-2;
la seule chose non triviale est la coercivité :

1
ReAs(v,fv)zRea(v,v)+[|gradv|2dx+—£~[|v|2dw
2, -(51

&

. . 1
= inf o) | 0 o + inf 1, ) 1o e

. 1
Re 4. (v, v) = inf (“7 %y —;‘) “ v H2H‘(D) :

L’approximation est justifiée par les deux théoremes suivants:
THEOREME I.3: de convergence faible: quand ¢ — 0, la restric-
tion de u, & 2 (notée wu.|p) converge faiblement vers u, solution du

probleme initial (@), dans H?!(Q) et —:/L“:\gl converge faiblement
&
dans L?(£2,) vers une fonction g¢.

DEMONSTRATION : Dans (I-26) prenons » == u, ce qui est loisible
car usEHo1 (D) d’apreés le Résultat 1-6. I1 vient:

Re A4, (u, , u,) = Re (f,u,).
Soit :
Re a (u, |0, u. |o) +fl grad u, |* dx +/\
2, 2

Ue

Ve

2 _
de = Re/f u, da.
2
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En tenant compte de la coercivité de a (w,v), on a:
. 2 . 2 Ue 2
inf (o, o) || o ||zye) + | grad u. |o, [zya) + | Vs |, [Zaey
&

< |flma || we|lmva) < | f 2o || % ||z o) -

U, .

= sont bornés indépendam-
Ve lrsay

ment de & On peut alors extraire une sous-suite s — 0 telle que :

D’out Von déduit que : || %, || zip),

(1-27) u, ~ w dans Hy (D) faible.
(1-28) ;‘—i|gl ~ ¢ dans L?(Q,) faible.
7

(I127) entraine que: u,|o, — w|o, dans L*(2) faible et (I-28):
Uy o, = (%ﬁ— |_Ql) Yy ~ 0 dans L2(L,) faible.
Y)

Soit w |g, = 0. Comme € H, (D) on peut définir sa trace sur I’
dans H'®(I') et w|p=0, dott w|q€ H, (Q).

Montrons que w |p coincide avec u, c.a.d. est solution de (Q):

Reprenons (I-26) avec v = {v dans 2,0 dans Q,} ot ve Hy(Q).

On a: veH) (D) et il vient:

@ (u, |!2 y0)=(f, 'U)Lﬂ(g) .
D’apreés (I-27) quand e=#5 —~ 0:
a(uylo,v) —~ a(@w |g,v)

et & la limite :

a(wl|o,v)=(f, v) pour tout v¢ H{ (Q).

Soit w |o = w d’aprés Punicité de (Q).

Ceci étant vrai pour toute sous-suite  — 0, c’est vrai aussi
pour la suite initiale ¢-- 0 car la limite est indépendante de la
sous-suite.
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THEOREME 1-4. de convergence forte: quand & — 0:
(I-29) U o —~ u dans H'(Q) fort.

o,

Ve

lo, ~ 0 dans L*(%,) fort.

DEMONSTRATION : Soit la fonetion N = {1 dans 2, 0 dans £}
et introduisons :
X, = A, (v, — Nu, u, — Nu)

qui est bien défini car Nue€ H, (D) pour u¢ Hy (2)
X, = A (u., u) — 2Re A, (u,, Nu) + A, (Nu, Nu).
En tenant compte de (I-26) avec v = u, et de (I-18) il vient:
Re X, = Re ([, #.)1em) — 2 Re a (u, |o, u) + Rea (u, ).
Appliquons le Théoréme I-3. Quand & — 0:
Re X, — Re (f, w)r30) — 2 Re a (u, u) + Re a (u, u)
= 0 d’apreés (I-16).

Soit : Re X, — 0 quand ¢ — 0.

Mais :
. Ue 3
Re X, = Re a (u, |o — u, u;|o — ) + | grad u, o, |iz(gﬂ + | T—— Iiﬂ(!)')
&
Us
ReX,=f | w.|o—u “2H1(9) -+ | grad u, ]ia(gl) + | —V-_— I%ﬂ(g,)
P
avec f = inf(x, a,).
D’ou (I-29) et (I-30) avec en plus:
U |@, - 0 dans H!(Q,)
0.Q.T.D.

Dans ce cas on ne peut avoir de majoration de erreur u,|o — 1,
u, étant de Vordre Je dans I2(R,) seulement.
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4.3.2. Deuxiéme probléme approché correspondant aw choix (I-23)
de A,] 5 AO :
A, (u, v) g’écrit alors :

n

A, (u,v) = fa“ Dju-Divde 4 [a,uvde -+
i,j=1

Q

1 - -
+ ?[(grad u-grad v + u v) do
(23

ou:
1
(I-31) A, (uyv) = a(ule,v o) + el (GO SEAR
Le probleme approché (@Q.) devient:
Déterminer u, dans Hy (D) tel que:
(1-32)
A, (g, v) = (f,v)rap) Ppour tout veHy(D).
Résultat 1-7: Pour &> 0 fixé, (§,) admet une solution unique.
DEMONSTRATION : Vérifions la coercivité de A.; d’apres (I-31)
1 .
(1-33) Re A, (v,v) =Rea (v]o, vlo) + — | v ey

. 1
Re 4, (v, v) = inf (a, oy, ?) Il v |z

d’ol le résultat d’aprés le Théoréme I-1.
Nous allons démontrer maintenant un théoréme qui nous don-
nera directement la convergence forte et une majoration de I’erreur :

THEOREME I-5: Soient u,u, solutions de (I-16), (I-32) respec-
tivement; on a:

{I-34) H U, I_Q —u Hgl(g)g C'Vé‘_

(I-35) || s | | ey << ¢4 Ve ¢, ¢, : constantes ne
dépendant que des données.

2
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DEMONSTRATION : Prenons » = u € HO1 (D) dans (I-32) :
Re 4, (u,, u;) = Re (j':,JuE) .

D’aprés (I-33) il vient, en posant f = inf(a, a;)
B 1l welolme + || |sz.|lH1 o) =< | f ey || e || myey -

D’ou Von déduit :
/|
B

(I-37) | e |0y [l oy < VE—%——I .

L’application u,|o, —~ y,%. (trace de u, sur le bord de £,) est
linéaire continue de: H!'(Q,) - H'?(9 Q,), d’aprés le Résultat I-1.
D’ou :

(1-36) ” U, l_g”Hl Q) < — |

| 70 e [l 1y << € | elo flzaen
et en tenant compte de (I-36):
(1-38) 170 e | a2y <k Ve avee k= c, | f |/VB.

Considérons maintenant: w = u,|o — u, défini dans H?!(Q).
Dans 2 w vérifie :

Aw =0 dans H-1(Q)
W|p=y,w=1ypou,, car w=0 sur I, dans HY2(I).
L’application w — Aw X yyw est un isomorphisme de :
H! ()~ H1(Q)>< HW2(I) (voir [13])

d’ou
[0 [me) << o3| 7o w || g1y car Aw = 0.
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Soit :
% | — w [lme) << eg || 70 e || pa

et d’aprés (I-38):
| e lo— u|jmye)<< e5 k Ve ce qui est (I-34)

(I-35) nous est donnée par (I-37). D’ou le théoréme.

4.3.3. Troisiéme probléme approché associé & (I-24):
A, (u,v) g’éerit:

1 -
A, (uyv) =a(u|o, v|o) + - [grad w-grad v da

9

Tous les résultats obtenus en 4.3.2 sont encore valables. T1 suffit
pour cela de prendre comme norme dans H!(Q,):

I |Pay = f | grad u ? da.

e}t
Cette norme est équivalente a la norme de H!(Q,) définie an §IT
d’aprés P’inégalité de Friedrichs:

| w !ZLﬁ(gl) < ¢ (‘Ql) ] ' grad u |2 dx

2
pour toute fonction # nulle sur une partie non vide de la fron-
tiere de £, (ici S).

Remarque 1-1. Tout ce qui été dit est encore valable si Q, est
adjacent a £ (figure 2):

T

Fig. 2
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4.3.4. Problémes formels équivalents & (Q,):

Nous donnons sans démonstration les problemes (P,) équivalents
formellement & (@,). 11 suffit, pour le voir, d’appliquer la formule de
Green a chacun des cas.

Pour le premier probléme approché correspondant au choix (I-22)
de A;;, Ay, (P,) s’écrit:

/(1) Au, = f pour z€ Q

(2) — du, + —i— u, = 0 pour € &2, domaine auxiliaire
(P})
3) [w]r.e = [w]ra

du, | du,
@ [ =[]
\ Y4 |Ie dn |r o,

ol [u]r, o, désigne la valeur de w sur I prise du coté de £;.
Pour le deuxiéme choix (I1-23) de Ay, Ay, (P.) s’écrit :

(1) Au, = f pour z€ Q.

(2) — du, + u., = 0 pour x€£,.

Py |/
& (3) [we]r.o = [wr 0, -
du, 1 du,
(4) d’VA ][" _Q_ ? [dn T, Ql.

Pour le choix (I-24) de A;, 4,, (2) est simplement remplagée
par (2): — du, = 0 dans £,, les autres étant inchangées.
4.4. Approximation d’un probléme de NEUMANN :
Le probléme initial formel s’écrit: (I-11), (I-13):
Au=f dans @

(I-39)
ﬂ = 0 sur I'= §Q
dy 4

(P)
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et sous forme variationnelle (I-15), (I-13”):
a (u, v) = (f, v) pour tout »€ H! (Q)

(I-40) (@)
we H1(Q)?

D’aprés le Résultat I-5, le probléeme (¢)) admet une solution
unique. Nous considérons toujours A, (u,v) définie en (I-21):

A, (u,v)= 3 fAij Dju-D;v do +fA0 wo da
i j=1
D D

et le probléeme (§.) défini par:

Déterminer u, ¢ H} (D) tel que:
(1-20)

~

A, (ue y v) = (f, v)12(p) pour tout v € H (D).

Choix de A, A,: Nous prendrons:
(I-41) Ay = {a; dans ,¢0d; dans Q).
(I-41%) Ay =|a, dans £, ¢ dans Q,}.

Résultat 1-8: Le probléeme approché (Q.): ((I-20), (I-41), (I-41"))
admet une solution unique pour tout e positif fixé.

DEMONSTRATION : Vérifions la coercivité de 4, (u, v)
Re A, (v,v) =TRea (g, v|o)+ (v]e, ¥ ]e) a0
= int (ay ) || s i)+ ¢ 10
Re A, (v, v) = inf (a, @y, ) || v ”%{1(1))

le Résultat suit.
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THEOREME 1.6 : de convergence forte :
Si w, u, sont les solutions respectives de (I-40) et (I-20)

(1-42) ” us‘_q — U HH}.(_Q) <c Ve_
(1-43) Il e |@ |20 < K
ol ¢ et K sont des constantes indépendantes de e.

DEMONSTRATION : Soit ve Hy (D). Cela implique: v|oe H! (),
et v|q, v vérifient respectivement (I-40) et (I-20); d’ou par différence,

A (e, 0) —a(uyv|g) = (F, V)@ — (fs v |a)m2 @ =0

car f =0 dans 2, et = f dans Q.
Ce qui peut encore s’écrire :

a (@, |o,v]0) + & (U o, ? lo)mr @) — a(u, v]e) =10
(I-44) @ (u; [o— u, v]g) + & (U o, , V)1 @) =0

pour tout vsHé(D).

Choisissons v dans (I-44):

Louvert £ étant supposé trés régulier ([8]) il existe un opéra-
teur linéaire continu P (de 1-prolongement) d’aprés le Résultat 1-2,

u —~ Py de:
H'(Q)—~ H'(R" tel que:

Py =u dans Q.
Soit ¥, une fois continfiment différentiable dans R, telle que:

Y = {1 dans £, 0 sur § bord de D}. Une telle fonction existe et
n’est pas unique.
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Posons : Ou = P (Pu).

PueH!(R") et ¥ est bornée
— Bu e H(l)(D) car
?'P:O sur 8 = gD.

— | 0w [ zmy < 0 || Pu]lmyum) << ¢ || || re)
(I-45) | 0w |z < 05 || w ||z -

Prenons dans (I-44): v =u, — Au. On a bien vsH(l,(D) (par
construction) ; en reportant il vient:

@ (ue ’.Q_ Wy U l!)"— u) "i_ & ((ue l!)l ) Ue 'Ql — Bu |.Ql)) = 0.
Dot :

Re a (u, |o — u, u, |0 — u) + &|| %, |o, || — & Re (u, |, , Ou |2,)) = 0.

D’autre part:
1
Re ((u: I!h s Ou I!Zl)) == o ”u«? |Qn — bu “il &) +
1 1 g
+ 5 [l e [fincay + 110w ey
en remplacant on obtient:
& 9 & 2
Rea (’ME lg— U, Uy IQ— ’M) -+— - H U, ||Hl(_(_)1) + —_ ” u, — Ou ”31(_()1)
2 2
&
= 5 |l 6u ey -
Minorons en tenant compte de la coercivité de a (u,v):
& & € 2
Bl e lo— w e+ 5 | wellirnay + 5 llue - 0ulliney < 5[] 0 [lzray -

D’apreés (I-45) :

| 6 || myey < || 0% |mymy < €, || w || 210



24 Alain Lucien Mignot

De plus » étant solution de (I-40):
B llullzne < Rea(u, u) < | ][ v|mye -
Soit :
| wllzio< L{;" :
Par conséquent :

9 & &
Bllwelo— wllmye + 5 [l ue — Ou o+ - Il gy < ese

oll
2 | [P
Cg = C2 2/32 .
On en déduit:

S | f]

(I-42) “ U, ’Q—u”f[x(g) gcl/; ou ¢c=—-—.
B2

(I-43) | we |||z 0y << K avee K =c, LJ/;—I

ce qui démontre le Théoréme.

En conclusion en faisant tendre ¢ vers zéro, on a approché
le probléme de Neumann (@) par un probléme de Dirichlet résolu
dans un domaine plus grand D, tel que Papproximation soit con-
vergente.

Probléme formel équivalent & (Q.) (I-20), (I-41), (I-41%)

On vérifie par application formelle de la formule de Green que
(@.) est équivalent a:

(1) Aw, = f dans Q,
(2) — du,+u,=0 dans Q,.

(3) [%s]r, 0 = [u]r, Q

du du
4 £ — & .
@) [d"A]P, PR [d" L",!z,

Remarque 1-2: D’autres choix de A4;;, A, sont possibles, pour
lesquels on obtient des résultats de convergence moins forts; par
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exemple :
;Aij = {ai,» dans .Q, {55" dans Qj}

A, = {a, dans 2,¢ dans 2,}
;Ai,-= {a;; dans Q,¢d; dans Q)
Ay = {a, dans 2, 0 dans Q,}.
4.5. Approximation d’un probléme mélé:

Probléme initial: Soit £ wun ouvert de R™ de frontidre
I'=1T,uTl,-(P) s%écrit:

(I-11) Au = f dans Q
(I-14) =20 sur I, A =0 sur I,
d’VA

et le probléme variationnel associé (9):

(a(u, v) = (f, V)20, pour tout ve€V,, ueV,?
(I-46)
avec V= {v|veH!'(2), v=0 sur I'}}.

On a démontré que () admettait une solution unique.
Probléeme approché (Q.):

Soit 2, ouvert ¢ 2 tel que Q, ait I', comme frontiére com-

mune avec Q. Puis ©, ouvert < [ (2 U Q,), de frontitre extérieure 8.
Posons :

0 0 0
D=QUQR U U UZUT,. (figure 3)

Fig. 3
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Considérons toujours A, (u,v) défini en (I-21). Le probléme ap-
proché variationnel (¢),) s’écrit :

Déterminer wu, € H(l,(l)) tel que:
(I-47)

A, (4, ,v) =(f,v)Le(p) pour tout vEH(l](D)

A

ou:

1
(I-48) Aij"—'%a/ij dans £, - 0;; dans £,, e d; dans 92}

1
(I-49) A, = {a, dans Q,? dans 2,, ¢ dans ng .

Résultat I-9: (Q.) admet une solution unique pour tout & posi-
tif fixé.

DEMONSTRATION : On vérifie les hypothéses du théoréeme I-2.
La seule chose non triviale est la coercivité ; mais on a:

. 1
Re As (’U, ’U) = lnf(oc, 0oy & T) “ v “3:[1(1))

d’ou le résultat pour e fixé.
On démontre alors le théoréme suivant (voir [9]).

THEOREME I-7. de convergence faible: Quand & — 0,
(I-50) e |o — u dans H!(Q) faible.

U

Ve

(I-51) lo, =~ g dans H?*(£,) faible.

(1-52) Ve u.|g, - b dans H*(,) faible

ou g et h sont des fonctions de H!(£,) et H'(£,) respectivement.

\

Démontrons a partir de ce théoréme le :
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THEOREME I-8. de convergence forte: Quand & — 0,

(1-53) u, |~ wdans H'(2) fort

Ue
(I-54) ‘E|Ql - 0 dans H!(£2,) fort
(I-55) Ve u.|g, ~ 0 dans H' (R, fort.

DEMONSTRATION : Soit u solution de (I-46) et « défini dans
0
H'(QUQ UT)) par:
w= {v dans 2,0 dans 2}

=>u = 0 sur 2.

o] ~
Posons Q* = QU Q, UI' et prolongeons u de Q* & D:
Il existe (Résultat I-2) une application linéaire continue P

v— Pv

de H! (Q* —~ H!(R") telle que: Pv=wv dans Q*
(pour 2%, donc 2 et £, assez réguliers).

it we o v 1 sur Q*
Soit ¥ € C' (D) telle que ¥ = 0 sur §=0D
et posons :

u € H) (D) d’apres le choix de ¥ et le fait que Pu€ H!(R")
Ou = Pu = u sur Q.
Ou =¥ (Pu)=0 sur 2, car u =0 dans Q,.
Considérons Z, :
Z,=— A, (u, — Ou, u, — Ou)
Z, = A, (u,,u;) — 2 Re 4, (u,, Ou) + A, (Ou, 6u)
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u, étant solution de (I-47) on a:
Re Z, = Re (f, u,) — 2 Re (J, 0u) + Re A, (6u, 0u).

Montrons que Re Z, - 0 quand ¢ — 0:

— Dr’aprés (I-50):
(J‘, 2 (D)= ([ % |@)re @) —~ (fy W20

— (f, 0u)ze () = (f, w)r2(g) car f =0 en dehors de €.
— Re 4, (6u, Ou) = Re a (u, u) + ¢ || Ou HH‘(Qz
car u = u dans 2, 0 dans £, .

Par conséquent :

Re A, (Bw, Ou) ~ Re a (u, u) = Re (f, u) quand ¢ —~ 0.
d’otlt :
Re Z, — Re(f, u) — 2 Re (f, u) + Re (f, u) =

Minorons Re Z, :

— 2
ReZ., = Rea (te ’.Q — Uy Ug ,!)_ ) + || V‘S (1, — Bu) HzHl(.Qﬂ) + y_ﬁ_
€ ||HY2)
Re Z, > ﬂ “ U ‘o—- u “51(9 —}— H l/s u, — 0 u) “Hlpﬂ) —|—-
Vs H‘(Ql)

D’ot (1-53), (I-54), (1-55) puisque Re Z, — 0.

V. Généralisation aux Problemes aux limites d’ordre 2m .

Soit l'opérateur :

(I56) A= X (—1)2l D?(a,, D?) défini dans Pouvert Q
Iplilal=m
R 0Pu
ot D?y=—————— avec |p|=p, + .+ Pu-.

0wt ... dwy"
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et a(u,v) la forme sesquilinéaire associée :

(I-57) au,v)= 3 apg DPw- D1 v da.

[pligl=m
Ie)

Hypothése R : ayy € L (82) pour tout p,q; fe L2 (Q).
Les problémes aux limites homogénes associés & A s’écrivent sous
forme variationnelle :

a (u, v) = ( f, v)1y0) pour tout ve V

(I-58) (@)

% cherché dans V.

ot V est un espace de Hilbert, sous espace vectoriel fermé de H™ (Q)
tel que:
Hy (Q)cVeH™Q.

Résultat 1-10: Si a (u,v) est V-coercive le probleme () admet
une solution unique.

Nous ne considérons ici que les deux cas limites V = Hg' (2)
et V= H™ (Q) correspondant au probleéme de DIRICHLET et a un
probleme de NEUMANN.,

5.1. Probléme initial formel (P) (voir [13]).
Le probléme variationnel (I-58) équivaut a:

(I-59) Au = f dans L?(Q) (Au calculé au sens de D’ (L) appartient
a L2 (Q) et égale f)

(I-60) [ Au-v dz = a (u,v) pour tout u,ve V.
g

Appliquons la formule de Green (formellement):

—_ m—1 —
(I-61) [Au-vdm:a(u,v)—{— S S;uyyjv)
3 =0
ou les S; sont des opérateurs d’ordre 2m — j — 1 sur I"et yjv = T
’Ilj
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est la dérivée normale d’ordre j de v sur I

1 1
yiv€ Hm—i—2 (I') et S;ue H—mti+2 (")
avec :

0<j<<m—1.

Pour V = Hy (Q), la somme de droite est nulle dans (I-61) et
(P) s’écrit :

Au = f dans

(1-62) .
yju=0 sur I0 <<j<<m—1

(correspondant & l’appartenance de w & H o ().
Pour V = H™" (£) (un probléme de NEUMANN)

Sju=0 pour 0 <<j<<m —1, sur I'
et (P) s’écrit :

Au = f dans L*(2)

(I-63)
Sju=0,0<<j<<m—1 sur I.

5.2. Les problémes approchés (Q.):

Nous approchons maintenant (I-62) et (I-63) par un probleme
de DIRICHLET résolu dans un domaine plus grand D o £. (figure 4)

Fig. 4
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Soit toujours 2, le « domaine auxiliaire» et D = QU ru 2
posons :

(1-64) A (uyv)= 3 f Apg Dyu-Dy vda.

2l lgl=<m
D

Le probleme approché variationnel (@,) s’écrira :

A, (u,,v) = (f,v)zp) pour tout ve Hy (D).

(1-65)

'ue cherché dans Hy' (D)
\

les coefficients A,, dépendant des problemes (P) considérés.
5.3. Probléme approché correspondant aw probléme de DIRICHLET

(1-62) :
On prendra par exemple :

1
(1-66) Apy = jay, dans 0, ?61,., dans Q,

olt dpy = {1 si p=¢,0 si p 3 g}
On démontre de maniére analogue au § III les résultats suivants
pour (Q,.) défini par (I-65)-(I-66):

Résultat 1-11 : Pour tout & positif fixé (¢),) admet une solution
unique.

THEOREME I-9: Quand & tend vers 0:
(I-67) e o —wllzmg= Ve
(1-68) || . |Ql||Hm(Ql)g C,Ve ot € et C, sont des constantes.

5.4. Probléme approché correspondant au probléme de NEUMANN
(I-63) :
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On choisit pour 4,,:
(I-69) Apy = {ay, dans 2, ¢ 8y, dans Q)

(Q.) devient (I-65), (I-69). On démontre encore les résultats:

Résultat 1-12: Pour tout ¢ positif fixé le probleme approché (Q,)
admet une solution unique.

THEOREME I-10: quand ¢ tend vers 0:
(I-70) ||u,,|_q—u||Hm<Q) < Ve

(I-71) ||1ls|QJI|H”,(_Ql)£ K ol ¢ et K sont des constantes.

VI. Exemples correspondant & Popératenr biharmonique 42:

6.1. PROBLEME DE DIRICHLET:

Formellement considérons le probléme aux limites suivant:

A2u = A (Au) = f dans Q; f¢€ L? ().

(1-72) ’

d
u=0c¢et E;—t = 0 sur [ frontiére de £.

Posons le probléeme (I-72) de facon précise, sous forme varia-
tionnelle.

Soit : H (4, ) = {u | u, du € L? (Q2)} : Au étant pris au sens des

distributions. On montre que c’est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire :

(I-73) (w, V))m (4, 0) = (U, V)12 (@) + (du, AV)12 (0

an
vement pour tout u € H (4, Q).

. d
et qu’on peut définir u |p et Y1 dans Ho2 (I'y et HYW2(I') respecti-
r
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Posons
du
Vo= u|uEH(A,Q),u=0et%=08urf
V, muni de la norme induite par (I-73) est isomorphe & H; (2). En
effet pour tout u € HY (2) on a:
l U |Ll(.Q) <c I grad w \Ls(g)
| grad u an(Q) < ¢ | Au ‘Ls(g)

d’aprés linégalité de Friedrichs appliquée & u et grad u.
Le probléeme variationnel () s’écrit alors:

)Déterminer uw€ V, tel que:

(I-74)

'(Au, AV)g20) = (f, v)p20) pour tount ve V.

Résultat 1-13. Le probléme (I-74) admet une solution unique.

DEMONSTRATION : il suffit de vérifier les hypothéses du théo-
réme I-2 et en particulier la coercivité :

1
(A’U, A?J)Lz (@ -—IA’U I2> (' AUF —(;—I’U'g)
1

. 1 1 5
| dv |2 = inf (?, %) l| v “11(4,9) .

Construisons maintenant le probléme approché (Q.).

1
Soit 4, = {1 dans £, e dans £,

B, =§1 dans .Q,%ouOdans Q‘g'

On pose:
(I-75) A, (u,v) =[(A£-A u,-Adv -+ B, u, v) da.

D



34 Alain Lucien Mignot

Probléme (Q,): Déterminer u, € V(D) tel que:

~
)

(I-76) A, (u; , v) = (f, v)re () pour tout ve V(D)

ou V,(D) désigne Panalogue de V, mais dans D au lieu de £.
On démontre de fagon analogue & ce qui précede:

Résultat 1-14 : Pour ¢ > 0 fixé, le probléme ({).) admet une so-
lution unique.

THEOREME I-11: Quand ¢ — 0:
(I-77) % ltele — ullm o< Gy¥e
U el ||z a2y < Oy Ve.

6.2. PROBLEME DE NEUMANN :

Considérons le probléme initial (P) (formel):

(1-78) a ()

dn

S'A2u+ftu=f dans 2,1>0, f€ L? ().
’ =0 et du =0 sur I'= 4.

On montre que (I-78) est équivalent formellement au probléme
variationnel () :

 Trouver u€ H (4, 2) tel que:

(I-79) _ _ _
a(u,@):[(Au Av 4 luv) de =ff-v dz pour tout v € H (4, Q).
2 el

Résultat 1-15: Le probléme (I-79) admet une solution unique.

Probléme approché (Q),):

Soit: 4, = {1 dans £, & dans Q,}
B, = {1 dans £, ¢ dans L}
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et 4, (u,v) = [(A,_, Au dv + AB, u v) dz-(Q.) s'éerit :
D

SDéterminer u, € Vo (D) tel que:
(1-80) N
( A, (u, , v) = (f, v)re (p) Pour tout ve V(D).

On montre encore les deux résultats :
Résultat 1-16 : (¢),) admet une solution unique pour ¢ positif fixé.
THEOREME 1-12: quand ¢ - 0:

u; |o ~ u dans H (4, Q) fort.
(I-81) -
feu, |o, — 0 dans H (4, Q,) fort.

VII. Conclusion,

On vient donc de démontrer qu’a tout probléme aux limites
elliptique, homogene, posé dans un domaine £2, on peut associer un
probléeme de DIRICHLET 2 coefficients discontinus, résolu dans un
domaine plus simple, et dont la solution approche celle du probléme
initial.

On pourrait encore généraliser cette méthode pour d’autres con-
ditions aux limites (en particulier non homogénes) ainsi que pour
des problémes de transmission [9]. Une autre possibilité est donnée
par la remarque qui suit,

VIII. Remarque sur la régularisation des coefficients :

I1 peut étre intéressant, dans certains cas, de ne pas introduire
de coefficients discontinus dans le probléme approché (¢.). Par exem-
ple si a; et @, sont donnés de classe C? (£2)*!) (p =0), il est possible
de construire A;;, A, appartenant & C? (D).

1) C? (Q) = espace des fonctions p fois continfument différentiable dans .
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Les résultats de convergence sont plus faibles mais en appli-
quant une méthode de résolution appropriée (méthode variationnelle
des différences finies [4]) les résultats numériques sont bons.

Un des avantages de ce procédé est que la méthode d’extra-
polation de RioHARDSON ([6], [16]) s’applique ce qui améliore nette-
ment les résultats.

Nous donnons dans le cas du probléeme de DIRICHLET pour
DPopérateur self-adjoint (I-7) les résultats théoriques correspondants.

Reprenons le probléme variationnel (@) qui lui correspond :

a(u,v) =3 fa,-j DjuD;vdx + /“o u-vde
i, j=1
2

Déterminer € H, (Q) tel que:
(I-16)

a (4, v) = (f, v)12 (@) pour tout ve€ Hy ().

\

Nous conservons hypothése de coercivité (I-9), (I-10) ; (I-8) étant
remplagée par :
Hypothése R1: a;, ay€ C?(2),p=0,f€ C?(Q).

sous ces hypothéses (I-16) admet une solution unique.

Probléme approché (Q,):

En gardant les mémes notations (£, domaine auxiliaire, D do-
maine complété..) nous ferons I’hypothése suivante, vérifiée si
I' = 00 est assez réguliere.

Hypothése R2: il existe des fonctions 4, 4y, F de classe 07 (D)
prolongeant aij, ay,f & D et vérifiant :

(I-82) Aj=a;, A, =a,, F=f dans Q.

n — n
(I-83) S Aj&E=a 3|&[7,a > 0,dans D,
= 2

1, )=

(1-84) Re 4, (x) = 0.
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Hypothése R 3 : 11 existe une fonction g (x) définie dans ﬁi telle
que :
Dig(x)=10 sur I'=0Q2 ou |k|<p
g (x) € 07 (L)
g (@) = 0.

Le probléme approché peut s’écrire :

A (u, , v) = (F, v)a(py pour tout v €H, (D)
(1.85) g

weHy (D)9
avee :

n _— — J—
(I-86) A, (u,v)= 2 | Ay Dju-D;vdw +[A0uvdx —l-/g (%) w v de.
b 2

1, J=1

Sous les hypotheses R, E1, B2, B3, on a:

Résultat 1-17 : Pour ¢ > 0 fixé, le probleme ((,) admet une so-
lution unique.

THEOREME I-13: Quand ¢ - 0:

u;|lo — n dans H!(Q) fort.

Vg - Vu—i —~ 0 dans L?(Q,) fort.
&

Les démonstrations sont analogues a celles exposées précédem-

ment. Nous ne les ferons pas.
On est donc ramené a résoudre un probléme de DIRICHLET

dans D & coefficients de classe C7 (D). D’autres prolongements sont
possibles ; par exemple :

Ay= %aij dans £, O (‘j‘) dans £, A€ O?(D);.

Tout ceci s’applique aux problémes de NEUMANN et mélés,
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CHAPITRE II

APPLICATIONS. CAS ELLIPTIQUE

I. Généralités :

Les méthodes exposées au chapitre I donnent lieu & deux sortes
d’applications. La premiére, étudiée par SAULIEV [19], consiste &
composer un « programme universel » permettant d’approcher toute
une classe de problémes elliptiques homogénes par 'un des procédés
précédents. Ceci présente un intérét spécial lorsqu’on a a résoudre
des probléemes de méme type un grand nombre de fois (par exemple
pour Vétude du comportement de la solution quand on déplace la
frontiére [24]). Dans le cas traité, SAULIEV considére la classe de
tous les problemes de Dirichlet dont la frontiére est formée de seg-
ments de droites paralleles aux axes.

La seconde possibilité consiste a approcher un probléme donné,
de type elliptique et homogeéne, par un autre résolu dans un domaine
plus simple. Ceci permet de simplifier la programmation dans cer-
tains cas et de rendre plus régulier le conditionnement des matrices.

Nous donnerons d’abord quelques exemples d’approximation de
problémes simples, en dimension deux, pour lesquels nous construi-
rons le probléeme approché et comparerons les résultats numériques
obtenus par résolution des problémes initial et approché.

Puis au paragraphe VII nous décrirons brievement le pro-
gramme universel de SAULIEV [19].

II. Approximation @’un probléeme de DIr1oHLET dans un trapéze.

2.1. Probléme initial : (cf. figure 1).
Soit 2 le trapeze 0 ABC et u la solution de:

— du 4+ u = f dans Q
(II-1)
u|['=0
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I'= 60 = (04) v (4B) v (BO) v (C0)

Nous nous sommes donné la solution exacte :

u<w,y)=y(1—w)(%-—y)(x—y)

d’ott :

f(w,y)=2y(—;——y>—2(1_m)(gy_w_i)

2

+y(1—w)(%—y)(x——y)-

‘¢
b
1|8 C D
b
] )/
n,
) *
D A X
[¢] 4 4 i
B
Figure 1

Probléme variationnel (@) associé:

(I1-2) /.grad u grad v do - [u vde = [fg dw

pour tout v € Hy (2); u cherché dans Hy (2).

2.2, Le probléme approché :

Introduisons le «triangle auxiliaire» 2, = 0EC de facon a
obtenir pour D, domaine complété, le rectangle 0 ABE.
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Nous avons pris le choix (I-22) des coefficients A;, 4,, ce qui
donne pour (P;) (formel):

{

‘—Aus—}-us—l—NTu‘zfdansD

(I1-3)
\%: [s=0 ol 8 =4D
0 dans Q - (J(x,y) dans Q.
avec : N=% f= g
1 dans £, 0 dans £,.

Probléme variationnel (Q.) correspondant :

(IL-4) fgrad w, grad vde 4 fuj;_dx + —]—f u, v do = f@?dx
€
D b 2 b

pour tout » € Hy (D); u, cherché dans Hy (D).

On vérifie sans difficulté les hypotheses du théoreme d’existence
et unicité pour (@) et (.) ainsi que du théoréme de convergence
forte de u, vers u quand & tend vers zéro.

Les deux problemes (@) et (¢.) ont été6 résolus par la méthode

des différences finies en appliquant un réseau de pas h = ce

1
T4_;
qui donne des systémes d’ordre 57 et 78 respectivement. Les for-
mules d’approximation s’écrivent pour (P):

w(M—hy) 4w (M hy) 4w (M —h) + u(M — hy) — 4 u (M) +
12

+u(M)=f (M) avec M€ 2,
et pour (Q.):

O Ty) o (O o ) ot (M — o) oty (M — ) — 4w, ()
h2

N (M)

&

+ u, (M) + u, (M) = f (M) avec M€ D,
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ot hy=4dw, hy= Ay, h = hy =h, (réseau uniforme)

1
et N(M)=§O dans £, 1 dans Qi,—z— sur 00}

f?M)_——{f(M) dans 9, 0 dans Qi,—;—f(M) sur 00}

Q, et D, étant les domaines approchés.

2.3. Résultats numériques :

Il se trouve, aprés calcul, que la solution approchée par les dif-
férences finies de (@) coincide avee la solution exacte aux points du
réseau £,. Le probleme approché (@.) a été résolu pour deux va-
leurs de ¢:

e=10"% et ¢ = 106,

On obtient :
e=10"% | e=10"°6
ut — u
Max 3%, 0,07 %/,
TEQy u
erreur relative moyenne 0,59/, 0,005 %/,
Max | .| sur 0 C ot u =10 0,024 0,00025
Max |u,| dans £, 0,08 0,00009

O on constate que l’erreur relative est maximale au voisinage de
la frontiére commune 0C entre Q2 et £2,, et que w, décroit trés
vite dans 2, dés qu’on s’en éloigne.
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o le choix &= 10"* est insuffisant pour obtenir une bonne préci-
sion. 11 faut prendre ¢ de ’ordre de h* pour ne pas introduire
d’erreur supplémentaire lors de la résolution.

o le systéme associé & (@Q.) n’a que certains coefficients diagonaux
dépendant de & (ceux correspondant a Q_i), tous les autres étant
les mémes dans D ce qui simplifie la programmation.

III. Approximation d’un probléeme de DiricHLET dans un trian-
gle avec coefficients régularisés et extrapolation:

3.1. Le probléme initial : (P) (figure 2).
Soit £ le triangle 0AC et u solution de:

— Au = f dans Q
(I1-5)
(w]p=0 ou I'=(04) u(AC)u (00)
uy,
< 3
—_— -0-4.
I O N
5 4.A > %
Fig 2
pour lequel nous avons pris:
(11-6) u,y) =2y (1 —a—y)

d’otr :
f@y=06ay@+y— (@ +y* )1 —x—y)
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Probléme variationnel (Q) associé :
(I1-7) fgrad u grad vde = ff; dx o€ Hy (2)
o] g

u cherché dans Hy(R).

Nous avons testé pour ce probléme la méthode d’extrapolation
de Richardson (voir [6] pour une étude détaillée) qui fournit des
améliorations de convergence tres intéressantes dans ce cas. En uti-
lisant le schéma de Neville on obtient les formules d’extrapolation
suivantes sur deux, trois et quatre pas:

(I1-8)  Solution extrapolée sur % et -’é— = (4 w <—:L—> — uh)/S
h
(I1-9)  Sol. extrap. sur h, 5 4 (64 u( ) — 20 u (?) -+ uh)/45

(IT-10) Sol. extrap. sur h, RS =

8
h h
= (4096 u 5 1344 uw (— | 484 u o) T /2835.
1
Nous avons pris h = T et h= ? ce qui nécessite la résolution des
1 1 1 1 1 1 1
¢ dant : - —y— . — et = —, — , —
systemes correspondant a : & 1°8°'16'33 © 3612’

] . 7 Z_
21 respectivement. Nous donnerons quelques résultats numériques

1
obtenus pour h = T Des résultats analogues ont été obtenus pour

h= —.
3

Les problémes approchés ont été construits par la méthode va-
riationelle des différences finies qui consiste a chercher u, sous la

forme: up = 3 &y Wy ot Wy est la fonction caractéristique du
MeQp

carré oy (M) de centre M et coté h, et {2, est Iensemble des points
M du réseau tels que:

by .
(M)Uoh(M—i— ;)cg, i=1,2; cf. [4].
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Le systéme approché devient :

(II-11)

2
avec: ap (up, vp) = 2 | O;uy 6; vy de dy

=]

S épap(Wpy, Wy) = fo (M), M€ Q,
PE.Qh

pn) = [r@pasay s o= (m o+ 5) = (o — )

QN op ()

1 . . P .
Jusqu’a h = 16’ les matrices associées ont été inversées directement

1
(par la méthode du pivot maximum); pour b =35 o0 & construit

un sous-programme de résolution de systémes par la méthode ité-
rative de surrelaxtion, avec calcul du paramétre optimum par Gauss-
Seidel [5]. La solution u; a été obtenue aprés 162 intérations avec

32

une erreur relative de 0,6.10—% dans % (£;).

3.2. Résultats numériques :

. 1 1 1
Extrapolation sur 2’8’16 3y POW T= 0,5 y= 0,25 u(x, y) <
=< 103
h sol. exacte | sol. appr. sol extrap. | erreur appr erreur extrap.
1/4| 0,488281 0,551714 — 0,063433
1/8 0,488281 | 0,499072 | 0,481525 | — 0,010791 | — 0,006756
1/16| 0,488281 0,490704 | 0,488341 | — 0,002423 | — 0,000060
1/32| 0,488281 | 0,488870 0,488280 | — 0,000589 0,000001
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Extrapolation sur h = % , I% , 517 (formule (IL.9))
= 0,125 y = 0,125 u > 105
h sol. exacte sol. appr. sol. extrap. |erreur. appr.| erreur extrap.
1/8 | 0,286102 | — 0,088171 0,374273
1/16| 0,286102 0,193573 | 0,287721 | 0,092529 | — 0,001619
1/32| 0,286102 0,263067 | 0,286133 | 0,023035 | — 0,000031
x = 0,375 = 0,125 u < 104
h sol. exacte | sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. | erreur extrap.
1/8 | 0,514984 | 0,476628 0,038356
1/16| 0,514984 | 0,504694 | 0,514050 0,010290 0,000934
1/32| 0,514984 | 0,512372 | 0,514990 0,002612 — 0,000006
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z = 0,625 y = 0,25 u > 103
i | sol. exacte | sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. | erreur extrap.
1/8 | 0,476837 | 0,482513 — 0,005676
1/16| 0,476837 | 0,478049 | 0,476561 | — 0,001212 0,000276
1/32| 0,476837 | 0,477127 | 0,476838 | — 0,000290 | — 0,000001
z=0,5 y = 0,375 u >< 103
h | sol. exacte | sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. | erreur extrap.
1/8 | 0,823975 | 0,847383 — 0,023408
1/16| 0,823975 | 0,8295637 | 0,823589 | — 0,005562 0,000386
1/32| 0,823975 | 0,825347 | 0,823975 | — 0,001372 0.
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1 1
; snéral = — et J — .
De fd(}OIl plllS générale pour h 1 et b 5 on a

1
h= 16 (systéme d’ordre 56)

erreur relative moyenne: 4 9/,
erreur relative maximum (au voisinage de 0): 109/,

. 1 1 0,1 °/, en moyenne.
i d éS t l —_—y T . ’ 0
erreur relative aprés extrapolation sur 876" | 0,69/, au maximum,
(calculée aux 12 points communs).
1 .
h=:9,72 erreur relative moyenne: 0,9 9/,
erreur relative maxima: 39/,
1 1 0,02 %, en moyenne
3 ] [ { 6 S ) 0
apres extrapolation sur & = I 56 points): 0,29/, an maximum
1 1 1 0,004 %/, en moyenne
: i h==,— (12 point ’ 0 :
aprés extrapolation sur & 8776’32 (12 points) : g 0,059/, au maximum.

3.3. Probléme approché : (cf. fig. 2)

Nons prenons comme «domaine auxiliaire» le triangle ABC ce
qui nous ramene & résoudre un probléme de Dirichlet dans le carré

D = (0AB(). Nous avons utilisé la méthode de prolongement des
coefficients du § I-VII.

Probléme opérationnel (P,):

1 ~ ~
— Adu, — g (x x dans D
(IL12) + 9@y u=flx,y)
Uels =10 ot 8= 9D
avee :
0 dans Q ~ dans 0
(x;y —; f= f

1— « —y)® dans Q, 0 dans Q,.
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Probléme variationnel correspondant () :
1
(I1-12) A, (u.,v) = ——fg w, v da + ]grad u, grad v da

—[fvdw \ ve Hy (D) u.€ Hy (D)?

D’apres le choix de ?j(w, y) les coefficients de A.(u,v) sont de

classe C! dans D. On vérifie sans peine les hypothéses R, R, et R,
du § I-VII ce qui nous assure de Pexistence et unicité de u, ainsi
que de la convergence faible de u, vers u quand & — 0.
1 1 1 1
47°8716'32
solu (Q. par la méthode variationnelle des différences finies [4]
(formules analogues a (II-11)), en appliquant le schéma d’extrapola-
tion paire sur ces 4 pas. Les systéemes correspondants auront 6,28,
120 et 496 points respectivement.

¢ a été pris égal a 10—5 et 10—8, Nous ne donnerons les résul-

Nous avons pris comme pas du réseau h —= et ré-

1
tats que pour ¢ == 1078 car ¢ = 105 est insuffisant pour h = —

32°
3.4. Résultats numériques :
x=0,5 y=0,25 u > 103
h sol. exacte | sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. erreur extrap.
1/4 | 0,488281 | 0,551742 — 0,063461
1/8 | 0,488281 | 0,499174 | 0,481681 | — 0,010893 0,006600
1/16| 0,488281 | 0,491393 | 0,489275 | — 0,003112 |—0,000994
1/32| 0,488281 | 0,488954 | 0,488077 | — 0,000673 0,000204
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x=0,125 y = 0,125 u < 10° «
h gol. exacte sol. appr. sol extrap. | erreur appr. | erreur extrap.
1/8 | 0,286102 | — 0,087583 0,373685
1/16| 0,286102 0,202386 | 0,299042 | 0,083716 | — 0,012940
1/32| 0,286102 0,264142 | 0,283773 | 0,021960 0,002329
x = 0,375 y = 0,125 u < 104
h sol. exacte sol. appr. sol. extrap. |erreur appr.| erreur extrap.
1/8 | 0,514984 0,477009 0,037975
1/16| 0,514984 0,507286 0,5617379 | 0,007698 | — 0,002395
1/32| 0,514984 0,512688 ;;;14296 0,002296 0,000688
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x = 0,25 y = 0,25 u >< 108
h | sol. exacte | sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. | erreur extrap.
1/8 | 0,476837 | 0,482630 — 0,005793
1/16| 0,476837 | 0,478823 ?4;7-5‘5;_ — 0,001986 | — 0,000717
1/32| 0,476837 | 0,477221 | 0,476629 | — 0,000384 0,000208
x = 0,500 y=0,375 u >< 103
h sol, exacte sol. appr. | sol. extrap. | erreur appr. crreur extrap.
1/8 | 0,823975 | 0,847540 — 0,023565
1/16| 0,823975 | 0,830658 | 0,825029 | — 0,006683 | — 0,001054
1/32| 0,823975 | 0,825484 | 0,823675 | — 0,001509 0,000300
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1 1
Les résultats obtenus pour & = 16’32 et ¢ =10—% gont tres

voisins de ceux du programme direct :

h = l erreur relative moyenne : 3,80/0
16 | orreur relative maxima: 8%/,
Max | u.| dans £, : 10—9.,
h= 1 | erreur relative moyenne: 1°/,
32| erreur relative maxima: 3%,

Max | u,| dans £,: 1079,

L’extrapolation est moins bonne sur le probléme approché (@,)
que sur le probléme direct. Néanmoins pour des domaines simples
elle reste trés efficace; le prolongement de classe C! (D) des coeffi-
cients de A4,(u, v) justifie son application sans pour cela compliquer
la méthode du domaine auxiliaire. Elle nécessite un choix de & de
Pordre de 7o,

0,08%/, en moyenne

32( 0,5°/, au maximum

l 1, .| 0,01°/, en moyenne
16’32 " { 0,08%/, au maximum.

. 1
erreur relative apres extrapolation sur & =16
1

erreur relative apres extrapolation sur & =

IV. Approximation d’un probléme de Dirichlet dans um cercle
avee coefficients régularisés.

4.1. Probléme initial (P): (figure. 3)
Soit (C) le cercle unité et u la solution de:

— Au = f (%, y) dans C

(I1-14)
w|p=10 ot I'=0C

oll nous avons pris:

w(z, y) =y (1 — 2* — y?)
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soit :
S (@, y) = 122y.

En tenant compte de la symétrie de la solution par rapport a
0z et Oy, on est ramené a résoudre le probleme mélé suivant :

{——Au:f dans le domaine 0DC = &
u(x, 0) =20 0<ax<1

(I11-15) . _
Z—Z(m,w):: 0<ax<]2/2

N\
’u|[‘———0, F=DC

ce qui nous permettra de choisir un pas plus fin sans compliquer

le probleme.

P
9/8 )
i \ —
G —
0,
@3 _
] ; ‘ b A ~
o i 9/3
Fig. 8
Probléme variationnel (Q) associé :
(I11-16) f grad u grad vde = f fovda
Q Q

MoeV={v|veH"(2),v=0 sur ODetﬁa};uE | &
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On vérifie facilement l'existence et D'unicité de la solution wu
de (II-16).

4.2, Résultats numériques :

%, g % en approchant (II-16)
par la méthode variationnelle des différences finies [4] (voir II-11)
avec pour but de comparer les solutions des problémes direct et
approché plutét que d’obtenir une trés bonne approximation de la
solution exacte. Les deux types d’extrapolation (paire et quelconque

[6]) ont été appliqués sur ces trois valeurs du pas:

Nous avons pris comme pas b =

aux points de h = 3 :

erreur relative |erreur relative moyenne | erreur relative moyenne
moyenne apres extrapolation apres extrapolation
1
uelconque sur —, — aire sur h = —, —
4 4 §'16| P §’16
70/0 1,30/0 4,40/0

L’extrapolation générale donne une nette amélioration des

résultats.
Elle est basée sur D’existence d’un développement de la forme:

up () = u (@) + hu' (x) + h?z w’’ (x) + ... x €0,

qui serait difficile a justifier théoriquement mais correspond & l’ordre

N
d’erreur au voisinage de I'= DC.

4.3. Construction dw probléme approché (P,):

Nous allons nous ramener & un probléme mélé plus simple &
coefficients continus.
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Introduisons 2, = ABCD et D = triangle 04AB:
9
D= (w,y)|w<—é—,w>y>0 ; cf fig. 3
A partir du choix (I-22) des coefficients de la forme approchée

et régularisation nous avons:

Probléme (P,):

/—-Au —gug_j dans D
0 =0 et v = )
(11-17) 'u =0 sur y = =3
du,
i =0 sur x=1y.
avec :
~ 0 dans Q ~ \f dans Q
gEN=y9 , =
2* 4+ y* — 1 dans £, 0 dans £,.

Probléme variationnel associé (Q,):
1 ~ ~
(I1-18) fgrad u, grad v de 4 - fg U v do =ff vdx
D D D

pour tout v€V,={v|veH' (D), v=0 sur 04 et AB}, u,€V,?
~ N
Comme ¢ est nul sur I'= DC, les coefficients de A, (w,v) sont

continus ce qui nous permet d’appliquer extrapolation. En conser-

1 1

1
vant les pas h = T g1 vec = 10—9 les probléme (II-18) a été

approché par la méthode variationnelle des différences finies.

4.4. Résultats numériques :

erreur relative erreur relative erreur relative

moyenne dans | apres extrap. normale | aprés extrap. paire

4750/0 20/0 3750/0
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L’erreur relative moyenne est donc moins grande que pour le
programme direct mais I’extrapolation donne de moins bons résultats.
Dans £,, domaine auxiliaire :

Max | u,| = 2.10—7".

Nous remarquons que seuls les coefficients diagonaux correspon-
dant & I'y 2, dépendent de ¢ dans la matrice.
La programmation en est plus simple.

V. Approximation d’un probleme mélé.

5.1. Probléme initial : (figure 4)

Nous nous proposons de résoudre Péquation de Poisson avec
des conditions aux limites mixtes dans le domaine « troué » composé

4

4

4/8

%’ -4 -41/3 [e] 178 1 x
syyry
L0
Y
.3}

Fig. 4



56 Alain Lucien Mignot

1
de deux carrés homothétiques dans le rapport —:

2
— Au = f.
=10 sur |z |=1 =1.
L) ol =1,y
@—0 sur‘].76|—-i _ 1
an ~ -2,|?/|~—-2—

Nous avons choisi « (x, y) symétrique par rapport & x’Ox, y’Oy
et x =y

(I1-20) w (@, y) = a?y? (1 — @) (1 — g2
u vérifie (II-19) avec:
f@y)=—2(1—a%)1—y3)[1—a?1—y?e*y*+ 1 —a®) (1—9"

+ 1527 y? w2+y~—al+12w2@/ fo? (1 — y?? + y? (1 — #¥)}).
Par symétrie on est amené a résoudre: (P)
— Au = f dans £ (voir figure 35)
u(l,y)=0, y€[0,1]

du

(I1-21) N .
1
%z() pour x:y,(a{,:?, 0<y<-§>. (y_—_(),—z— <x<1) .

g )
4 I
&/
.0
A [ x
o 1/8 4
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Probléme variationnel (@)

(I1-22) f grad u - grad v do = f fodx
Q

pour tout v€ V ={v|ve H!(2), v(1,y) = 0} u cherché dans V, qui
admet une solution unique (vérification immédiate).

5.2, Construction du probléme approché (Q,).

Complétons le domaine troué donné par le carré de centre 0 et

1 . . S
coté 5+ ce qui revient, en tenant compte de la symétrie, a intro-

duire le «triangle auxiliaire » £, = 04B pour (¢,):
Nous donnons directement le probléeme approché sous sa forme
variationnelle & partir du choix (I-41) des coefficients A4;;:

(I1-23) f M, grad u, -grad v dw = [ Fvax
D b

MoeV,=(v|ve HI (D), v(1,y) =0}, u. € V,?
M, = {1 dans £, ¢ dans £,}

f={f dans 2,0 dans 2,
D = triangle 0 DC.

(IT-23) admet une solution unique wu, € V, qui tend vers % quand
e— 0 avec:

(I1-24) “ w |9——%||HL(_Q)£CV8_.

Les deux problemes (Q) et (Q,) ont été résolus par la méthode

1
variationnelle des différences finies [4] avec i = 16 et £ =10"5%, ce

qui donne des systéemes linéaires d’ordre 92 et 120 respectivement.
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5.3. Résultats numériques :

1 .
Probléme initial (§): pour h = 16’ I’erreur relative est de 19/,

. 1 3 . .
all maximum pour —- < x<< T et devient plus forte au voisinage

de x =1 ou la solution est beaucoup plus petite u ~ 2.1074),
L’erreur dans I? (£2+) est donnée par:

| un (M) —w (M) [|*\12
MeQy
S Ju(M)P?
MeQp

(11-25) = 0,998 9/, .

Probléme approché (Q.):

Les résultats numériques sont sensiblement les mémes que pour
(@). Plus précisement pour &= 10-6:

U —u
Max M = 2,108
MeQp, I Up I

ol u, et u? sont respectivement les solutions approchées de (Q) et (Q.).
La convergence de wu, vers u est aussi bonne:

5w (M) — w (M) P\

MEQh

S |u(M)P =0, 996 %/, .
MeQy

Dans ce probleme tous les coefficients de la matrice dépendent
de ¢ dans 2, et on vérifie que u, reste bornée dans {2, comme on
P’a démontré au chapitre L.
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VI. Approximation d’un probléme de DIRIOHLET correspondant
a 42
6.1. Probléme initial : (figure 6).
Soit £ le trapeze 0 ABC et u la solution de: (P)

1

A u=f dans £

(I1-26) ) iu .
u|p=d—”|p=00uf=8 .

&
/248 ? D
1
[
i o,
oo
|
1
| A
o 1/e 4 =
Fig. 6

Nous nous sommes donné :
wep=2ty (5 —v) a—a—y
qui vérifie (I1-26) avec :
Floyy)= 2492+ 2427 ((y + t + 9° + 2 (vt + 2 4 t2)
+ 8t + 9z + 2P+ 2y te (y + t +2) + 42 (y + 1) (v + 9z + t2)
+ 9ty +t 4 2) + 2 (v + 1 + 297)
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oll on a posé:

1
t=y—5jie=a+y—L

Probléme variationnel assogié a (P):

Trouver u € HZ (2) tel que:

(11-27) [Au-d?dw =]f? da, N v € Hy (2).
( Q2

On a démontré au Chapitre I Pexistence et unicité de la solu-
tion » si f€ L?(£) ce qui se vérifie facilement ici-(II-26) a été ap-
proché directement, par la méthode des différences finies avec un

1
pas h = 20"

Pour les points «intérieurs » au domaine (i.e. & distance >

de la frontiere) I’équation générale est approchée par:

1
(11-28) dyu= 5a[20u @, y) — Su(w +hyy) — Su(w—hy)

— 8u (@, y+h) —Su @,y —h) + 2u(@+hy+ b
+ 20 (@ hyy — ) 20 (@ — Dy + B 2uw— by — D)
+ u @ + 2, y) + u (@ — 20, y) + u (2, + 20)

+ u (@, y — 2h)] = A% u + 0 (B2).

Pour les points voisins de la frontiére (x =h ou y = h par
exemple) on a construit des formules d’approximation du méme or-
dre d’erreur (0(h%) que pour les points « intérieurs » en tenant compte

d
de u=0 et d—z = 0 sur la frontiére.

On obtient ainsi un systéme de 570 équations linéaires que

Pon a résolu par la méthode itérative de surrelaxation avee une

précision de 10—¢ (pour la norme de I?(£2;) donnée en (II-25)) apres
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800 itérations. Le rayon spectral de la matrice de GAUSS-SEIDEL
associée est proche de 1 ce qui explique le grand nombre d’itéra-
tions nécessaire.

6.2 Résultats numériques :

Si nous posons :

3| wp () — w (M) |2\ 12
M

(I1-29) n = , M € réseau 0,

Slu(M)P
o

olt u et u;, sont les solutions exacte et approchée de (P).
Apres 800 itérations nous avons :

n =0, 0123,

L’erreur relative est maximum au voisinage de AB (59/,) et est
d’environ 0,89/, au centre du domaine. Il est probable que pour 800
itérations le systéme n’est pas compléetement résolu.

6.3 Le probléme approché :

Complétons 2 par le « triangle auxiliaire » 2, = ABD de fagon
4 obtenir le rectangle 0 ADC pour domaine complété.
Formellement (P,) s’écrit :

‘A2 u, + li:‘: =Fdans D= (0 ADC)
(I1-30) !

(u£|S=—'
n |s

avec :
M = {0 dans Q, 1 dans Q,}

f=1{f dans ©, 0 dans Q,}.

Probléme variationnel (Q.):

Déterminer u, € Hy (D) tel que:

(I1-31) f(/l e Av + %uﬁ) da =ff~'5dx, v € Hy (D).
D D
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D’aprés les résultats du Chapitre I, (II-31) admet une solution
unique et wu,|o — w dans H?(Q) fort quand ¢ — 0.

1
En conservant le méme pas h = do = Ay = 70 ous avons ap-
proché (P.) par la méthode des différences finies qui condunit pour

les points intérieurs au domaine D, a la formule:

Muh (P)

(11-32) A ut (P) + =7 (P)

pour P& résean Dy, out Aju a été défini en (II-28) et:

1
M = {0 dans Q, 5 sur AB,1 dans £, ;.

De méme que pour (P) on a construit des formules d’approxi-
mation d’ordre k? pour les points & la distance h de la frontidre.

Le systéme correspondant (d’ordre 741) a été résolu par la sur-
relaxation avec la précision de 4.10—% aprés 700 itérations.

6.4 Résultats numériques :

¢ a été pris égal a 10—°.
L’erreur relative dans 2 (2;) (formule (II-29)) est :

n = 0.0167.

uh —u
&

L’erreur relative

est plus faible & Vintérieur de £,

(0,59, en moyenne) mais est plus forte au voisinage de AB (jusqu’a
89/,). Dans le domaine auxiliaire £, :

Max |uh|=0.5-10"°,

TEQ
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Nous donnons quelques valeurs obtenues pour wu,u, ,u; en cer-
tains points du réseau:
x y  |sol.exacte ><10° | sol. de (P;) >< 105 | sol. de (P") > 103

1/2 | 1/40 | 0.795416 0.792327 796514

7/40 | 3/20 | 2.59861 2.57960 2.58178

19/40 | 1/5 9.21150 9.11342 9.20288

1/20 | 7/20 0.315895—‘ 0.312435 0.312719

1/40 [19/40 | 0.0087209 0.0086719 0.0086650

Les précisions obtenues sur u, et u" sont sensiblement du méme
ordre mais la programmation de (Pg") est un peu plus simple.

VIIL. Description succinte du programme universel : [19]

Considérons la classe des probléemes de DirioHLET dont la
frontiere du domaine est constituée de segments de droites paral-
Iéles aux axes de coordonnées.

On complete le domaine par des «rectangles auxiliaires » de
facon a se ramener a un domaine carré ou rectangulaire.
(rectangles I et II sur la figure 7).

On prolonge ensuite les « frontiéres intérieures » (AH, GH, DC,
ED) jusqu’a leur intersection avec celle du domaine complété (0 BJF').

Le domaine D se présente alors comme somme de «rectangles
élémentaires » (GDEF, ED(J, ...) auxquels correspondent des valeurs
Aij, Ao,f"ipour Popérateur (I-7) et I’équation (I-11)) suivant leur ap-
partenance au domaine initial ou auxiliaire, ainsi que des conditions
de passage entre eux. Pour chacun de ces rectangles on discrétise
Vopérateur (I-7) et les conditions limites de la solution.
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Dans un premier temps on calcule les coefficients du systéme
linéaire associé par cycles correspondant aux rectangles élémentaires
gitués sur une méme ligne, tandis que les conditions limites sont
approchées suivant qu’elles viennent de £ ou du domaine auxiliaire.
Dans un deuxieme temps on résout le systéme obtenu pour un
certain choix de & par la méthode des directions alternées.

y
F E____ 3
1
|
]
|
]_7:
0 ‘
|
|
5 H _ D l e
| |
II |
< A B

Fig. 7

On peut aussi bien résoudre par ce programme des problémes
elliptiques de DIRICHLET avec coefficients discontinus (bornés) et se
servir de réseaux non homogenes.

Nous donnons un exemple de résolution d’un probleme de Di-
RICHLET par ce programme [19].

Considérons le probléme de la torsion d’une poutre en 7' dont
la section se compose de 7 carrés unitaires.
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Le potentiel satisfait ’équation de Poisson :

— Adu =2 dans Q
(P)
ul|s=0,8=0682; cf. figure 8.
En tenant compte des symétries on ne considérera qu’un quart
du domaine, situé dans le premier quadrant: 0 A BCD E.

¥
32| E D
T N T
_ el T B a
\ e |
. S
! ~ A JE
= =37 -3 o T EZZ ™
| 1
] 1
Y e
)
_.#J
Figure 8

On complete eusuite le domaine par le « rectangle auxiliaire »
A B CTF et on résout le probleme approché (P):

| — Au,—=2dans Q=0ABCDE
— Au,=0dans A BCF= £,

aus] 1 [au&] . [8%] _ 1 [Busl
oy .Q,BO—— e |0ylo,Bo ' |o%]o an e |0x |0, 4B

[welo, Bo = [®e]o,, Bo 5 [weo,am =  [uo, 4B

| ue =0 sur S = (FD, ED).
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Les crochets [flqo; r désignant la valeur de la fonection f prise
sur I" du coté de £;.
Le probléme (P) a été résolu par la méthode des différences
1 1
finies pour h=T et -;—, et (P,) pour h=—4—, e =10"* sur le
programme universel.

Résultats numériques :

Les résultats supérieurs correspondent au probléeme (P) résolu
directement, les résultats inférieurs a (P,) résolu par le programme
universel pour &= 10—4%:

0, 2250 0, 2192 0, 2000 0, 1808 0,15412 0,10391 0

0, 2222 0, 2157 0,1995 0, 1799 0,15239 0,10264 0

0,3362 0,3195 0,2796 0,2495 0, 20438 0, 1356 0
0,3323 0,3163 0,2774 0,2429 0,20195 0,13319 0

0,356 0,3210 0,2321 0,1906 0,15613 0,10432 0
0,349 0,3146 00,2261 0,1871 0,15436 0,10316 O

0,321 0,251 0 0 0 0 0
0,311 0,241 0,3E— 03 0,35 —03 0,2H—03 0,95 — 04 0

0,297 0,223 0
0,286 0,215 0,2H— 03

0,287 0,214 0
0,279 0,208 0,2E— 03"

L’erreur est maxima au voisinage de lorigine et est d’environ
29/, en moyenne sur l’ensemble du domaine.
u — u’

est de lordre de 2 a 39/,

De fagon générale l’erreur

sur le programme universel ce qui limite son emploi & des proble-
mes pour lesquels on ne désire pas une grande précision.
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VIII. Quelques conclusions:

L’étude que nous venons de faire sur des exemples numériques
simples nous montre qu’il peut étre intéressant, dans le cas de con-
ditions limites homogenes, de se ramener & un domaine plus simple.
Le probleme approché construit par 1'une des méthodes précédentes
donne, pour ¢ de Pordre de h*, une approximation de » équivalente
a celle obtenue par le probléme initial. La programmation en est
plus simple car souvent seuls les coefficients diagonaux dépendent
du parametre ¢ introduit.

Cette méthode présente un intérét particulier dans le cas de
domaines troués [22], ou dans le cas ol on étudie influence sur la
solution de la position de la frontiere.

Un des désavantages est d’aungmenter le nombre de points in-
térieurs au domaine, d’ou des matrices d’ordre plus élevé.

La régularisation des coefficients, si elle donne lien & de bons
résultats, nécessite des valeurs de ¢ plus petites ce qui peut étre
génant sur machine; par contre elle permet d’appliquer une mé-
thode d’extrapolation sur 2 ou 3 pas qui améliore nettement les
résultats. Ceci n’est pas toujours possible sur le probléeme direct
quand la frontiére n’est pas une courbe simple.

CHAPITRE III

EQUATIONS PARABOLIQUES LINEAIRES

I. Introduction :

Nous allons donner dans ce Chapitre des procédés d’approxi-
mation des équations paraboliques linéaires dans un domaine cylin-
drique, et non cylindrique (frontiére indépendante ou non du temps).

Dans un premier stade nous adapterons la méthode du domaine
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auxiliaire aux équations paraboliques dans un domaine cylindrique
du type:

W)+ ABul) =) t=0,2€Q
(1)
w (e, 0) = u, (@), € 2

ol nous supposerons que £ est un ouvert borné de R", A (t) un
opérateur differentiel elliptique d’ordre 2m en x, et u vérifie des
conditions aux limites homogénes de type Dirichlet, Neumann ou
mélées sur la frontiere I' de £. Dans chacun des cas nous constru-
isons un « probleme approché » de maniére analogue au chapitre I
dont la solution convergera vers celle du probleme initial (1) en un
certain sens.

Dans un second stade nous étudierons l’équation (1) dans un
domaine non cylindrique ((x, t) € 2 (¢), t = 0) pour le probléme de Di-
richlet homogene.

Nous en donnerons quatre procédés d’approximation : 1’un basé
sur la méthode du domaine auxiliaire qui nous rameénera & un pro-
bleme de méme type dans un domaine cylindrique ; le second géné-
ralisant la méthode de Galerkin au cas non cylindrique ; le troisiéme
obtenu en adaptant la méthode variationnelle des différences finies,
décrite dans [15] pour un domaine cylindrique, au cas ot le domaine
dépend du temps.

Dans le cas d’un domaine cylindrique avec des conditions aux
limites dépendant du temps, nous renvoyons a [2] et [3] pour ’étude
de ce probléeme et son approximation.

Le dernier utilise la régularisation elliptique [12] qui nous ra-
meénera 3 un probléme aux limites de type elliptique dans le do-
maine

Qr Q@) de Ry < R, (T positif fixé).

= U
te]0, T[

Ces quatre procédés nous fournissent en méme temps qu’une ap-
proximation de la solution du probléme initial, une démonstration
de lexistence de cette solution pour wu;(x)==0.
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II. Equations paraboliques dans un domaine cylindrigue.

II-1. Le probléme initial :

On se donne:

V et H deux espaces de Hilbert avec V < H algébriquement et
topologiquement, V dense dans H.

a(t; u, v) une famille de formes sesquilinéaires continues sur V < V,
dépendant du parametre ¢,¢t = 0.

Nous faisons les hypothéses suivantes :
Hypothése HO : t — a(t;u,v) est une fonction mesurable pour

tout
tef0, T}, u,veV,

avec :
la(tsu o) < M|uv|o]v,
M indépendant de t, u, v.

Hypothése H1: Il existe 1 > 0 et o > 0 tels que:
Rea (t;0,0) +4|vz=al|v|}, VveV;
A, & indépendants de ¢t = 0.

Hypothése H2 : Soit V’ Ianti-dual de V. En identifiant H & son
antidual nous avons: V c H c V’. Nous supposons :

JEL?(0,T; V') et uye H
L2(0,T; X) = {u(z,t) | @~ u(x, )€ X, =0 et t — u(t)
appartient & L? de [0, T'] & valeurs dans X}.

Notations : (u, v) = produit scalaire dans H. Norme: |u |
((w, v)) = produit scalaire dans V. Norme: || u]||

Cu,v) = dualité entre V et V’, pour u€V, ve V',
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Le probléme initial s’écrit :

Probléme () Déterminer w€ L?>(0,T; V) tel que:
H
M1 (= 0, 0 O+ ot 0,9 0] a6 =
0

T
IWWWMm+%wM)
0

pour tout g€ d = {p|peL2(0,T; V); p’€ L2(0, T; H); ¢ (T)=0}.
On démontre alors le:

Résultat I1II-1: Sous les hypothéses HO, H1, H2 le probléeme
(@) admet une solution unique, et w’ € L?(0,7; V'), [10]

u est alors égale presque partout a une fonction continue de
[0, T'] & valeurs dans H, notée encore u, et u (0) = u,.

La forme v — a(t; u,v) anti-linéaire continue sur V définit un
opérateur linéaire continu de V dans V'’ noté A (f) et:

a(t;u,v)=<CA@)u,v) VuveV,
u vérifie alors :
weL?(0,T; V),u € L*(0,T; V')
(111-2) w'(t) + A (H)u(t)=f(t) dans L*(0,T; V')

% (0) = u, .

Soit maintenant £ un ouvert borné de R» de frontiére I assez
régulidre (de classe @! par morceaux par exemple). Nous prenons :

H = IL? ()

Hy(2)cVcH!(2), V muni de la norme de H*(£), sous-es-
pace vectoriel fermé dans H!(Q).

n — n — p—

at;uv)= 2 faij(x,t)Dju-Divdw—l—Z a; Diw-v de + | ay u vda.
i, j=1 =1 .

Pl Fef
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Hypothése (I11-3):

aij (@, 1), a; (2, t), @y (@, t) € L® (Qr) (mesurables et bornés) pour tout 7'
fini; ot Qr== 2 < [0, T].

2z 2 |&P, a0 @€ Qr
t, )= i=1

pour tout &= (&,,...,8,)€ C*.
uy € L? (Q)
SELX(0, T'; L? (2)) = L* (Qr).
Résultat 111-2. Sous les hypothéses (III-3), le probléme (@) as-
socié admet une solution unique.
Les hypotheses HO0, H1 et H2 se vérifient facilement & partir
de (III-3).

Interprétons les problémes résolus suivant le choix de V.
u vérifie :

w () + A () u(t) =f(t) dans L*(0, T; H~" (L))
avec :

(II14) A@W)=— 3 D;(aylw, ) D)+ > a; Di+ ay (@, 1)
i=1

i, j=1
associé a la forme a (¢; u, v) donnée.

% (0) = u, dans L?(£).

pour V= Hy(Q): ueL?(0,T; Hy(2)),u € L2(0,T; H-1(Q) dour:
u (@, t)=0 pour (x,t)€ I < [0, T] dans L*(0, T'; H'2(I"))

(II1-5) (Q): probléme de Dirichlet
V=H'(Q): ue L*(0, T; H (), w € L*(0, T; H(2))

u vérifie formellement :

@ (@, t) Dj u cos (my @) = 0 sur I">< [0, T]
1

du n

dvaw i)
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(7;: normale extérieure a £ sur I').
(I11-6) (Q): Probléme de Neumann
V={v|veH! (2),v=0 sur I} ot I'=T,UT,
avec ' NI, = @&, , I, de capacité positive.
w vérifie alors: w€ L2(0, T; V), v’ € L2(0, T; H-1(Q)).
u (x,t) =0 pour (z,t)€ I, < [0, T] dans L*(0, T'; H'2 (I"))

du
dVA(g)

= 0 pour (x,t)€ I, < [0, T'] (formel)

(ITT'7) (Q): probléme MELE.

Nous ferons toutes nos démonstrations dans le cas ou A (¢)
est Vopérateur différentiel d’ordre deux donné au dessus; elles se
généralisent facilement pour un opérateur d’ordre 2m,
en prenant:

HY Q) cVcH™Q), H= L)

a(tyu,v)= 2 faquPu-Dq;dw
Izvl,lqlsﬂz2

soit :

(I11-4") A(t)y= 3 (— 1)l71 D¥(a,,(t) D?).
|p|=<
gl <

I1-2. Construction d’un probléme approché :

Idées générales :

Comme au Chapitre I nous considérons un ouvert Q' CBQ,

0
—

borné ou non et: D= QN L', de frontiere S (cf. figure 1). On
choisira le « domaine auxiliaire » £’ de fagon que D soit un do-
maine « simple ».

Nous allons approcher les trois problemes (III-5), (II1-6) et (II1-7)
par un probléme plus simple résolu dans D < [0, T'].
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De maniére générale nous construirons une forme A, (tu,v)
ayant les propriétés suivantes :

(III-8) A4, (t, u,v) est une forme sesquilinéaire continue sur H! (D)
< H' (D)

| At uy o) | < N || ||z |0 | zyo)

et t —~ A, (¢, u, v) mesurable sur [0, T].

_b:
&

=4 i

%:0

Fig. 1

(II1-9) 11 existe 1" >0 et o«’ > 0, indépendants de ¢t€[0, 7] tels
que :

Re AE (t, v, 1)) + l’l v 121,1(1)) = oc’ “ v “i{l(_l)) , V vE V(I))
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ot V(D) est défini en dessous

(ITI-10) A, (¢, u, v) restreinte & V >V (défini au § II-1) coincide avec
a(t;u,v), au méme sens qu’au Chapitre I.

Probléme approché (@Q,) :
Déterminer u, € L? (0, T'; V (D)) tel que:

T
j [ (G s (0), 97 (©) 23y - Au (& %, (B @ (8))] At =
0

T
(TIL11) — [ <Fy e @) e+ iy, 0 O
0

V9D (D)= {p|pe L0, T; V (D), ¢'€ L?(0, T'; L* (D)); p(T)=0}

avec :
0. € 2(L* (D), L* (D)) ?) avec (Ot w)rap) = Oy (&) | u |34

~

S=1{f(,t) dans Q < [0, T], 0 ailleurs)
’;0 = {u, (¥) dans 2, 0 ailleurs}.

Nous avons le choix de V (D) suivant que nous voulons appro-
cher (@) par un probleme de Dirichlet ou de Neumann. Nous pren-
drons ici V(D)= H, (D): les démonstrations resteraient identiques
dans les autres cas.

On a le:

Résultat II1-3. Sous les hypotheses (II1I-8), (II1-9), (II11-10) le pro-
bléme approché (@.) admet une solution unique pour ¢ > 0 et:

u, € L2 (0, T; H—1(D))

?) L (E, F) = espace des opérateurs linéaires continus de E dans F.
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On en déduit que u =L une fonetion continue de [0, T]~ L*(D).

Nous construirons directement le probléme approché (@,) dans
le cas ou le probleme initial (¢)) est un probléeme mélé.

Nous montrerons comment procéder pour un probléme de Diri-
chlet ou de Neumann au § 11.4.

I1.3. Approximation d’un probléme mélé :

Rappelons le probleme initial :
Soit 2 ouvert borné de frontiere I'.

r=rLuly, I'nly=0, I, I, non vides

Posons :
Vo= {v|veH"(Q), v=0 sur I'}}.

Probléme initial {Q): Déterminer w€ L*>(0, 7'; V,) tel que:
T T
Jimwo v+ aws wopoia= [0, 00> @+, 9 0)
0 0

Moedy=|p|peL (0, T;V); ¢"€ L*((0, T) < Q); ¢ (T) = 0).

Construisons le probleme approché (Q.): (figure 2)

Fig. 2

On considére d’abord un ouvert 2, c[ 2 tel que 2, ait I,
comme frontiére commune avec £. Posons:

0
Q*=QUT,yQ,
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puis £, ouvert <[ Q% on pose:

0 0 0
D=QuQulu3Suul,
oll RQ=rI,url,, 82, =TIu3 82,=2ulUS8, 4D=2~
Soit :

n o n —_ N —
Aty u,v)= 3 | AjjDju-Divder + X A;D;u-vde 4 / Aguvde
b))

=1 i=1
D D

ot A;;, Ai, A, sont définis dans D X< [0, T], T fini quelconque.
Comme au Chapitre I plusieurs choix de A;, 4;, 4, sont pos-

sibles.
Nous nous limiterons & celui qui donne le résultat de conver-

gence le plus fort:
Choix de Aij,Ai, AO:
1
A,‘j = % QAij (J’), t) dans Q < [0, T], —6— (5,;]' dans ‘Qi > [0, T],
¢d;; dans 2, < [0, T] 2 .

A;= {a;(z, t) dans 2 > [0, T], 0 ailleurs}

1
Ay = % a, (z, t) dans Q < [0, T}, - dans £, < [0, T'],
¢ dans £, <0, T]%

Choix de C,:

u (2, t) dans Q* >< [0, T

O, 1) =
@ 9 eu(x, t) dans £, < [0, T).

Pour &£ > 0 fixé, A4,(t, u,v), définie ci-dessus, vérifie les hypo-
these (III-8), (III-9) et (II1I-10) avec A/ = 4:

Re A, (t, v,v)+ 4| v Ii’(D) = inf(«, &)||v ”;2111(1)) .
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et:
(Osuf )Lz “_lulLe(Q*)+£Iuleg)>lnf(1 s)lule(D)
pour tout u € L? (D).

On déduit du Résultat III-3 que (@.) admet une solution uni-
que ., pour tout & positif fixé.

Dans toute la suite nous supposerons que 1= 0 dans la coer-
civité de a (t;u,v) et A.(t,u,v) ce qui peut se faire en changeant
w et u, en wek, u e, avee k= A

Nous avons alors le:

THEOREME III-1. (de convergence faible): Quand ¢ - O:

(LI1-12) u, |oxjo.n — w dans L2 (0, T ; H' (Q) 0 L= (0, T; I? () faible
(I11-13) %lg,x[o,m ~ g dans L2(0,T; H'(R,) faible

(I1I-14) Vew, — h dans L2 (0, T; H'(Q,)n L* (0, T'; L?(2,) faible

o g€L2(0,7; HY (Q))nLe (0, T; L*(L,)
hEL2(0,T; H'(Q,)nL* (0, T; L*(R,).
DEMONSTRATION :
u. vérifie dans L2(0,T; H—1(D)):
(IT1-15) —f:; (Cots (1) + Ao () e (6) = F0)

les dérivées étant prises au sens des distributions avec:

Al)=— 2  Di(dy D)+ z A;D;+ A,.
1

’L,]=
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En prenant le produit scalaire de (III-15) avec u, il vient :

f( 7 (Cevel t), . (t)) dt-{—f (t, e (t), ue (1) dt = /<f(t t)) dt

les crochets désignant la dualité entre H' (D) et H1 (D), 0 <s< T.
Mais on voit facilement que:

8

f%(%(@szl,g(t)),ue(t)>+<“s() (C“S(tms =

0

= | ue (8) I%Q\Q*) + £ | Ue (8) |iﬂ(_(_)2) - l u’O .iﬁ(g)

d’on 1’égalité de ’énergie pour wu,:
8

I u, (8) Bﬁ(g*) + & I u, (s) |i2(92) Jr' 2 Re fAe (t, s (t)y u. (1) dt =
0
=29 Re[(fN(t), e (8)) At + | Wy |20+
0

D’autre part:

8

ng (¢, u, (t), u (1)) dt =fa (t; ula, ulo)
0

0

2 o ”2111(.@,) dt

8
o [ 1150 e @
0
En minorant a (t; u., u,) & partir de la coercivité il vient:

8
1~
o ‘ u, (.S‘ L(Q¥*) ? I VE Ue B}*(Qa) + 0‘/ ” " LQ ”%II(Q) dt
0
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8 8
w, . )
+ / 172 I Wy 3¢+ / Ve e Loy 2oy At <
&
0 0

o1
S [ N e

ott || f||l = norme de f dans L%(0, T; I2(£)).
On en déduit que:

(1) wc|gvxpor) est borné dans L2 (0,T; H' (Q*)n L= (0, T; L?(Q¥)
%[glx[o,m est borné dans L?(0, T'; H!'(Q)).
&

(3) Veu, |osxo,7) est borné dans L2 (0, T'; H' (2,)) 0 L* (0, T'; 12 (£2,))

(2)

(4) U, |o,xj0,7] €St borné dans L= (0, T; L?(£,)).

On peut alors extraire de la suite ¢ — 0 une sous-suite & — 0
telle que dans les espaces correspondant a (1), (2), (3), (4):

(1) Uy (v, 7] ~ W faiblement
u,

(2') F -~ g »
&

(3%) Ve’ u, »

(4%) e @y x[0,7] = 6 »

De (1’) et (2’) on voit que: w|oxpr1=0. Dolt w|r,=0 et
w |Q><[0”[’] € L? (0, T; V.

Il reste & montrer que w |ox(o,r) est solution du probléme initial.

Alors w =wu dans Q < [0,T] en vertu de P'unicité de (@Q).

w |ox(o,r) €St solution de (Q):

Prenons dans (I1I-11) ¢ € @ (D) telle que:
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@ (x,t)=0 dans 2, < [0, T]; il vient pour e =¢":

T
f[— (e |0y @)y — VE; (V87“5' |y @ )zsy + @ (t5 e loy @ |o) + _
0

T

+ Ve’ (Ve we |ayy @ | myey) dt = f (fy @)Ly dt 4 (g, @ (0))1s o) «

0

Faisons tendre &’ vers 0. D’aprés (1’) et (3/) il reste & la limite :

T

T
() f{—' (W, @)20) + @ (t5w |0, @ (1)) dt =f(f, @)z At - (1g, (0))

0
Mot P(D), ¢=0 dans Q, < [0, T].

Soit Yed, (voir (@) telle que:
i
0 ¥ =0 dans un voisinage de I, < [0, T'].

Il existe alors ¢ € @ (D), nulle dans £, >< [0, T] telle que:

=¥ sur Q <[0,T]

(5) est alors valable pour un tel P et comme la classe des fonctions
¥ est dense dans P, il en résulte que (5) est valable N @€ D,
c’est-a-dire que 1w |oxp,r] st solution de (Q).

A partir du théoréme III-1 nous allons démontrer le:

THLOREME III-2. de convergence forte: Quand ¢ — 0,
(TIL16)  w,|oxor) — % dans L2(0, T; H' (2)n L= (0, T; L* () fort.

U,

(I11-17) e loxxo,7) ~ O dans L2 (0, T; H*(£,)) fort.
&

(ITL-18) Ve u, |o,xpo,m — O dans L*(0, T H(2,)) n L= (0, T; L*(£2,)) fort.
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DEMONSTRATION : La solution « du probléme initial vérifie:
we€L?0, T; H' ()N L*0,T; L*(Q)), v=0 sur I',.

Posons :
(wdans Q <|[0, T

I, u—
t“= 10 dans @, = [0, T].

Iy weL?(0, T; H' (Q%)Nn L* (0, T; L*(Q*)

0
ot 2*=Qy Q, uTl,. Dautre part il existe un opérateur P de 1
prolongement (cf. chapitre I) de H! (Q*) dans H!(R» linéaire et
continu ; d’ou :
P(IT,u)€ L*(0,7; H'(R")n L~ (0, T; L?(R™).
Soit:

=1 sur @, 6 (x)€ C! (R"), bornée.

0 (x)
=0 sur S = 4dD.

Alors :

ITw=0 P, )€ L2 (0, T; H, (D)) n L*(0,T; L? (D).

et Tu=wu sur Q x<[0,T], Hu=0 sur Q, < [0, T]

|| ITn

=0u]

”L”(OJ’; H})(D) 120,7; HY(Q)

Considérons X, :

1~
X, = —;— |, () — ITu (s) ]i,(m) -+ - | Ve (we(s) — IT u (s)) I2Le(gz)

-+ Re / A, (u,— ITu)(t), (v, — ITu)(t)) dt.
0
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En développant il vient:

8

X, = [ 5 1) g+ 5 [Fo 0 9o + Re f ALty w(t), . (8) dt]
0

8

1 ;
+ [% | (8) |300)F Re]a (t5u(t), u(t) dt} -+ - ¢ | T |35 0,
0

— 2 Re [ % (g (8)y u(8))rye) + fa (t;u. (t), w(t)dt l
0

— Re [VE—(V;’M«E ; H’lt)Le(Qﬂ) -}— 2]‘/8—(('/;1&8, Hu))Hl(Qg) dt] .
0

En appliquant les égalités de P’énergie a u. et u, on a:

8

8 1
XE=[%|MO ,2L2(Q)+ Ref(f,ug)p(g)dt]+[—2—|100|2+Rej(f,u)dt]
0 0

+ ..
Quand & — 0, d’aprés le théordme III.1., il vient:

8

8
1
X, ~ |up >+ 2 Re f(f,u)dt— 2[—5—|u(s) e T Refa(t, 4, %) dt]
0 - 0
Soit X, — 0 d’aprés ’égalité de ’énergie appliquée a u.

D’autre part:

1 1, —
X. =+ | (e — ITu) () [300 + - Ve (u, — ITu) (s) 00

8 8 8
o AT — ‘
-+ oc/” 16, — U ||b1(9) dt +/ I T ]]2111(91) dat —}-f” Ve (u, — ITu) %0y @
0 0 0

d’on (IT1-16), (IT11-17), (I11-18) quand & — 0.
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On a ainsi ramené la résolution d’un probléme mélé i celle d’un
probléme de Dirichlet a coefficients discontinus dans un domaine
plus simple.

I1.4 Approximations d'un probléme de Dirichlet ou de Neumann

du second ordre :

On est dans le cas ou:

=9 (probleme de Dirichlet)
I'=g@ (probleme de Neumann).

La construction du domaine auxiliare est semblable a celle faite
an Chapitre I. dans le cas stationnaire. Pour obtenir les résultats de
convergence correspondants il suffit de poser formellement dans les
théorémes III-1 et III-2:

0
Qo=@, D=QuuTl pour Dirichlet.
0
Q=0 D=Qul,url pour Neummann.

Les démonstrations directes sont en tous points semblables &
celle du § II-3.

D’autres choix de A;;, 4;, A, sont possibles, comme au Cha-
pitre I; le plus simple pour lequel la convergence forte de w. |ox(o.]
vers u est assurée dans L?(0,7; H!(2)n L= (0, T; L*(£)) étant
au § I1.3.

Ay = [a; dans Q < [0, T], §;, dans Q, < [0, T'], d;; dans 2, x< [0, T']}

A; = {a; dans Q < [0, T], 0 ailleurs)
1
Ay =1a, dans Q< [0,T], - dans Q, < [0, T], ¢ dans 2, < [0, T']

I1-5. Généralisation & un opérateur A (1) d’ordre 2m :

De méme qu’aux § I1I.3. II-4. on peut construire un probléme
approché (@Q.) correspondant & Vopérateur (II-4’) avec H, (£2)c Vc
c H™(£2). On définit pour cela un opérateur A, (t) prolongeant A ()
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a D> [0,T] et la forme A, (¢ u,v) qui lui est associée et on se ra-
mdne & la résolution d’un probléme de Dirichlet dans D < [0, T'].
On montre encore la convergence forte de wu.|oxp,r] vers u dans
L0, T; H™ (&) n L= (0, T'; L¥£2)) pour le méme choix de O, qu’au
§ II-3. et des A,, donné au Chapitre I. § V.

11-6. Remarque sur la régularisation des coefficients :

Dans les paragraphes précédents nous avons introduit des coef-
ficients discontinus A;;, A;, A,. Si les coefﬁei_ents donnés Aijy @,
a, (ou a,, pour ordre 2m) sont de classe C?(£) on peut aussi bien
construire des coefficients prolongés dans D < [0, T'] aussi réguliers
tels que par exemple, pour Pordre 2 (m =1):

1
Ay=0 <—8—> dans Q, > [0, T'], A= 0 (e) dans 2, >< [0, T'] et de
méme pour A;, A, avec A, A;, A, € C?(D).

III. Equations paraboliques linéaires dans un domaine non cy-
lindrique.

ITI-1. Enoncé du probléme.

I1I-1-1. Le probléme initial formel et notations:
Soit @ un ouvert de R; >< R;, contenu dans ¢t = 0. Nous posons:

Q= Qnit=1), ¥ 1,=0

(on suppose £, de mesure nulle dans Rz < R;)
Qr=QNn{0<<t< T}
I'= 0 @ = froutiere de ¢
I'’ =TI — Q, = «frontiére latérale » de Q.
ye = 0 £2,: frontiére de £, dans Rj -(t = 0)
r=I"n{0<t<<T) —:”]L‘{Tl Vi

Nous supposons @ assez régulier (voir [11]).
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Considérons D’opérateur A (t) d’ordre 2m :

(I11-19) At)y= 3 (—1)2I D2 (ay, (z,t) D)

=T

£t=o0

Le probldme de Dirichlet §’écrit formellement :

Probléme P: Déterminer u « assez réguliere » telle que:

W+ A@u =7 dans @

yiu(@,t)y=0sur IV, t >0, j=0,..., m —1

u (1, 0) = u, (x) pour x € £,
diy

ou f(x,t) est une fonction définie sur ¢, donnée et: y;u = an
4]

est la trace d’ordre j de w sur I.
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111-1-2. Espaces fonctionnels et résultats :

Nous définissons :

Hm™(Q)= {u| Drue L2(Q) pour |p|<m]

les dérivées étant prises au sens des distributions & support dans
@, [20]. C’est un espace de Hilbert muni de la norme :

1/2
u m == 2 Dy oy 2 dx dt)
H HH ) (lpl Qf| |

H(,’"’O(Q): adhérence de D () (fonctions indéfiniment différentiables
a support compact dans @), dans H™° (@) pour la norme ci-dessus.

Notation : F(Q) = Hy"’ (Q).
F’(Q): anti-dual topologique de F(Q).
oA (Q) = | we H™ (Q), ' € B’ (Q))
B =(u|ueF(Q), v eF (Q)

A(Q) et V3 (Q) sont munis de leur topologie naturelle d’espaces de
Hilbert.

B, (@) (resp. Br(Q)) = adhérence dans 3 (@) des fonctions iden-
tiquement nulles au voisinage de ¢t = 0 (resp. t = T).

Remarque II1-1. Pour ¢ assez régulier [11]:

H™o (Qr) = L* (0, 75 Hy' ()

A

ot :
I? 0, T ;" () = {u | x— u (>, t) = u ()€ H;" (L), tefo, T]p-p
et t — u;(x)€ L? de [0, T'] a valeurs dans H," (£2,)} et

7

1 B gy = | 1 [y
0

w0

Il en sera de méme pour Hy ' (Qr).
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Rappelons certains résultats dont nous avons besoin pour la
suite; voir [11] pour leurs démonstrations.

Résultat 111-4.: Pour u € H™0(Q) on peut définir y (DX u), tra-
ce sur I'’ de D; u, dans L*(I"’) pour |p|<<m — 1, et une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que w€ Hy" (Q) est que:

y(Dgu)=0, |p|<m—1.

Résultat TII-5.: Pour (@) assez régulier, il existe une application
linéaire continue u — u (-, s)de 93 (%) dans L2 (%) telle que :

u(-,s):u I_Qs

(trace de u sur £;) quelle que soit » continue dans (3 et une con-
dition nécessaire et suffisante pour que wu appartenant a <3 (Qr)
goit dans Br(Qr) est que u (-, T)=0.

On a un résultat analogue pour B (@7).

Notation : u, v ), w€ F(Qr), v€ F’'(Qr) désigne la dualité entre F
et K.
111-1-3. Le probléme variationnel associé :
Posons pour u, v€ H™%(Qr), T fini positif.
a(t;u,v) =f S ap,Dru-Divdx

|p|=m
Q lal=m

définie presque partout pour t€[0, T]

T
anp (u, ) =/a(t;u, v) dt = / S apg D? u- Do dadt.
0 e,
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Hypothéses :
H1: ap (@, ¢) € L*(Q), |pla |QE—<—m7 ¥ T fini
H2: fe F’ (Qr), % T fini

H3: — coercivité — pour tout 7 fini, il existe 1 (T') = 0 et «(7')>0
tels que:

ap(w,u) 4+ 2(T) | u E‘”QT‘E a (T) | ul ‘%(QT)’ M u€F(Qr)
Nous ferons la réduction A (T)=0.
H4: vy € L? ().
H5: @ assez régulier (de classe C” par morceaux, par exemple).

Nous énoncons le probleme variationnel qui est bien défini sous
les hypothéses précédentes et les résultats énoncés.

PROBLEME V. Déterminer u € <3 (Qr) telle que :

(I11-20)  ag (4, 9) — €, Degd = <[, @) + (g, @ (+, 0))ra(ay
pour tout @ € Br(Qr).

THEOREME ITI-3. Sous les hypothéses H1, ..., H5 le probléme V
admet une solution et une seule.

Il convient pour la démonstration de distinguer deux cas:

1) uy=0 dans £,. Le théoréme est alors démontré directe-
ment dans [11].

2) u,=£0 dans Q,. Nous démontrerons d’abord ’unicité. L’exis-
tence de u nous sera fournie par les quatre procédés d’approxima-
tion développés plus loin.

Unicité de la solution de V :
Soient u,,u, deux solutions de V et:

W (&, t) = uy (T, 1) — Uy (w, t).
Pour ¢t =0 dans L?(8,):

W+ 0)=1u, (+,0) —uy,(+,0)=0.
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Comme w € B (Qr) on déduit du Résultat III-5 que w € B, (Qr).
w vérifie alors :

“T(w’ @) — w, Dip) =0, ¢ p € Bp(Qr), w € B, (Q1)-

Prenons ¢ € D (Qr)c Br(Qr); il vient:
(III-21) Diw + Aw = 0 dans Q@ (Qr)

ou A est défini en (IIT-19).

Pour weé F(Qr), A weF’(Qr) de sorte que (1II-21) est vraie dans
F’ (Qr) par densité.

Prenons le produit scalaire de (III-21) avee w:

(Aw,w) +<{Dw, w) =0

mais pour tout ve€ F(Qr):
CAw, v) = a,(w,v), soit:

2 Re a,(w, w) + ( Dyw, w) + {w, Dyw) = 0.

Or { Dyw, w) + {w, Dyw) >0 pour we By(Qr) (cf. [11]) d’otx:
2Rea,(w, w) <0 et w=0 dans Qr, ce qui démontre l'unicité.

III-2. Probleme approché par la méthode du domaine auxiliaire:

Nous allons définir dans ce paragraphe une famille de problemes
approchés V., problemes paraboliques linéaires dans un domaine
cylindrique, dont la solution u. restreinte a ¢r convergera vers une
solution w de V quand ¢ tend vers 0.

Considérons pour 7T fixé un ouvert w de R" tel ‘que: w D4,
pour t€[0, T]. Alors @ < [0, T] est un ouvert cylindrique conte-
nant Qp (figure 4).
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Nous posons pour u,v€ L% (0, T; H™ (w)):

A, v)= 3 Agg (, t)- D? w- D7 v dw dt

I % EOJT] ]

<t

== )
*t=o0

Fig. 4
Soit :
T, t) = {f(x,t) dans Qr, 0 en dehors).
'170 (@) = {uy () dans £, 0 en dehors}.
Alors :

Fla, )€ L2 (0, T5 H—™ ()

u, (@) € L2 (o).
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Définissons le :
Probléme approché V.. Déterminer u, € B3 (w < [0, T)) telle que :
Ae(u’e’ ?’) - < We (]", > = <]7 ‘P> + (“’0, 4 (0))14’ (@)

pour tout ¢ € By (w < [0, T]).
Soit A, Popérateur d’ordre 2m associé a A, (u, v):

A, = 3 (—1)71 D7 (A, ¢ D).
|p|<m
lgl=m

On vérifie facilement que le probléeme V. est équivalent au:

Probléme V}: Déterminer w, € )3 (w >< [0, T']) telle que:

(I11-22) Diu.+ A, u, =1 dans F’ (0 < [0, T))
Ue (+,0) = ;O dans L?(w).
Rappelons le résultat suivant démontré dans [11].
Résultat I111-6.: Si b (u, v) est une forme sesquilinéaire continue

sur F(w < [0, T)) < F(w < [0, T)), coercive, et g€F’ (v [0, T]),
v, € L? (w), il existe une solution et une seule de:

Div+ Bv =g dans F’ (w < [0, T))
v(+,0) = v, dans L?(w) ol v€B(w x<[0,T])
ot B est 'opérateur associé a b (u, v) par:
(Bu,v)=1>(u,v) M u,veEF (w><[0,T]

les crochets désignant la dualité entre F et F’.

Nous donnons maintenant un choix des A,,, le plus simple pos-
gible pour les applications, pour lequel nous démontrerons I’existence
et Punicité de u.(¢ > 0), et la convergence de u€|QT vers «une »
solution de V.
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Choix des Ay, :
[ apq (2, t) dans Qr, |p|, || m.
8py dans Qr= w < [0, T] — Q7.
Ao BB = si [p|+1a] >0,

dans Q7 si |[p|=]|q|=0.

o |~

dpg= (1 si p=q; 0 si p=¢.

De I’hypothése H1 on déduit alors: Ay, € L= (w < [0, T']) et de
H3 avec A(T)=0:

V’UEF(COX[O,T])‘

Re A, (v, v) =Re a, (v |gp v]ep + = f\ D? v |?dx dt
=
e

+%[|v|2dwdt.
er

Dot pour ¢ > 0:

. 1
Ro 4., 0) = o (1) 0, + i06(1 ) 10

. , 1
Re A, (v,v) = 1nf<oc (1), 1, ?) 1013 wox 0, 2 *

Du Résultat 1I1I-6. nous déduisons alors le:

Résultat III-7.: Pour ¢ > 0 fixé le probléme approché V! (ou V)
admet une solution unique.
Montrons maintenant le :

THEOREME III-4. (de convergence faible):

Quand & — 0, la restriction de . & @r converge faiblement
dans o (Qr) vers «une» solution du probléme initial V.
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On montre ainsi ’existence d’une solution de V d’ou le théo-
reme IIL-3.

DEMONSTRATION. Prenons le produit scalaire (entre F(m><[0,T])
et F’(w><[0,T]) de (III-22) avec w,. ; il vient:

(Dyu, u. )+ A, u,) = (7, U
Mais :
CAug,u.) = A (u,, u,)

et en prenant 2 fois la partie réelle:

2Re A (u;yu.)+ {Dyu.,u, >+ ., Diu.) =2 Re <7, w. ).
D’aprés [11] (proposition 3-2), pour u,€ B (w < [0, T]):
{Drttey w,d 4 gy Do = e (+y T) |12y — | e(+, 0)|Z2(w)
d’olr :
2Re A, (e, ) + | (o) T) [0 = 2 Re <Fy u. )+ | g [Taay
et d’aprés la coercivité de A4, (u,v):

1

(1) | e loglligyt Il e o + (- — 1) e licei

1
< |/ |wigg -l welzep + 5 1%l -
Par suite pour tout ¢ >0, e<1:

(1) u, est bornée dans F(w < [0,T]

(2) e est bornée dans L?(Q7T)
'/8 Q,”l’

ol Qp = > [0,7] — Qr.
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De toute suite ¢ — 0, on peut alors extraire une sous-suite
n — 0 telle que:

(1) u, — w dans F(w > [0, T]) faible.

(2 %1— — 9 dans L2 (Qr) faible ol 0 (x,t)€ L% (Q}).
7 197

11 résulte de (1’) que:
Uy |gp — w gy dans L*(Q7) faible,
et d’aprés (27):

Uy

2| .Yy~ 0 dans L2(Q%) faible,
Yy Qp

Uy lQEr =

soit :

Comme w € F(w < |0, T']), d’aprés le Résultat ITI-4., on peut
définir y (D? w) sur I'r pour |p|<<m — 1 et de (3) on déduit:

y(D?w)=0 sur I'z, |p|<<m—1
goit d’aprés le Résultat 111-4 :
w 1QTE F(QT).

Montrons que w |o, est solution de V :
Pour tout ¢ € Br(¢r) posons :

g(w, t) = {@ (v, t) dans @z, 0 dans Q)
Qr = < [0,T] — Q.

Alors
@ (, t) € Br(w < [0, T]).
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Prenons ¢ =—> %, e==> 7y dans le probléme V._; il vient:
aT(un IQT’ ) — <u77 |QT’ o) =Lfe)+ (g, ® (0)12 (@

ot {,) désigne la dualité entre F(Qr) et F’(Qy).
Quand 5 —~ 0,

la forme u — a,(u, @) étant continue sur H " °(Qy),
gty lop » @) = Ay (W |gp, p) daprés (1),

<u7l IQT a’p,> - (w ,QT"??,)
et & la limite :
(4) aT(leT"p)—‘<w]QT"P,>=
(fy@) =+ (ug, ® (0)1s 00, ¥ @€ Br(Qr)

w |g, est alors solution du probléeme V.
Il reste & montrer que:

Dy(w o) € F” (Q) et Dy(u,|g,) — Diwlg, dans F’ (Qn).
De (4) on déduit, en prenant @ €D (Qr):
(5) Dy |gp+ Aw |g, = dans D’ (Q1) .
Mais pour w g, € F(Qn), 4 (w o) € F’ (Qr) et de (5) D, w |gp=
=f— Aw|g, € F' (Qr), car D’ (Q7) est dense dans F'’ (Qr).

(5) est alors vraie dans F’ (Qr).
D’autre part la solution u, de V, vérifie:

A (uy |gp) + Delw, |gp) =f dans F’ (Qq)

Quand n — 0, A étant un opérateur linéaire continu de H ™ °(Q7)
dans F’ (Qr), i1 résulte de (1/):

A (uy|gp)—~ A (w]g,) dans F’(Qr) faible.
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D’ou ¢
D, o) =F — A (1, |op) — f— A (w]o,)

soit

Dy (uy |@p — Di(w |g,) @aprés (5) dans F’ (Qr) faible.

w|g, est alors la solution unique du probleme V et, la limite de
u, |, étant indépendante de la sous-suite, la suite entidre «.|o, con-

verge vers w |g, dans o (Qr).
A partir du théoréme III-4. nous allons montrer le:

THEOREME IIT-5. (de convergence forte): quand g - 0,

(IT1-23) Uclgp — w |, dans H» 0(Q,) fort.

(IT1-24) "EIQT’ -~ 0 dans H™ 0(Q7) fort.

(IT1-25) el ~ 0 dans L2(Q4) fort.
Ve Qr

DEMONSTRATION : Prenons le produit scalaire (de F (Qr) avec
F’ (Qr)) de (5) avec w |q,; il vient:

(Dyw,w )+ <CAw,w)=<Cfyw)
d’out
{Dyw,w) 4 (w, Dyw) + 2 Re ar (w,w) =2Re{f,w).

Mais pour w |¢, € B (Qr), [11]:
( Dyrw,w ) + 10, Derw Y= w(-, T)|120p) — | (-, 0) |72 2y

soit :

(II1-26) [+, T) [f, 0,y + 2 Reaz(w gy, wloy) = 2 Re (f, w oy ) +

+ | E:a (20) *
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De méme, 1’égalité de 1’énergie vérifiée par u, s’écrit :
(II1-27) | uy(e, T)|7aw) + 2 Re 4, (1., u) = 2 Re (f; e ) + |1 3000

Posons :

w (%, ), (2, 1) € Qr
Nw =

L0, (2, 1) € Qp = < [0, T] — Qr
w|op € F(Qr) implique: Nw € F (w >< [0, T']).
Considérons :
X.=|u(,T)— Nw(-, T) |2L'3(a,) + 2Re A, (v, — Nuw, u, — Nuw)

En développant X, et en utilisant les égalités de 1’énergie
(LII-26), (ITI-27) et le théoréme III-4. on montre facilement que:

X, - 0 quand ¢ — 0.
D’autre part:
X, =2Rear(u,|g, — w,u, g, — ) + 2w |gp I3 m, 0
1 o " |2
42 (}_ — 1) 0l Baiap e (5 1) — N (y ) ey
d’ou :

X, = 20 (1) || e log — [ 0gp) + 2 Il e ol 7m0 )

2 i
i (Qp

(= 1) o

quand ¢ - 0 on en déduit (I1I-23), (I11-24), (IT1-25).
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Interprétation du probléme V. :

u, vérifie pour tout T fini:

D;u, + Au, = f dans F’ (Qr)
Dow 4 Z(—1)7 42w, 4 =0 dans F’(Qd)
p=1

yju, = 0 sur § < [0, T'], pour j=10,..,m —1, ou §=dw.
<+ conditions de passage (formelles) sur I'7.

Autre choix des A,q:

On aurait pu prendre :

1
pq (%, ) dans QT;—{épqdans Qry, Mlpl,lq|<m

qu =

Au lieu de (IT1-23), (I11-24), (ITI-25) on aurait

’ uE]QT g w,Q_’[’ fort dans Hm,O(QT)

(I1I-28)

u-‘,‘
Ve

Pratiquement on se fixera une limite de temps ¢t = T, et Pon
choisira 'ouvert o tel que @ < [0, T] D Q7. On est alors ramené 3
résoudre le probleme V, correspondant dans le domaine cylindrique
w < [0, T

Nous donnons maintenant une deuxieme famille d’approxima-
tions du probleme V basée sur la méthode de GALERKIN générali-
sée au cas non cylindrique.

-~ 0 fort dans H" 0 (Qg).
r

III-3. Probleme approché par la méthode de GALERKIN:

Nous supposons qu’il existe une base {pf(x;t),j=1,2,...} de
HY' (2,), pour tout t =0, telle que:
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@i (@, t) € F(Qr), ¥ T fini positif, j = 1,2, ...

t - @J (x,t) soit une fois différentiable sur [0, T] pour tout
(¢, t)€ Qr, T fini queleconque et j > 0.

(@I (t),j =1, 2,... forme un systéme orthonormal dans L2 (£,
M t€[0, T']. (On peut toujours 8’y ramener).

Soit P, (m == 1) l'espace engendré par ¢!, ¢?, .., p":
me = Uy , Uy, (7, t) =2 Uy, (t)"pi (w, 1)y Ui (t) € et ([07 T] -~ R)
i=1

Nous définissons le:

Probléme approché V., : Déterminer u,, € @, telle que:
(ITI-29) @ (¢ 5 0y (8)y @7 () 4 (Do (8)y @7 (W) 222p = (f (), @7 )20
pour j=1,2,..,m et presque tout ¢ dans [0, T'].

(I11-30) Ui (0) = Qi y =1, s, M

ol les «;, sont choisis tels que:

(II1-31) lim 3 oy, ¢f (2, 0) = u, (¥) dans L?(Q,) fort.

m— oo i=]
(I11-31) sera vérifiée si on prend:
wim = (g  @° (&, 0))12 ()

puisque (¢’ (0)) forme une base de L?(£).
Nous remplagons ’hypothése H, du § III-1-3 par:

H) :feI2(Qp)= L2(0, T3 L?(2)), ¥ T > 0 fini.

THEOREME III-6 : Sous les hypotheses H,, Hy , Hy, H, et Hy,
le probléme approché V,, admet une solution unique et de plus:

U € F(Qr), wp € L® (0, T5 L2 (2,), * T > 0 fini.
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DEMONSTRATION : Explicitons (II1-29); pour j=1,..,m

k]

3 [tim (1) @ (85 @ (8), @ (1)) 4 (Dr (i () @ (), 97 ()12,

i=1
= (f (), @ )2 (e -

Les (¢f(t)) étant orthonormales dans L?(£2) il vient:

Uj (8) = _._g [a (595 (), @7 () + (@7 (1), @7 ()] ®im (6)

+ (f(t), pi(t) pour j=1,..,m;p.p. en te[0,T]
“jnl(0)=ajm,j=],u.m.

(jm (8)y j =1, ... m est donc solution d’un probléme de Cauchy
pour un systéme de m équations différentielles linéaires du premier
ordre en t;t€[0, T

Existence et unicité de (uj,, (t), j=1,..m

t— a(t; ¢'(t), ’(t) est mesurable et sommable sur [0, T'] (et
méme dans L= ([0, T)).

t— (p¥ (t), ¥i(t)) et t — (f(t), /() sont mesurables et somma-
bles sur [0, T'].

Il s’ensuit qu’il existe une solution unique wj, (t),j =1, ..,m
du systéme précédent, absolument continue sur [0, T|; cf. [14] par

exemple.
U € F' (Qr) a L (0, T'; L2 ().

En multipliant les deux membres de (III-29) par wj,, (t) et en
sommant sur j de 1 & m, il vient:

@ (€5 % ()y Uy () 4 (Dy 20y, (t)y Uy (t))L’ ()= (J (2)y 0y, (1)) 22 (2
et:

8 s

f (€5 (8), e (1)) dE + / Dyt (1), 0, (2)) At = f (S (), um (1)) dt
0

0 0
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mais :
]

j[(Dt Um (t)) U (t)) + ("‘m (t)7 Dt Uy, (t))] at = | U (8) I%’ Ry — I Uy (0) |2L2 (20)

0

(vérification immédiate en se servant du fait que u,, (t) = 0 sur la
frontidre latérale de Qr, I'z).
D’ou:
8
(ITI-32) |t (8) Iie(gs) 42 Refa (€5 Uy, (b), 2y, (£) db

0
8

= | ,,(0) |2 () + 2 Re f (f(t); ty (1)) A

0

et en minorant le premier membre a partir de la coercivité, il vient :

] Uy (8) |%z (2¢) + 20 “ Ui H%’(Qs) < | U (0) Gﬂ (£20) + o ” Wy ”%’(Qs)

1
+ T“' ‘f’%z(@e) .
Comme, d’apres (I111-31), u,, (0) - u, fortement dans L?(£2;), on a:
| % (0) |22 (0 << K, constante indépendante de m

et par suite :

K2
(| e || (0 < Ky =—

1 2
o [ flen

(II1-33)
I Uy, (8) 1‘2[42(93) gKl y V 8 € [0, T}.

d’ott le théordme. On retrouve d’ailleurs 'unicité de u,, a partir de
ces inégalités.

Montrons maintenant la convergence forte de u, vers wu. Nous
avons le:
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TatorimME III-7 (de convergence forte): quand m - 00, U, —~ u
dans F(Qr) fort et L™ (0, T; L () fort ol u est «une» solution
du probleme initial V.

DEMONSTRATION : De (I11-33) on déduit que de toute suite
m — oo on peut extraire une sous-suite u — co telle que:

(1) u, —u dans F(Qr) faible
(2) w, — w dans L (0, T'; L? (£2;)) faible

w est solution du probleme initial V :
Soit :

W= 21 2 0,0 = £ 0,09 (0,0, ¥, 0D (0, T[)}.

Multiplions (III-29) par v ;(t) et sommons sur j de 1 & m; il
vient en intégrant sur [0, T]:

T T T
fa (t; Ui (t)7 W(t)) dat +f(Dt U ('), T(t))lﬂ (24 dt zﬁf (t)), T(t))La (2¢) dt
0 0

0

mais on voit facilement (a partir de u,, = ¥ =0 sur I'r) que:

T

r
j(Dz Uy, (i)) b4 (1) dt = —f("nz (t), D, 14 (t)) dt — (™ (0)’ T(O))L2 (£0)
0 0

pour tout Ye W,,.
Prenons m = u, W, fixé avec n < u. On a:

ar(y, ¥) — (uy, De Pz @p = (fy V)2 (@p) + @ (0), P (0)12 ()

pour tout Ye W,.
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De (1), (2) et (I111-30), on déduit quand u — oo:
(3) ar (wy P) — (u, Dy P)a@p = (fy Plraop + (g, P (0))1a(ay)

¢ Pe W, ,n entier positif quelconque.
Enfin, d’aprés les hypothéses faites sur ¢J(x,t) et y; (¢), quand
m — oo, W,, est dense dans By (Qr) ol, rappelons le:
Br (Qr) = adhérence des fonctions ¢ € F(Qr), ¢’ € F' (Qr) identique-
ment nulles au voisinage de Q7.
Alors en passant a la limite dans (3) suivant n il vient:

ar (u, @) — Cuy Dy d =<f, ) + (g, @ (0)12 0y

M @€Byp (Qr);ue F(Qr).

De 14 on montre, comme pour le Théoréme III-4, que D;u¢€
€ F’ (Qr), c.a.d. que u est solution du probléeme V.

Convergence forte de w,, vers w.
Posons :

8

X = | thn (8) — u (5) PL,{_QS) + 2 Re]a (5 Wy — Wy Uy, — ) di

0

définie pour 0 << § << T, presque partout.
X, 8écrit en développant :

Xon = [ | tm (S) aog T 2 Re s (um ; wm)]
10 (8) gy + 2 Re ey, 0]
— 2[Re (um (8), u (8)1yog + 2 Re a; (um , )]

En utilisant les égalités de ’énergie (I11-26) et (III-32) vérifiées
par » et w, , puis la convergence faible de u,, vers wu, il vient:

Xm — 0 quand m — oo .
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D’autre part de la coercivité de ag(u,v) il vient:

Xon = | tm (8) — ll(S)l%Z(_Qs) + 20 || wpm — u ”%'(Qs)
goit :

U () = u (S) dans L= (0, T; L7 (L) fort.
U, — U dans F (Qg) fort.

ce qui démontre le théoreme.

On vient ainsi de redémontrer Dexistence d’une solution du
probléme initial V et de généraliser la méthode de GALERKIN au
cas non cylindrique.

Pratiquement pour m fixé, on aura a résoudre un systeme de m
équations différentielles linéaires d’ordre 1, la difficulté consistant a
construire des fonctions @i(x,t) ayant les propriétés voulues.

III-4, Probleme approché par la méthode varviationnelle des dif-
férences finies.

I11-4-1. Construction du probléme approché.

Nous allons associer au probléme initial V' une famille de pro-
blemes approchés au sens des différences finies, dont la construction
sera semblable & celle donnée dans RAVIART [15] pour un domaine
cylindrique, avec les modifications nécessaires dues au fait que le
domaine varie avec le temps.

Nous supposerons, comme au § III-3, que f€ L?(Qr). Posons,
pour simplifier nos notations :

V(t)= H™(£2,), V'(t)= H—™ (2,
H (t) = L? (£;) pour tout t€[0, T].

Avec ces notations le probleme initial V peut s’écrire :
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PROBLEME V, : Déterminer u € L* (0, T; V (¢)), w’e L2 (0, T'; V"(t))
telle que:

T
(L1I-34) f [a(ts;u(t), @ @) —Cu(t), p’(t))] dt =
T
f(j (t)’ P (t)) dt + (uo y @ ('; 0))L’(Qo)
0

V@€ Qn=I|p|peL*0,T; V), p’e L*(0, T; V@), ¢(-, T) = 0}

oll, dans ce paragraphe, <,) désigne la dualité entre V (f) et V’(t),
t (f(t), g (t)) le produit scalaire dans L2 ().

L’équivalence des problemes V et V, découle des résultats du
§ III-1-2 c’est & dire pour ¢ assez régulier.

Nous allons approcher le probléme initial sous la forme V,.
Pour cela nous introduisons pour tout t=>0:

Vi (t) Une famille d’espaces de Hilbert sur C (associée & H (t) et
V (t)) dépendant du paramdtre b = (hy,..., h,), h; >0 assez
petits, que nous supposerons munis de deux produits scala-
ires: (1, )v €t (s Dy
Soient: | |y, || ||",» les deux normes associées telles
que: N wup€ Vi (1) : '

(I11-35) e (hy ) |un [y << || wn [[75,0 << C (ks 8) | [vy00

pour h et t fixés, ol C(hyt) ~ 4 co quand [h|— 0 avec ¢
fixé. Of. [4], [1] pour Vintroduction des V() et D’étude de
leurs propriétés.

0y, (t) TUne famille d’opérateurs linéaires continus de L2 (£2;) = H (t)
dans V7 (t) tels que:

O (t) u
loh(t)|h= Sup MSG‘
wem® | ]EQE

O, : constante positive indépendante de & et t€[0, T]
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ap (t; up, vy) Une famille de formes sesquilinéaires continues sur
Vi (8) < Vi (t) telle que pour tout wy, vp€ Vi (?):

(IT11-36) Lan (5w, v) | << M || wn || vy [ o0 vy
(I11-37) L an (5 wny vn) | << M (hyt) | un |vy0 - | 0 7,00
(II1-38) L an (5 wn, o) | << N (s t) || wn||vy0 - | 00 v,e

(I1I-39) Re ay (t; up, up) = a || uy HZ'Vh(t)

ot M >0, >0 sont indépendants de & et t€[0, T]

M(h,t) > 0, N (hyt) > 0
avec :
M (h,t)=0 (N (h,t)® quand |h|— 0,¢ fixé.

0, k, 2k, ... ,mk = T. Un partage de Vintervalle [0, T] en sous-inter-
valles de longueur k et:
W, (t) = fonction caractéristique de [rk, (r + 1)k ].

Pour r entier et p =0, q <0, posons:

» k) —
Vit =, o Lo ipn 70

muni de la norme de V), (vk) par exemple.

Soit w wn ouvert de R; contenant £, pour tout £€[0, T] et
Vi (w) Pespace de Hilbert « discrétisé» sur O, qui est associé &
L2 (&) et Hy (0.

Nous noterons ( , ), (( , ))» les deux produits scalaires dont
il est muni et | |, || ||» les normes qui s’en déduisent.

Pour uy, € V, (¢), soit ’Zm le «prolongement par 0» de u; en de-
hors de son support. Nous supposerons que: si u;€ Vy (t) alors

Up € Vi (@)
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Soit I17 (vk), p=0, ¢ << 0, une famille d’opérateurs linéaires
(de restriction) de Vj (w) dans Vj,(rk), pour r =0, 1, ..., m tels
que :

(I11-40)  II7 (k) wp, = w;,  dans Vi, (rk), N wy € V2, (k)
(I1I-41) | qu(T](') ,TTh — Uy IVh("k) < &4 (h, &) l Uy |Vh(yk) y ¥ uy € Vy, (rk)

(I11-42) || II7 (v “h — Uy ||Vh v << Np,q (Ryk) || ug, ”Vh k) Y Up EVy(rk)

ol &4 (hy k), 7p,q (h, k) tendent vers zéro quand k —~ 0 avec t = rk
fixé 3)

Nous supposerons de plus:
(IT1-43) | LIF () |y ) < | LT (°) i | w00

et

0<m<p

(LL-44) || TI7 (k) wn || vy < || I (7Y 07 [l S 0=>n =>¢q

ol uy € Vy (f) avec ¢ = rk.
Posons :

g @) =117 (k) N te[rk, (r -+ 1) k[.
Nous appellerons :
Ef(ry %, ryk; Vi (t) = Pespace des fonctions wuy(t) de la forme:

79—1

Uy (t) = 3 wp (rk)- W, (t), avec wuyy (vk) € V5 4 (rk).

r=n

Pour uy € Vy (1), la forme v, — ay (¢; up, v,) est antilinéaire continue
sur V, (t) et définit un opérateur :

Ay (1) € LV (8), Vi (D)

3) Nous supposerons que & o(hy k), npq(h k) sont de la forme O (h).O (k).
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tel que:

an (t5 wp, ) = (An (O un, W)v0s Y Uy O € Vi ().

Pour uu, € By (0, T+ k; Vj () posons:

(r+4+1k
m—1
(I11-45) Apr (b) Wi (t)=% > / Ay (8) g (8) ds- W, (2)
r=0
rk

et définissons une forme sesquilinéaire continue sur

By (0, T+ k; Vi(t) < By (0, T+ k; Vi(t)

par :
ank (t5 Wi (8), Onk (9) = (Ani (8) wnss (), Onk () vy 00
(L11-46)
1 met (r+1)k
= %‘0 an (85 Uni (8), Uk (8) ds - W (2)
rk

ce qui a bien un sens car wy (), Uk (8)€ Vio (k).
Posons enfin :

(r+1)k
1 m—1 [
(ITI-47) S (8) = Ve ) O (s)- f(8)ds- W, (?)
r=0

rk

k—- 7) - - v
(p_(t”iTc)‘z("t‘); Fopy= PO —0C—0

(II1-48)  Vyg(t) = !

Nous définissons alors le probleme approché au sens des diffé-
rences finies par

PROBLEME Py, . Déterminer uy, € E*, (0, T4k ; V;, (t)) telle que :
(I3 (&) Vi nie (8), e (8) w0 @nr (65 TT2 (2) (e () +
(I1I-49) + 0k Vi upe (1), vni () = (fur )y Vnr (6)vye

N tE[O, T[, 0€[0,1] donné N/ v € EL(O, T+ k3 Vy (£)
(III-50) Unt (0) = Oh (0)-“0 .
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Au lieu de considérer pour I’,;, un schéma parement implicite
ou explicite on peut « splitter » 'opérateur Ay (f) comme dans [23]
et [26].

Résultat II1-8. Pour h et k fixés, le probléme P, admet une so-
lution unique.

DEMONSTRATION : up; (0) est déterminé par (III1-50).

Supposons connu uy (vk) dans V3, _, (rk). D’aprés
(I11-49) wup (r 4+ 1) k) est solution dans Vi _y((r 4+ 1)k) =
= V; o (rk) de:

i (% 3w (7 4= 1K), v (7)) = (dnx (rk)y vps ()
(II1-51)

N v (k) € Vo (k)
ol

i (k5 up 5 ) = (Un 5 Vp) v, = B0 dak (VK 5y, vp)
dy, est connu & partir de wpyi (rk) et des données.

Nous avons pour tout v, € Vj o (vk):
-~ 2 . 2
ane (k5 vy, V) = | v thu) -+ kb || vy HVhtt)

ce qui implique Dexistence et unicité de wuyy ((» 4 1) k) dans Vlll,o (vk)
cf. [7]).

Interprétons le probléme résolu :

Uy vérifie :

unk € B (0, T + k3 Vi (1)

wpg (8 4 &) — IT3 (2) e (1)

(IT1-52) -

+ 0 Ak () wnk (¢ 4 k)

+ (1 — 0) Aps (B)-(IT} () wnie (1)) = far (0), ¥ LE[O, T
et
(I111-53) e (0) = 0y, (0)-u, dans V7 (0).
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111-4.2 Majorations a priori et stabilité de la solution de Pyy.

Nous allons établir des « inégalités a priori» vérifies par la
solution iy, de Ppy; nous généraliserons ensuite la définition de la
stabilité donnée dans [15], dans le cas ou le domaine dépend du
temps et nous énoncerons le théoréme de stabilité vérifié par le
schéma définissant wuy, .

Majorations a priori.

Dans (III-49) prenons :

O () = gni () = 15 (8) [;hk (&) + 0 kP up (1))
ou:

gne (8) = (1 — 0) T3 (t) une () + 0 wni (¢ + k)
car
Wi (¢ 4 k)€ Vi o (8).
11 vient pour t€[0, T
(L5 () 7k wm (@); gnx () v + @nr (85 gnk (), gx (6) = (fax (), gnr () v, 0
Evaluons le premier terme pour ¢ € [+k, (r + 1) k[, r = 0,...,m —1
2 Re (I (9) i wa (0 gt (D) vy 0 =
20k | IT} (t) Vi wna: (1) o F2Re TS () Vs e (8, T4 (8) 1z (O)pryc0
Mais on voit facilement que pour ¢E€[rk, (r 4+ 1)k [:
2 Re (I (0) Vs wat (0), 116 (1)t (D)0 =

— [ [T (1) g (17 + 1) — | I (t)?‘hk (rk) |2Vh(t)] -

Vh(t)

k| IT5(t) Vi e ) [y -
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D’od en reportant: M t€[rk, (r + 1) k[ :
(TE54) =[] TT5 (0 e 6 4 B) 5 — | T3 (6) e (1) %)

+ (20 —Dk|IT{t)V, o (t) |2Vh(‘) + 2 Re an (t5 gar (t), gnr (2))

= 2 Re (fur (), gnr (1) 7,0 -

Nous distinguerons deux cas:

1
ler cas. 6 > 5

De Dégalité (1I1-54) il vient en utilisant la coercivité (III-39)
de ap (t; up,v,): N EE[0, T[:

1., ~ ~
(I1-55) -] IT 5 () wne (¢ + F) 20— IT§(t) ups (2) %)
+ 20 || gn (2) ”2Vh(t)

1—86 ~
< ko | fur (8) 3 Vo T ‘T]" | I () wir (2) ﬁrh(t)

0 ~
-+ % | I (t) wae(t + %) |2Vh(‘)

ou k, est une constante positive arbitraire.

LEMME III-1. Pour 0 < r<<m:

1 ~ . ~
D = _/-’L‘_ [ l Hll) (t) '“hk(t + k) |th(t> - 1 H(l) (t) uhk(t) ’2Vh(¢)] dat
0

= | Upx (1k) |V k) | _Ué (0) upr (0) |2Vh(0) .
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DEMONSTRATION DU LEMME III-1:

r—1 ~
D=3 [[5((s — 1K) wn (sF) 5 oy — | 170 (57) e (8B) [, o]

+ [T} ((r — 1) k) wpa (k) B om — | 7§ (0) vk (0) Vo -

Mais d’apres (I1I-40):

LT (s — 1) F) W (5k) = wpe (s) car wng (k)€ V(s — 1))

et d’aprés (I11-43):
| upk (k) |2,,h(sk) — | IT§ (s%) up (s%) 2, o = 0-
Le lemme suit immédiatement.

Intégrons Vinégalité (T11-55) de 0 a vk (r <<m). En utilisant le
lemme IIT-1 et (II1-43) il vient !

rk

I Unk (’ﬂ{') El'h("k) —|— 20(/|
0

gaux(?) HQVh(t) dt < | uzx(0) th(o)

rk
1—96]
+ oo | | fure () dt+' | (®) 3, b
0/ 2oLl

0 (r+1)k
—I— Kf l Upk (t) |2Vh(t) dt.
k

On en déduit comme dans [15]: pour k < k,
r
k08 g 20l 01

O+[1—06DT

exp. Ty

<{a 4 11-00) s ) th+k]!fhk
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Des hypotheses faites sur 0, (¢t) il découle :

| wnk (0) |y << Oy | 4 |220y)

T T
f|fhk (?) ’2Vh(z) dt < 0J|f(t) % dt
0 0

Dou en posant:

T
K= G314 1= 01w oy + o [ 170 )
0

®+|1—0HT

(IIL-56)  Jun () 2, , << K® exp.
1 LO

T
(I11-57) f | (1 — ) IT; (t) wpie(t) + 6 wp (¢ 4 K) B, ¢
0

@+[1—06DT

< K? exp. —, pour k <k,

K,
R 1
2¢me cas, 0 <?

Dans (I1I-54) le coefficient de | IT 5 () Vk’o\ihk(t) |2Vh(t) est alors né-

gatif. Pour majorer ce terme on prendra:
V= IT 5 (&) P wnx(t) € By (0, T+ k3 Vj (t)) dans (I11-49).

En poursuivant le raisonnement comme dans [15], avec des mo-
difications analogues au premier cas, on montre que:

2 .
pour kN (h? << 1 a (1 —9),0 << 1 arbitraire

— 20
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ol
N (h) = max N (h,?), on a, pour k < k;:
tefo, T
2 2 K2 T
(III-58) l Upre (t) IVh(t) < 2a K 1 €Xp. E
i T
(ITT-59) / 10— 0) 15 (8 e (8) + 0 wni (¢ + B) [, 00 << K2 exp. —
. 0
0
avec:

\ T
2 (o 1 2 b
Ki= 5 [(2 — 0) | g |20, -|-(2 + F) k0f|f(t) |2 dt] .
0
On prendra par exemple k,= T.

Définition de la stabilité :

Soient X (¢) une famille d’espaces de Banach dépendant du pa-
rametre ¢ (¢ = 0) et py,(f) une famille d’applications linéaires conti-
nues de Vj(¢) dans X (f) pour tout ¢ = 0.

Définition III-1:

La solution u;; du probleme Py est dite L= (0, T'; X (t)) stable
pour le prolongement p; si:

(ITI-60) t— || pa (&) wnx () |Ix

est mesurable sur [0, T] quels que soient h et k.
(II1-61) || pr @) unr @) ||z < €y M EE[0, T'[;
C indépendant de & et k.

On aurait une définition similaire pour L? (0, T; X (¢), p fini.
Soit maintenant pour ¢€[0, T :

F(t) une famille d’espaces de Hilbert tels que H (f) soit un sous-
espace vectoriel fermé de F (¢)
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II'r(¢) Yopérateur de projection de F (¢) sur H (¢)
) €L(Vi (), F(t) tels que:

(I1I-62) t = ||pa® wn () |pe soit mesurable sur [0, T']

N oup (0 € Vi (t),¢€[0, T)

(IT1-63) ||ph (%) H = gup I“l p;‘, () wn [lre = 0,
wevpe | lv,e
C,: constante positive indépendante de h et ¢ ¢€[0, T].
Posons ¢, (¢) = ITr o p;, (8) alors gqp () €.2(V,(t), H(f)) et nous

supposerons que :

4
(ITL-64) lgn| = Sup Lo ) lmg =LA
upe Vi) | Up |Vh(t)
O, : constante positive indépendante de & et ¢ €[0, T').
Des majorations a priori (III[-56), (ITIL-57), (III-58), (III-59) et
des hypotheses (I111-62), (III-64), on déduit le:
THEOREME III-8 (de stabilité pour le prolongement q).
1
1) Pour 6 > 5 la solution . du probléme Py est L (0, T;
L% () stable quels que soient h et k.
1
2) Pour 0 <-2—, une condition suffisante pour que . soit
L (0, T L2 (£2,)) stable est que:

20
R 2 " (1 —
(I1I1-65) kv (h) gl_ze (1 0),6>0

arbitrairement petit ot » (k) est la partie principale de N (h) quand
|B]|— 0.
I11-4.3 Convergence de up; vers une solution du probléme imitial.

Nous nous placons sous les hypotheses du Théoréme 11I-8 en
prenant 6 = 0 (schéma explicite).
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Nous savons alors que:
quand h et k — 0, on peut extraire une sous-suite notée encore (h, k)
telle que:

(II1-66)  [pn () IT} (1) wu(t))s — U dans L2 (0, T'; F (1) faible.

(111-67) [qn () wie(t)]o — w = ITr U dans L (0, T'; H (¢)) faible ou
[p]s désigne la restriction de ¢ (¢) a [0, T].

Soient :

) —= l’espace des fonctions de D (Qr) nulles au voisinage de I'r

(frontiere latérale de (Qr)) et de 2y.

D’aprés [11] on sait que <V est dense dans Br(Qr), o, rappe-
lons le: Brp(Qr) = adhérence des fonctions v€ F(Qr), v’ € F’(Qr)
nulles au voisinage de Q7.
vy (f) une famille d’applications linéaires continues de <D (£, dans
Vi —1(t). Pour v (x,¢)€ <)Y, nous posons :

m—1
(I11-68) P (t) = 2 vy (vk) v (@, vk)- W,y ().

=0
Par définition de 7, (¢) et de )Y on déduit:
P EB, (0, T+k; V() et Pi(T)=0
w (8)€L(V (t), F(t) o V (t)= Hy (2,).

Nous faisons les hypothéses suivantes analogues & celles de [15]
pour un domaine cylindrique.

Pour tout sous-suite (uzz) solution de (Py) vérifiant (III-66),
(I11L-67) :

(II1-69) weI2(0,T; V(t) et U=au

-T T

(I11-70) / ane (8 Iy (2) unge (2)y Wi () At — j a (tu (8), v () dt

0 0
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pour tout v€ <Y, quand |h| et & — 0.

T T
(III-71) f (s )y Vi Pre @) vy At -~ [ (w (t), v" (8)); o) di.
0 0
T T
(II1-72) f(Oh @S @)y Pri(®) vy dt — /(f(t), v (€)= dt.
0 0

quand k| et k - 0, \fve Y.

(II1-73) (0w (0) ug y Whe(— B)wyo) = (ug, v (0)z (o), quan% [h]|, k-~ 0
M VE

Démontrons le :

THEOREME IIL-9. de convergence faible: quand |h|, k — 0, sous
les hypothéses (I1I-69),..., (II1-73):

(IIL74)  [pa(®) IIg 8w (8) ) — ww dans L2 (0, T; F(t) faible
(IIL-75)  [qn (t) wm O]y — w dans L (0, T; H (%) faible.
ol u est une solution du probléme initial V,.

DEMONSTRATION : Prenons vyz= Wy (t) € By (0, T+ k3 V() dans
(ITI-49) pour v quelconque dans Y. Il vient:

T T

/(H%) ) ik (), P (1)) Vit At f“hk (t5 IT5 (t) wnk (1), P () ¢
0 b

T
=/(fhk )y Prr () vy dt.
0



118 Alain Lucien Mignot

Mais :
T
j Vk uhk q]hk (t)) Vi (® dt =

T
—;— [ f (unk (8)y P (0 — F)v), 0 At — f (T3 (1) wna(t)y Pk @)y, ¢ 4t
0

0
— (upk (0), Prr (— E))vy, (00
T
=— / (e (8), Ve P83, ) 4 — (4 (0); wix (— K))v, )
0

+ - f U (¢ () wnk (8), Pri(0)v,, () .

Quand | k| et k tendent vers 0, des hypothéses (111-71), (ILL-73),
(I11-41) et du théoreme de stabilité il suit:

T
J(I.[ol (t) Vlehk (®), !Phk(t))Vh ® at — — j(u (®), vl(t))H(t) dt + (g, (0))
0 0

T T
f it (0 P (D), 0t = f (0 (1.1 (1), P D)y 0 08
0 0

d’aprés (I11-47).

Et 4 la limite pour |h|— 0, k—> 0, il vient d’apres (III-70) et
(I11-72):

T T
(IT1-76) f [— (u (@), v () + @ (¢ u (), v (1)) dt = ] (f (&), v (t) dt
0 0

“+ (ugy v (0)z2 (a2, Moe Y
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Mais de la densité de VY dans By(Qr) on déduit de (1II1-76):
7

f['_ Cu(t), Devd + a(t;u(t), v (¢)] dt

0

T
=]<f(t>, 2 (1)) dt + (-, 0), ughiaay; ¥ ©€ Br(@n)
0

oit: weL2(0,T; Hy' (2,) = F(Qr).
u est alors solution du probléme initial V, et d’aprés unicité
de cette solution la suite toute entiere (h, k) vérifie (ITI-74) et (I11-75).

I1I-4.4. Exemple de construction du probléme approché Py.

Nous considérons le probleme V, pour un opérateur A (t) d’or-
dre deux. Nous avons alors:

H(t) = L? (2); V(t) = Hy (2); Vi(t)y=H=1(£2)
et
IIL7T)  a(t;u, v)=f( S a;DjuDiv+ 2 aiDiz¢.E+a0u5)dm.

1, j=1 =1
24

Ohoix des espaces V3 (t). cf. [4].

On se donne un maillage de pas k; dans la direction Oz;(i =
=1,..,n) et on définit pour M = (e, hy, ..., €, hy), €;€Z, apparte-
nant au réseau %5 ainsi construit:

— 0, (M, 0): le pavé de centre M et cOtés paralléles aux axes

de longueurs %, , ..., hy,.

h;
—o0,(M, 1) =i=l_{ nah<Mi 5 O)
— Q (h,t)={MeR, |0, (M,1) c £, t€[0, T).

— 9,0 =Meg(h't) o, (M, 0); alors 2, (t) € £,  €[0, T]

— Oiuy (x) = (uh(m—}—%)—uh (m——%))/h;,i: 1,.,n
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pour uy (x) définie presque partout dans un domaine de E".
— Wy = fonction caractéristique de o, (M, O).

Alors :
V;, (t) = Despace des fonctions étagées telles que:

up (@)= 3= uu (M) Wy avee up (M)€C
MeQ(h, §)

On voit facilement que pour x€ £y, (t), d;u, (x) est a support

dans £,.
Nous munissons Vj (f) de deux produits scalaires :

(un s vn)vy, @ :juh v, da.
)

(un y W) vy 0 = f[“h o+ s i uy, () 8; vy, ()| d.

i==1

Choix de Oy (t): [4], [1]: pour u€ L?(2y):

1
Oh (t) U = m Mzg(h’t)( fu (.ﬁ) dm) VVM

o, (M, 0)

alors :
\ 0, (t) |h =1,

Choix de ay, (t; up,vy): pour uy, v, € Vy (t):

ay (t; uh,vh)—- 21 aij (2, t) 8j up, (%) 8; vy, () dw +-
i, j=
t

ié‘: a; (w) t) éi Up, (x) ;h (W) dx —I—f a, (w, t) uy, (w) ;h (w) dx.
2

Comme dans [15] on montre que \ t€[0, 7]:

n no9 1/2
Ny = (2 (2 lallmioy 1 0l g) + 10 lmco,)

J=1
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de partie principale quand |h| —~ 0:

n n 1| \271/2
v(h)=2lZ (zfinaqllm(%)” .

j=1 \i=1

Les autres hypotheéses sur a(t; uy, v5) découlent de celles faites
sur a;;, Ay Qe

Expression des Vi, ,(vk): p=0, ¢<<0:

Posons :

Qf (hy t) = (M€ Ry |01 (M, 1) Q) M LE[(r 4 )k, (r + p) K[ )

et
Qut)y= U o, 0).
Meoy (h,t)
On déduit de la définition de V; ,(rk) que:
Vi g (rk) = {up | up (0) = % wy (M) War, up (M) € O}
Me o] (h, k)
Construction de Vj (w):
Soit w 2 £, ¥ t€[0, T], nous définissons :
Q (hy w) = {MeRy | o1 (M, 1) )
et
Vi(w) = {up @) |up (@) = 3 g (M) War, wp, (M) € O}
Me(h, )

que nous munissons de deux produits scalaires analogues a ceux
sur V,(t), en intégrant cette fois sur w.
Il est clair que:

Vi(t) € Vi(w), N ¢€[0, T']

Construction des IIY (rk):
Pour p=0, q<<0, on a:
vy ¢(rk) € Vi (w).
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Soit :
w,= 2 up(M) Wie€ Vi(w).
MeQ(h, )
Nous posons :
I vk )upy= 2w, (M) Wye VE (rk); t = rk.
ueolm o

Les propriétés (IIT 40), (II1-43), (I1I-44) découlent du choix pré-

cédent et des normes sur Vj (vk).
(III-41) et (III-42) sont vraies avec:

ep. o (hy k) = mes (2, (rk) — Qf 4 (vk))
Np, g (1, &) = &p 4 (D, K).
Le probléme Pj; admet alors une solution unique.

Stabilité du probléme Ppy.

Nous prenons :

F(t) = (L* ()

Pour U = (w, u; y .., u,) EF(t): IIn(t) U=ut€ L*(2)
P (0w = (Up 5 Oy Upy ooy On up) € F (B), N up € Vi (2).

Nous munissons F () de la norme:
2 - 2
10l = [ 1P+ 2 o] 2o
2

L’hypothese (I1I-62) sera vérifiée si nous supposons que :
¢t — mes £, est une fonction mesurable sur [0, I'] ce qui découle des

x
hypotheéses faites sur Q.

qn (t) vy, = uy, pour uy € Vy, (t).
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Alors dans (III-63), (III-64), nous avons :
”ph(t)“:la IQh(t)l=19 VtE[O,T]

On est en mesure d’appliquer le théoréme de stabilité III-8:
1
si 0 2—2—: la solution wu;, de P, est L= (0, 1'; L? (£,)-stable quels
que soient h et k.

1 . cysp g
si B < 5 1 une condition suffisante de stabilité est que:

2 o 1
II- k il e 2
I T

1—0)
pour | h| assez petit; 6’> 0 arbitraire.
Convergence faible de uyy vers w solution du probléme initial.

Choix de 1y (t):

Soit v € D (£2;), nous posons :

) v= 2 uu(M) Wyt V;'L), —1(t) par définition,
meo | (10
alors :

(8 € L(D(R), Vi, —1(t) -

Choiz de o (t) € 2 (Hy (2,), F (1)
M u€ Hy (82;), posons :

o (t)u = (u, Dy %, .o , Dy ) € (L2 Q)1 = F (1)

Vérifions maintenant les hypotheéses du théoréme II[-9 de con-
vergence faible.
Posons :
U= (u,u ,..,u,).
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Hypothése (I11-69): Pour L et k assez petits et t€[0, T[:

f 8o(T1 (1) e () 7 oo = f Sitne(t) 0 da
2

Q¢

= — [uhk(t) divdr, N vED(Qr).

o8

D’ou:

7 T
/ ( f 8 (IT3 (8) wne (8) @ (@, £) dw) dt = — f ( f ik () 050 (%, 1) d:c) dt.
0 & 0 2

De (II1-66) on déduit que l’intégrale du premier membre con-
verge vers :

r
f fui;dxdt quand |h| et k-- 0;

7 9

et comme &;v(x,t) — D;v =%§ dans L?(0, T; 12 (Q,)) fort quand

| k| - 0, Vintégrale du second membre tend vers :

T
_/fuﬁfvdwdt
2¢

0

soit & la limite :

[ui (=, t)- ;(w, t) de dt = — [u (2, t) Dig(:v,t) dx dit
Qr Qr

=fD,- u (x, t); (@, t) da dit
o7

d’ou :
w; = D;w dans L?(Qp)
et
w€L?(0,T; Hy (2)) avec U= w u.
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Hypothese (111-70).
D’apreés le choix de v (t) il est clair que, pour ?JE(D(QT)
m—1

Pu () Y (1) = EO Pu @) v (vE) v (2, 7) Wy (8) — v (2, 8)

dans L? (0, T; F(¢t) fort, quand | k| et k tendent vers zéro.
D’autre part:

P (@) TI¢ (8) upie (t) — U = wu dans L2 (0, T; F () faible.
L’hypothése (II1I-70) suit immédiatement de la définition de

ap (t 5 Uny vp)-
Hypothése (I1I-71).
Démonstration analogue en remarquant que:

Vi v () — % dans L?(Qr) fort.

Hypothéses (I11-72), (ITI-73): méme démonstration que dans [15].

On a alors le:

Résultat T11-9. Quand | k| et k tendent vers zéro:
1 .
si 0> - qn () upg (1) - w dans L= (0, T'; L? (£2,)) faible

si B << —;— , qn (8) upx (8) —u dans L (0, T; L? (8,)) faible si h et k véri-

fient I'inégalité (III-78)
ol » est la solution du probleme initial V,.

II1-5. Régularisation elliptique :

Lors de la résolution numérique du probléme P, par la mé-
thode variationnelle des différences finies décrite au § III-4, on con-
state un phénomeéne de propagation des erreurs au voisinage de la
frontiere latérale IV du domaine de résolution ¢ au fur et & mesure
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que le temps ¢ augmente dans un intervalle [0, 7,], et une erreur
sensiblement uniforme pour ¢ > T, ; la limite de temps T, dépen-
dant du probléeme considéré.

Afin d’obtenir une approximation uniforme de la solution au
voisinage de I pour tout ¢ > 0, on va remplacer le probleme ini-
tial V (équation III-20)) de type parabolique par un probléeme de
type elliptique résolu dans un domaine Qr= @ n {0 <<t << T'} pour
T fixé positif, dont la solution approchera la solution # du probleme
V en un certain sens.

Nous donnerons ainsi deux procédés de régularisation elliptique
avec leurs démonstrations de convergence. Nous conservons les hy-
pothéses et notations des paragraphes précédents avec en plus:

(III-79) %, () =0 dans Q.

On peut toujours 8’y ramener en construisant une fonction w de
B (Qr) telle que w (-, 0) =u, dans L*(2;) et en posant v = u — 2.

II1-5-1 Premier procédé de régularisation elliptique :

Fixons nous une limite de temps 7 et considérons pour & > 0 le:
Probléme P, ( formel): Déterminer u, « assez réguliére » telle que:

0 U,
ot

8° u,
ot?

+ +AM)u.=f dans Qr=Qn {0 <t < T}

YiUe (@, t)=0 sur I'r frontiere latérale de @Qr, j=0,.., m — 1
U, (+, T)=0 sur Qp

Ot 0)=0 sur Q.

(-, 0) — ¢ 3t

On vérifie facilement 1’équivalence formelle du probléme P, avec le
probleme variationnel suivant :

Probléme @Q.: Déterminer u,€ W telle que:

(ILI-80) b (e y ¥) =& (ufy v') — (1, ') + az(u,, v) = (f,v)
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pour tout v€ W ou:
W= {w|weH"" (Qn), w’ € L2(Qr), w(-,T)=0 sur )
W est un espace de Hilbert muni de la norme :
1w (I = [l w zmoen + | % [Zep -

Notation: ( , ) désigne ici le produit scalaire dans L?(Qp).
Le probléme ¢, est un probléme elliptique et nous avons le:

Résultat II1-10. Sous les hypotheéses H,, H,, H,, H, et Hy,
le probléeme ¢. admet une solution unique pour tout ¢ positif fixé.

DEMONSTRATION: Vérifions la coercivité de la forme b, (u,v). Pour
tout ve W, on a:

2 Re b‘E (’0, ’U) =2¢ | v’ |2L?(QT) -I— | v (0) ‘%a(go) + 2 Rear (’D, v)
soit :
2 Re bg (’U, 'v) >2¢ }’U’ lzL”(QT) —I— I v (0) l%’(Qo) + 20 ” v ||2Hm.0(QT)

2 Re b, (v, v) = 2 inf (¢, ) ||| v [|%, -
L’approximation est justifiée par le:

THEOREME III-10. Quand ¢ - 0:
(ITI-81) u, —~ u dans Hy"°(Qq) faible
(I11-82)  Veu.~ w dans L?(Qr) faible avec w € L? (Qq)
(I11-83) u, (0) — 0 dans L? (L) faible

ot u est la solution du probleme initial V.
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DEMONSTRATION : De la coercivité de b.(v,v) il vient pour
v=u€W:

2| Veu! /1%9(@1,) + | . (0) |iz(90) +2a || u, Hi,m,o(QT) < Re b, (u,, u,)
et d’apreés (III-80) :
2 Re b, (u., u.) =2 Re(f,u.)<<2|f rgp! |z2@p) -

Il s’ensuit que:

1) u, reste dans un borné de Hy"° (Qr)
(2) Veu. reste dans un borné de L?(Q7)
(3) u. (+, 0) reste dans un borné de L?(£,).

De (1), (2), (3) on déduit que de toute suite ¢ tendant vers 0
on peut extraire une sous-suite 5 -~ 0 telle que:

(4) u, — u dans H"'(Qr) faible avec u € Hy"" (Qn)
(5) Vyu, - w dans L?(Qg) faible avec w € L?(Qr)
(6) uy (+,0) -~ 6 dans L?(Q,) faible avec 0 € L? (2,).

Prenons maintenant ¢ = # dans (I1I-80); nous avons :

Vo (m wiy, 0') — (0, 0) 4 az (uy, o) = (£ 0), M vE W
et quand 5 — 0 il vient d’apres (4), (5) et (6):
(7) _(“,’vl)+a1’(u,v):(fvv)7 MoeW

mais: W= {w|weH""(Q1), w’€L(Qr), w(-,T)= 0] est dense
dans Br(Qr) ou, rappelons le:

Br(Qp) = {w|we H" (Qr), w € F’ (Qr), w (-, T)=0}.
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On en déduit que (7) est vraie pour tout v€ Br(Qr), c’est a dire
que u est solution du probléme initial V avec u (., 0) = 0.

La limite dans (4) étant indépendante de la sous-suite 7 -~ 0
la suite entiere u, vérifie (4), (5) et (6) quand ¢ — 0. D’ol le théoréme.

II1-5-2 Deuxiéme procédé de régularisation elliptique :

Le probléeme approché formel s’éerit pour 7' fixé:

s 1 s e .
Probléme P, : Déterminer u, « assez réguliére » telle que:

fu, | Ju.
—E—a?z——i- ot —}—A(t)us:fdans QT
y; U, (#,t) =0 sur I'p frontiere latérale de ¢r, j=0,..., m —1
u, (¢, 0) = 0 sur Q,

o U,

ot

(¢, T) = 0 sur Qr.

Le probléme P! est équivalent formellement au probléme variation-
nel suivant:

Probléme Qi: Déterminer u,€ W telle que:
(I11-84) b, (u., v) = & (uly v') + (ui, v) + ar(u., v) = (f,v)
pour tout v€ W ou:
W={v|veH""(Qr), v € L*>(Qr), v(.,0)=0 dans Q)
W est un espace de Hilbert muni de la méme norme qu’au § II1-5-1,
Résultat 11T-11. Le probleme approché (), admet une solution

unique pour tout &> 0 fixé, sous les hLypotheéses H,, Hy, Hy, H,
et H.
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DEMONSTRATION :

Q! est un probléme elliptique. Vérifions la coercivité de la for-
me b, (1, v); pour tout ve€ W on a:

2Reb, (v,v)=2¢|v ﬁﬁ(QT) + |v(T) |2Ls(gT3 + 2 Re ar(v, v)
d’ou

2 Re b, (v,0) = 2 ¢ | v [Ingp + | v (T) [z0p + 2 || v [[zmogy
2 Re b, (v, v) = inf (2¢, 2a) (|| v [[]3, .
Montrons maintenant le:
THEOREME I1II-11: quand ¢ —~ 0
(I11-85) u, ~ uw dans Hy"’(Qr) faible.
(I11-86) Ve_u; — w dans L?(Qg) faible avec w € L? (Qy)

ol u est la solution du probléme initial V.

DEMONSTRATION :

Point 1. De la coercivité de la forme b, (v, v) il vient pour v =
=u, € W:

2 , l/e— u; | 2[‘2(91,] —I— |u£(T) ‘21,2(91,) + 2a ” U ||2Hm’0(QT) << 2Re b, (us, us)'
Mais d’aprés (111-84): .

2 Re bs(us, ’ME) = 2 Re (f, us) <2 |f|L2\QT\, | ’llgle(QT) .

On en déduit que us,l/e—u;, u, (-, T) restent dans un borné de H,"*(Qr),
L? (Qr) et L?(Qr) respectivement, quand & — 0. Par conséquent de
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toute suite & — 0, on peut extraire une sous-suite  — 0 telle que:

(1) u, — u dans H;"’(Qr) faible avec u € Hy"* (Qr)
(2) V; u, — w dans L?(Qr) faible avec w € L?(Q1)
(3) uy (T)—~ 0 dans L?(2q) faible avec 0 € L*(Q7).

Point 2. u est solution du probléme initial V
u, vérifie (II1-84):
Vo (s, o)+ (5, 0) 4 az g, 0) = (f; ), ¥ 0EW.
Mais pour u,, ve W:
(2 5 0) + (g5 ©) = (uy (T)y © ()22 — (15 (0); v (0))z2i029-

D’ot,, puisque v (0)=0:

Vo (s, 07) =ty (T), oD sy -~ (5 ) + oty 0) = (5 0)
pour tout veE W.

Quand 5 — 0 il vient d’aprés (1), (2), (3):
(4) (0, v (T)zxep) — (u, v') 4 az(u,v) = (f, v), MV vEW.

Prenons v € QD (Qr) = espace des fonctions indéfiniment différen-

A

tiables & support compact dans louvert Qr. De (4) il suit:

W + Au=f dans D' (Qr)
ap(u,v) = Au,v), M ve€D (Qr), Aue D (Qr).

Mais Q@ (Qr) étant dense dans F(Qr) = Hy"’(Qr), on a:

CAu,v) = ag(u,v), N vEF(Qr) avec Au€F’(Qn.
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Par suite w'= f — Au appartient & F’'(Qr) et:

(5) W Au=f dans F'(Qq)

11 ne reste plus qu’d montrer (-, 0) = 0 dans L? (£2,) pour que
% soit solution du probléme initial V.

Nous savons que u € F(Qr) et w'e€ F/(Qr) c’est & dire u € W (Qq).
Or d’aprés [11] une condition nécessaire et suffisante pour que
u(-,0)=0 dans L?(£,) est que:

(6) Cuy o) +Cu, v)=0 N v € Br(Qr)

(,) désignant la dualité entre F(Qr) et son dual.

Mais M v€Br(Qr):

Cupyv )+ Sy y v/ ) = — (1, (0), v(0))z20)==0 car u, € W.
soit : /

(7 Cupyv) 4 Cuyy ) =0  v€ Br(Qn).

Nous démontrons plus loin le:

LeMME III-2: quand 5 — 0, u, — u’ dans F’(Qr) faible.
Alors quand # — 0, (7) devient d’aprés (1) et le lemme III-2:

Cwyv) +<Cu, v’y =0 ¥ v€ By (Qr)

ce qui est (6).
Dot le théoréme, la limite dans (1) étant indépendante de la
sous-suite  — 0 extraite de ¢ —~ 0.

DEMONSTRATION DU LEMME III-2:

~n

. Ve P
1er point: Ut est borné dans F’(Qr) pour tout & > 0.
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1. Soient :

O un ouvert de R, et ty,t €]0, T[ tels que:
O [ty, t,] € Qr

POED(Ity, 1)

)=" 2
@ (x, t) Qv (x) avee o (@) € T (O)

Posons :

at;x3u,0) = 3 @y, Dyu Dy, M1, ve F(Qr)
[pl,lgl=m
alors :

a(t;u,v):fu(t;x;u,v)dw p:pen te[0,T]
2
T
ar(u,v) = fa,(t; u, v) dt.
0
Soit <; le prolongement par zéro de ¢ (, t) en dehors de O < AN
alors ’&E W et en prenant v =’(7o dans (ITI-84) il vient:

15}

f {/aué?dm-?’(t)—l— [u;;dx-q’(t)—{— [a,(t;x;ue,v)d:coT(t) dt
) 0 0

to

4
=” [f(t)?dx.ip(t)}dt.
s O

D’ou :

(8) —ew'4u 4+ A@)u,=f dans D' (]¢y,t[) & valeurs dans
H-™(0), avec:
a(t;u,,v) = (A4 u, v V ve Hy' (O)

ou :

A (t) € L(H" (0), H ™O)).
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Posons :
GO =F(0)— A@yu,=—eu'e+u, dans D (], 4 [~ H™(O)
u, € L2 (¢, t, 5 H™(O)) entraine :
A, € I2(ty, ty; H—(O))
et comme f(t) € L2 (¢, ¢, 5 H—™(0)) on en déduit que:
g(t) = —eu) +uL € L¥(t,, t,5 H=™(O)).

2. Montrons que g (t) est bornde dans L? (ty, ¢ ; H—™(0)) quand
e~ 0:
gt)=J@) — A{)u..

11 suffit de voir que A (f)u, est borné dans L2 (t,,t ; H—™(O))
quand & - 0. Mais w,, bornée dans HO"”’O (@1), Dlest aussi dans
I2(ty, ¢, Hy" (O) et comme A (t)€.L(H (O) H™ ™ (O), A (t)u, est
borné dans L2 (¢,, t, 5 H=™(O)).

3. Montrons maintenant que quel que soit le domaine eylindri-

que O < |7y, 17, [, avec O ouvert régulier de R; et O x5, ulc Qr
et 1,=0,7, < T, aal; = u. reste dans un borné de L? (v,, v, ; H—™ (0))
quand ¢ — 0.

Pour cela nous prenons :

ty =1, tels que: O < [¢y, ] < Qr
lg, <t, < T

et nous construisons une fonction r (¢)€ C! ([¢,, t,]) telle que:
r) =1 8 ¢, <t<<7,rE)=0
au voisinage ¢t =1, .

Posons :
v, = 7 (f) U, .
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I1 vient:

—ev,+v. =g (@) rE — l/e_u;-r’ (t) l/s—= g, (8

quand & 0:

%g(t) r (¢) reste dans un borné de L2 (t,,t, ; H—™(0))
Veu. reste borné dans L?(Qr) d’apres (2)

done g, () = — e v, + v, reste borné dans L?(¢,,¢, ; H—™ (O)) quand
e—~ 0.
Définissons :
1
Es(t)siTe‘/f pour ¢ < 0, 0 pour ¢ >0},
Alors :

ve = H, % g, (¢) dans L*(¢,, ¢ 5 H—™(O))

ot # désigne le produit de convolution en ¢.
-l'-oo

De /[Eb(t)]dt=1 il suit:

||”£ ”Lz(to,ti; H™™(0)) = [l 9, HL2(to,ti; H™™ (0))

et par conséquent v, reste dans un borné de L?(t,,?,; H—™(O);
en prenant la restriction de v, & [7,, 7,], . est alors bornée dans
L?(zy,7, 3 H—™(0O)) quand ¢ — 0.

4. On en déduit que quel que soit le compact

KcQr, u,€ L2(0, T; H-™(Kt), ou Kt,= Kn{t=ty),

et est bornée dans cet espace. En prenant une suite de compacts
K telle que U K,, tende vers ¢, on en conclut que

u, € L2(0, T; H—™ () = F' (@1

et est bornée dans cet espace, ce qui démontre le point 1.
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Point 2: quand ¢ -~ 0 on peut extraire une sous suite  — 0
vérifiant (1), (2), (3) et:

u, - w dans F'(Qp) faible.

n

D’aprés le point 1 on peut extraire une sous-suite 5 — 0 véri-
fiant au sens de la convergence faible :

(1) u, — v dans H;"’(Qn
(2) V; u, - w dans L?(Qq)
(9) Uy - U dans F'(Qp) ou u€ F (Qr).

En prenant & = dans (II1-84) il vient quand » - 0:
(o) + ax(, 0) = (f;0), ¥ veW
d’ott ’on déduit :
p+ Au=f dans F'(Qn)

et en comparant a (5) on a: u=wu’. Dol le lemme.
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