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SOMMA DI GENERATORI INFINITESIMALI
DI SEMIGRUPPI ANALITICI

G1USEPPE DA PrATO %)

Siano X uno spazio dl Banach: A e B generatori infinitesimali
di semigruppi analitici in X [6].

Sotto opportune condizioni proviamo (Teorema I) che A 4 B &
prechiuso e che la sua minima estensione chiusa A -+ B & ancora
generatore infinitesimale di un semigruppo analitico.

Se uno soltanto dei due operatori A ,B & generatore di un
semigruppo analitico (e l'altro di un semigruppo di classe ¢, [6]) al-
lora proviamo (Teorema 2) che A 4 B & prechiuso e che il risolvente
R (1, A 4+ B) verifica una maggiorazione del tipo:

) | R, A+ B)|| < M/(Rei—w)  se Re 1> o,

con M e w opportuni numeri reali?).
Se sono soddisfatte le ipotesi dei Teoremi 1 e 2 allora ’equazione:

(2) Ay — Ax — Bx =y, y € X, A opportuno

ammette una e una sola soluzione debole x, cioé esiste una succes-
sione @, in D4 n Dp tale che x, converge a x e y, = Ax,, — Ax,, — Bwy,
converge a .

*) Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico, Universita di Pisa.
Lavoro svolto nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R. Alecuni dei
risultati qui pubblicati sono stati annunciati in [3].

1) Cido non @ sufficiente a garantire che 4 + B & generatore di un semigruppo
analitico.
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Inoltre i Teoremi 3 e 4 danno informazioni sul dominio di 4 4+ B
e quindi forniscono risultati di regolarizzazione per le soluzioni di (2).
Questi risultati possono essere applicati allo studio di molti problemi
sulle equazioni differenziali astratte come mostreremo in un succes-
sivo lavoro.

Osserviamo infine che il caso in cui A e B sono generatori in-
finitesimali di semigruppi dl classe ¢, & stato studiato in [2] e che
nel caso presente P. GRISVARD ha ottenuto risultati vicini ai no-
stri indipendentemente e con metodo diverso, che appariranno in [5].

Usiamo le notazioni seguenti :

X @& uno spazio di Banach complesso (con norma || |[|); se L & un
operatore lineare in XDy ¢ il dominio di L, ¢ (L) e o (L) sono rispet-
tivamente l’insieme risolvente e lo spettro di L e se A€o (L) R (4, L)
¢ il risolvente di L.

Se L & generatore infinitesimale di un semigruppo di classe ¢,
diremo che L appartiene a (C,) e indicheremo con ef,t =0 il se-
migruppo generato da L; se L & generatore infinitesimale di un se-
migruppo analitico diremo che L appartiene a (H,) e indicheremo con
L 2 €8y, = {A=F0; |arg 1| < 0} 0 << 6z < 7/2, il semigruppo gene-
rato da L.

TEOREMA L. Siano A e B operatori lineari chiusi in X tali che
A€My e Be(H). Supponiamo inoltre che:

(I) Juco(B) e due numeri positivi K e a,ax <1, tali che se
x€Dp,e*tx€ Dp Nt 2€ 84 e risulta :

(3) |(u—B)eA R (n, B) — ¢4 || << K| 2| N 2 €04

Allora A 4 B, con dominio Dy nDg, é prechiuso e la sua mi-
nima estensione chiusa A + B appartiene a (H o)

Premettiamo alcuni lemmi alla dimostrazione del Teorema I;
facciamo inoltre alcune ipotesi semplificative (che non sono restrit-
tive), poniamo cioe¢ u = 0, 84, = Sy, = Sp e supponiamo che valga-
no le maggiorazioni :

4) |4 || << My,| e®|| << Mg, | Be*® || << Mg/ Rez N 2€S5,

essendo M,, Mg, Mg numeri positivi opportuni.
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LEmMA 1. L’applicazione 2 — Be*4 B—1 & un semigruppo analitico
¢4 in X e st ha:

(5) e || < MyeXizl®
DIMOSTRAZIONE. E’ intanto evidente che e*4 & un semigruppo,

inoltre da (3) segue || ¢4 || << || €24 — ¢4 || 4 || e*4 || << K |2 |* 4 My
e quindi la (5)

Sia ora x € X, proviamo che z — ¢*4 x & continua in Sy ; infatti
se 2, ,2,€85 e Re (¢, — 2,) =0 posto Az =2, — 2, si ha

I ead g pud g < ez,,ZH || 6424 & — 2 || << My K121 (| edzd 4
— et 4 otz — )

e da (3) e dalla continuita di z —»e*4x segue la continuita di
2 — e,

Infine sia I" una curva chiusa di Jordan in Spe x€ X, si ha
[ e xdz = [ Be*4 B~1xdz, gli integrali avendo senso per la conti-
r r
nuith in z di ¢4 x; ne segue [625 xdz = B [BZA Bl xdz = 0 dato
che B & chiuso e che ¢*4 B—1g & analitica in z; quindi z — ¢4 »
¢ analitica e il lemma & dimostrato.

Poniamo ora % n€{P ?)
(6) B, = nBE (n, B)
e se Re 1 >0

(7 Ay=A — LA, = A — 1
(8) -Tl(n) =“—/6tA" etBn dt

0

2) I ® linsieme dei numeri naturali.
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(9) Qan) :J(B” etA;b B;l—l _ GtAA) Bn etb'n dat
0
(10) S;.n) — [etB" etAA at
0
(11) P = f ¢ (B, ¢"** B! — ¥ at,
0
Usando Didentita di immediata verifica3) B, ¢’ By’ — ¢ =
= nR (n, B) (et — ¢t4) si provano facilmente le maggiorazioni :
(12) | @ || << KMp Mp I (0)/(Re 2)° v neP
(13) | PV || << EMy Mz T'(1+ o) || B, |[/(Re )™ s e

essendo /' la funzione di Eulero e avendo supposto la costante M3
scelta (il che & sempre possibile) in modo tale che || B, ¢'Bn || << My/t.

LEMMA 2. Per ogni x€ XT" € D, e risulta:

(14) LT e=—u _.fe‘Az B, By dt
0
(15) A— A —B) TN =1— ™.

Inoltre se x€ Dy st ho:

(16) 84— A —Byer=@1+ P a.
DIMOSTRAZIONE. Sia # € X, poniamo ¢ (f) = A7 ¢'* e osservia-

mo che dit((p (t) x) = e“":v; integrando per parti nella (8) si ottiene

3) Basta osservare che B;l =B"1_ 1/n.
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Mg = A7 ——jA}'l ¢t B, ¢'Pr dtr da cui T"we Dy e la (14);

la (15) segue ora facilmente e la (16) si prova in modo analogo.
LEMMA 3. Posto 1, = (KMg Mg I () € per ogni A con Re A > 1, :

(17) P =171 — Qi W nein

allora o (A -+ B,) contiene il semipiano Re A > 1, ¢ si ha

(18) F" =R(l, A + By N n € IR

DIMOSTRAZIONE. La (17) ha senso in virth di (12); inoltre da
(15) segue lidentitda (1 — 4 — B,) Fi" =1
Poniamo ora

Jo=(EMp M5 I'(1 + o) || B, )"+ & Z=F" 1—A—B.), Re 1 >L;

moltiplicando a sinistra ambo i membri dell’ultima egmglianza per

14+ P siottiene (1 4+ P L = (1 + P T/ (1 — Q¥ (2 — A — B,y;
se x € Dy dalla (16) segue
14+ P Le=8"G—A4—B) 11— Q") A—A—B)a=

=1+ P a;

poiché 1+ Pi" & invertibile in virti di (13) si ottiene Lo == co-
sicche (18) @ provata per Rel > 1, e quindi per Re 1 > 1, data ’a-
naliticita del risolvente.

LeEMMmA 4. Posto:

(19) T, = f ey
0
(20) Q= f (64 — 41y Be'® at
0

si ha per m—» oo, T{¥ — T}, & — Qi ).

4) La freccia indica la convergenza forte in X.
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Inoltre se x€ DynDp, Thx€DynDp e si ha:
(21) A—A—BThao=x— Q.
Infine se 1 >0 si ha A T; — 1 per A — co.

DIMOSTRAZIONE. Ricordando [7] che per n — co ™ — ¢ e se
t>0 B, etB“——+Be’B, e passando al limite in (7) e (8) per n —> oo
si prova la prima parte del lemma.

Sia ora x€ Dy nDg, in virth dell’ipotesi (I) e4etBxe Dy e
Bet4 !B & = ¢!4 ¢'B Br; ne segue T; x € Dp, inoltre passando al li-
mite per n — oo nella (14) si trova T, € Dy e la (21).

Infine dalla (21) si deduce che AT, o —x o€ DynDg e, poi-
che || 1T, | & limitata si ha la tesi.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. Sia Re/1>7,,, poniamo
F,=1,(1 — @)1, cid ha senso in virta di (12); si ha evidente-
mente F," —» F, cosicché F, & un pseudo-risolvente, inoltre se
z,€ X e 1, > Re 1, sono tali che F;z,=0 si ha anche Fz(f) Xy =
= (— l)k k! F,{Z x, =0 cosicch® per un noto principio di identita
delle funzioni analitiche si ha F,x,=0 1> Re 1, ; ne segue
lim A F, #,= 0 e quindi #,=0 in virta dell’ultima affermazione

A—oo

del lemma 4. Quindi F; & iniettivo e esiste un operatore lineare
chiuso 4 + B tale che F,= R (14, A + B), [6]. A + B & un’esten-
sione di 4 + B, infatti se x€ D4 nDp si ha, tenuto conto di (18)
v=1mF QA —A—B)x=F,(A—A—RB)x, da cui A+ Br=

n— co

= Ax + Bx-A + B & prechiuso, infatti se {x,} & una successione in
D4 n D convergente a 0 e tale che (A + B)x, — vy si ha x, = F;
(A+ B)yxw,— F,y =10 e quindi y = 0. Proviamo ora che 4 -+ B &
la minima estensione chiusa di 4 4+ B; per questo cominciamo con
l'osservare che se Rel > 1,(1 — A — B) (D4 nDg) & denso in X, in-
fatti Dy n Dp & denso in X5 e se x€Dyn Dp dalla (21) segue
A—A—B)(DgnDp)> (1 — Q)(Dy nDg) che, in virti dell’inver-
tibilita di (1 — @;) implica la tesi.
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Sia ora y € Dz e {ya} una successione in (1 — A — B) (D4 n Dp)
convergente a y; posto v, = F; ¥, 8i ha ®, €Dy nDp,w,— Fry e
(A + B)x, — — y + « cosicche x appartiene al dominio della mi-

T— A T——
nima estensione chiusa 4 + B di A+ B e risulta (4 + B)z =
= A + Bu.

Resta da provare che A——T———BE(HO), per questo sia 0 <@ << 0
e I, la semiretta I, = {2;2=1¢?,7=>0} si ha allora eviedente-
mente T, = [em‘ ¢ dr = ei"’f e—he'P A g9 p 1 da cui | Ta|| <

.qu
< M4 Mg/Re (Le?) se Re (1e*?) > 0; ne segue che esiste un numero
positivo M tale che || T, || << M/|A| e allora, in virta di (12) e
della relazione F; = 713 (1 — @;)~! si ha la tesi.

OSsSERVAZIONE I. Se A e B verificano le ipotesi del Teorema I
¢ o(4) e o(B) sono contenuti in Sy si ha, come segue facilmente
dalla (19), o (A + B) € 1, + Sp essendo 4, = (K Mz I ().

OSSERVAZIONE 2. Se A e B verificano le ipotesi del Teorewma I
e se in piu sono generatori infinitesimali di semigruppi di contra-
zione tali che || R (1, 4)| < 1/4,|| R(4, B)||<<1/4 per 1> 0 allora
o (A + B) contiene la semiretta 4 > 0 esiha || R (1, 4 + B)|| < 1/4;
infatti in virth della Proposizione [1.I] in [2] si ha || R (4, 4 +
+ Ba) || < 1/a.

OSSERVAZIONE 3. Siano A e B generatori infinitesimali di se-
migruppi analitici di crescenza 1 [1] e supponiamo che esistano nu-

¢
°) Infatti se x€ Dpe t > 0, (1/t)/em xds€ D, N Dgin virth dell’ipotesi (I)
0

¢
e si ha lim (l/t)fem xds = x cosicchd D, N Dy & denso in X.
t—0
0
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meri positivi My, Mg, Mg, a e b con a, b <1 tali che || e | <
< My/|z|*,| eF||<< Mp/|z|",| Be?? || << Mg/| 2 |['T? e che valga lipo-
tesi (I).

Allora si prova in modo analogo al Teorema I che A 4| B &
prechiuso e A 4 B & generatore infinitesimale di un semigruppo
analitico di crescenza 1.

Il Teorema seguente riguarda il caso in cui uno soltanto dei
due operatori 4 e B appartiene a (H;) mentre 1’altro appartiene a
(Cy) e si prova in modo del tutto analogo al Teorema I.

TEOREMA 2. Siano A e B operatori lineari chiusi in X tali che
A€(C,) e Be(Hy). Supponiamo inoltre che valga una delle due ipotesi
seguenti :

(IT) Ju€o(B) e due numeri positivi K ¢ a, o << 1, tali che se
x€Dg, e €Dp M t=0 e risulta :

(22) || (# — B) ¢4 R (u, B) — ¢4 || << Kt Mt = 0.

(III) 3’ €0 (A) e due numeri positivi K’ e o', o’ <1 tali
che se x€Dy, eBr €Dy Nt =0 e risulta :

(23) | (W — A)e!® R (u', A) — B || << K’ t« Mt = 0.

Allora A + B, con dominio D4 nDg, é prechiuso e, detta A+ B la
sua minima estensione chiusa, esiste un numero reale 1, e un numero
positivo M tali che o (A -+ B) contiene la semiretta 1> 1, e risulta :

(24) R4, A+ B)||<<M/Red—1,) se Red>1,.

Dal fatto che 4 4+ B & la minima estensione chiusa di A 4+ B segue
facilmente il

COROLLARIO. Siano A e B operatori lineari chiusi in X wverifi-

canti le ipotesi del Teorema 1 o del Teorema 2. Allora esiste un
numero reale 1, tale che Vequazione:
'

(25) dx — Ax — Bx =y y€X, Rel> i,
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ammette una soluzione debole wunica, cioé esiste una successione {x,)
in D4 n Dp convergente a x e tale che A x, — Awx, — Bz, converge a y.
Proviamo infine due Teoremi di regolarizzazione :

TEOREMA 3. Siano A e B operatori lineari chiusi verificanti
oltre alle ipotest del Teorema 1 o del Teorema 2 (con Uipotesi (II))
la seguente :

(IV) 3u, €o(B) e due numeri positivi K, ¢ oy, ay<<1 tali
che s¢ £€ Dpsy €40 €Dp Nft =0 e risulta:

(26) [ (4, — B) e4 R (u, , B) — €4 || << K, t Mt=0.
Allora esiste un numero veale A, tale che Vequazione :

(27) A — Az — Bex=y, y€ D, Rel >,

ammette una soluzione unica x appartenente a« D4n Dgp.

DIMOSTRAZIONE. t—> B?e¢!4 B—2 & un semigruppo di classe ¢,
che indichiamo con et4. In virti dell’ipotesi (IV) si pud porre

7! =BT, B~ = f e~ etd etB dt, Q) = BQ, B =
0

= f ¢ (¢td — ¢td) Bet® dt, F; = BF, B~ ;

0

sia ora y€ Dp e o = Fy la soluzione debole della (27), si ha v =
=F,y=F,B ' By e quindi 2€ Dy ¢ Bx = Fl By, inoltre x€ Dy
essendo Ax = iz — Bx — y.

TEOREMA 4. Siano A e”B operatori lineari chiusi in X verifi-
canti oltre alle ipotesi del Teorema 1 o del Teorema 2 (con lVipotesi
2) la segnente :
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(V) Juy,€0(B) e tre numeri positivi Ky, w, » con 0 <<y <1
tali che s¢ x€ Dy, , e4w€Dy, N t=0 ¢ si ha 9 :

(28) | BY e¢4 B— || << K, e“* : Mt =0.
Allora la soluzione debole deil’equazione (25) appartiene a Dy, .

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, in virtl dell’ipotesi (V)
si ha per ogni x€ X Fya€ Dy con B F, = f(B” e B-1) B ¢l at
quindi la soluzione della (25) appartiene a DB(:.

Munoscritto pervenuto in redazione il 23 gennaio 1968,

6) Per la definizione della potenza frazionaria B” vedi [7].



[1] G.

(2] G.

[3] G.
[4] P.
[5] P.
[6] H.

[7] K.
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