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PRECESSIONI GENERALIZZATE
REGOLARI ELLITTICHE
PER UN SOLIDO PESANTE ASIMMETRICO

CARMELO TOTARO ¥)

Si possono definire, seguendo G. Grioli!), certi movimenti di
un corpo rigido ©, intorno ad un suo punto 0, generalizzando il
classico concetto di moto di precessione.

Sia ¢ =||&s|| (r, $=1,2,3) una matrice di ordine tre ad ele-
menti indipendenti dal tempo, @ la velocita angolare di C nel suo
moto intorno ad 0 e rispetto ad un riferimento 5, k un versore
solidale con ©C, e un versore solidale con &, u e » due quantitd
scalari dipendenti, al piu, dal tempo.

Si dicono motil) di precessione generalizzata tutti e solo quelli
per i quali

1) ew = ve + uk.

In particolare, se v e u sono indipendenti dal tempo, si dira che

il movimento & una precessione generalizzata regolare.
Senza diminuire la generalitd le precessioni generalizzate rego-

lari non degeneri si possono caratterizzare con la condizione ?):

(2) ¢ = ¢+ K,

*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca m. 7.

Indirizzo dell’Autore: Via Pietro Castelli, 8 98100 Messina.

1) G. GrrIoLI, Qualche teorema di cinematica dei moti rigidi, « Rend. Acc. Naz.
dei Lincei», ser. VIII, vol. XXXIV, fasc. 6 (1963),

?) Basta in (1) mutare (1/»)e e uk/v rispettivamente in ¢ e K.
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ove K & un vettore, in generale non unitario, solidale con C. Esi-
stono esempi di moti dinamicamente possibili descrivibili come pre-
cessioni generalizzate 1).

In questa nota, senza entrare, per brevita, nei dettagli dimo-
strativi, descrivero alcuni moti dinamicamente possibili per un solido
pesante asimmetrico soddisfacenti alla condizione di essere preces-
sioni generalizzate regolari.

Tali movimenti godono anche della proprieta che l’estremo del
vettore velocitd angolare, applicato nel punto fisso 0, descrive una
ellisse appartenente ad uno dei due piani in cui si spezza, nel caso
in esame, il cono di Staude. In qualche caso, detti movimenti
tendono rapidamente a differire di poco da moti rotatori uniformi.

In una ricerca di carattere generale tendente a determinare
precessioni generalizzate regolari per un solido pesante, sono stato
condotto a fissare ’attenzione su un sottoinsieme di moti che si
ottengono da (2) imponendo per w Dulteriore condizione

(3) o=0*+acosy+ bsiny, (a <Xb=0)

ove i vettori del secondo membro sono solidali con C e y & un
parametro dipendente dal tempo. E facile riconoscere che l’estremo
P di 0, @ al variare di y descrive nello spazio solidale con C una
ellisse ; w* & il vettore che conduce da 0 al centro di questa ellisse,
a ¢ b una possibile coppia di semiassi concepiti vettorialmente.

Con una trasformazione ben nota %), si pud pure scrivere

o — A2+ A4 A

(3) e Rl

ove
(4) Ap=0"—a, A/ =2b, Aj=0"+2

e con r parametro dipendente dal tempo.

I movimenti di un C che avvengono in conformitd alla (2) e
alla (3) possono dirsi precessioni gemeralizzate regolari ellittiche o
brevemente motr P,.

3) cosy=(1—)/(1 + %), siny=27¢/(1 + 2.

10
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Sia T = 0&9¢ 1a terna degli assi principali d'inerzia di @ relativi
ad 0; A, B, C (A < B < 0)irispettivi momenti principali d’inerzia,
P, ¢, v le componenti rispetto alla 'C di w e a;, b;, K; (i=1,2, 3)
le componenti dei vettori a, b, K. Inoltre, a partire da qui, ¢ =
==(c¢,, ¢y, ¢3) avra il significato di versore della verticale discen-
dente ; OG* & il prodotto del modulo del peso per la coordinata
vettoriale OG del baricentro G di C.

Sia
(C—4)(C—B)

AB %

n? = a? cos? al{ = M=2m-+n

()

R:j:]/m, ﬁ:A—B—[—O,

con m parametro arbitrario e si supponga che i vettori a,b e K
e la matrice ¢ verifichino le condizioni

a, = — Ra,, ay =0
b, =0, bg——o”f_lz, by =0
Kizz%zg, K, =0, 0G*=—%K
(6) cos ak — V(B — A];I;O— B _ x l/l_—Al-;——g
£y 0 R(e“ + OiB ”MIZZ>
e= &y — OM_nAA agly R oey
’ (o = 0= e

Con un procedimento, che per brevita ometto, ho trovato che per
il solido considerato sono dinamicamente possibili i movimenti definiti
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dalle uguaglianze :

1 — 2 nAR 2t : 1 — 2
p=—Rauyi s U= g_pige  TTNrie
= — KR M(B— A)+nd]® 4+ [M(B— A AJj
“=ro—B 0 ME- ) —ndlj

(M)

— K,R
= ' — 4)a,

Rl T vy Sy A

—K
‘03 3

= NG HAEH (M (C— B) — nC]e®+ [M(C— B)+n(]),

ove 7 & una qualsiasi soluzione dell’equazione
(8) 4+ m1® 4 (m4n)=0.

I moti (7) sono moti P, e si pud agevolmente provare che sono
pure moti di Hess, cioé 0G X< oo = 0.

La eliminazione di = da (7;,,3) porta alle equazioni non para-
metriche della traiettoria, rispetto a C, dell’estremo P di 0, »:

P 2
- —=1.
G(C—A)a +a§
B(B—A)

9) p = — Er,

w0

Al variare delle condizioni iniziali varia in generale a; e si ha una
famiglia oo! di ellissi omotetiche col centro in 0, con Passe maggiore
nel piano 0£f e con D’asse minore posto sull’asse medio 0. Piu
compiutamente si puo affermare che a; ed m sono i soli parametri
che restano liberi e che possono determinarsi attraverso le condi-
zioni iniziali. B possibile scrivere le formule che legano detti para-
metri all’energia meccanica totale £ ed a K,, momento delle quan-
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titd di moto rispetto alla verticale discendente :

C(C—A)

BC(C — A) Kjna,
2 (B— A) ’

T (C—BB—A) M

(10) E= ai — BM?, K,—

K, non & arbitrario perché, dalla condizione ¢* = 1, segue:

M?(C— BR A(B— A)
B(C— A)[M? (B — A)(C — B)+2*AC] ~

(11) K’ =

Dal punto di vista della teoria delle precessioni generalizzate oc-
corre osservare che restano pure arbitrari e, &,;, & .

B interessante osservare che il piano n, che contiene Dellisse
(9), & uno dei due piani in cui si spezza il cono di Staude?), nel
caso in esame.

Lo studio di (8) porta a distinguere tre casi:

n >
(12) 142 20.

a) Nel primo caso, posto 7> =1 -+ n/m si trova
(13) T = —1, tagmr, (t — ty),
ove ¢, & una costante d’integrazione. Si ottengono movimenti in cui
P descrive UVintera ellisse (9) ed ® ha andamento periodico. Tali
movimenti 8i hanno con queste condizioni iniziali

Po=— Ra, G =20, ry=ay

. M(B— A)—nA
w=—Kl e B

(14) M(O—B)+n0

y €9=0, 030=—K3—~m,
ove l’indice , serve appunto ad indicare che le grandezze sono
calcolate ad un prefissato istante ¢,.

1) Cfr. ad es. E. LEIMANIS, The General Problem of The Motion of Coupled
Rigid Bodies about a Fixed Point, Chap. I, § 8.3. Ed. Springer (1965).
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b) Nel secondo caso, 1 4 n/m = 0, da (8) si ottiene

1
(15) ==

Si trovano movimenti a meta asintotica. 1.e corrispondenti condizioni
iniziali sono :

Py = Ray, 9 = 0. To = a3
2A B O—B) —0
(16) G0 = B(C y Oy =Yy
( L _ 20— B /A(B—4)
=+ B(C—4)’

mentre per ¢ —> - oo si ottiene

Poo = — Rag, Qoo = 0, Yoo = Qg

anmn -
J— C(C— B) 0, ¢ 4+ A(B——A
oo = — ﬂ(O—A)’ Coco =— 300 — ﬁ 0 A)

Ovviamente, come si & gia avvertito, ® ad ogni istante appartiene
al piano s di Staude. Precisamente, coincide inizialmente con un
estremo dell’asse maggiore dell’ellisse (9) e tende a raggiungere
P’estremo opposto. Invece ¢ non appartiene a =, ma vi tende asin-
toticamente. Tale tendenza asintotica, per un dato C, & tanto piu ra-
pida quanto maggiore & m, ossia, in definitiva, quanto maggiore & a;.
¢) Nel terzo caso, si ponga 7} = — (1 + n/m).

Evidentemente 7= 47, & soluzione di (8) e da luogo a ben

note rotazioni uniformi. Ma si ha pure

1 — e?'m.tz(l—to)
(18) T=T 1 _|_ g2mu(t—t) *

Corrispondentemente si ottengono movimenti ad ancor piu rapida
tendenza asintotica un po’ meno particolari dei precedenti, come



(19)
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si riconosce attraverso le seguenti formule

| po = — Ray g =0, ry=ag

eyp= — IR ¥ (f[(—éﬂ ;)"A, Coo =0, ¢3g= — K M(?IIYCB—)_;)WC
1’oo=R“3%7 qm=¢A% ’/—(1+:ni), 7‘°°=—a3£l[n—

e =—F Z}Eii’ Croo=1k Ka%;;’n——A) 02_1?11»; l/”—(l_“}':n?)’ 03°°=0£_3%°

Le soluzioni dei casi b) e ¢), a prescindere dalle rotazioni uniformi,
gono altri esempi di moti che tendono asintoticamente a diventare
rotazioni permanenti ).

Manoseritto pervenuto in redazione il 22 gennaio 1968.

%) Cfr. ad es. G. GRIOLI, Movimenti dinamicamente possibili per un solido asim-
metrico soggetto a forze di potenza nulla, « Rend. Ace. Naz. dei Lincei », ser. VIII,
Vol. XXII, fase. 4 (1957) [n. 4].

C. TorarO, Su una particolare classe di movimenti di un corpo rigido asimme-
trico soggetto a forze di potenza nulla, « Rend. Acc. Naz. dei Lincei», ser. VIII,
Vol. XL fasc. 3 (1966) [n. 4].



