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ALCUNE PROPRIETA DELLE R-COPPIE
IN UN DOMINIO D’INTEGRITA

di CLAUDIO MARGAGLIO *).

INTRODUZIONE.

E noto che in un dominio d’integritd R, (a,b) & una R-succes-
sione se e solo se lo & (b, a), (cfr. per es. [7]), ed in tal caso diremo
che la coppia (non ordinata) {a,b} & una R-coppia.

Nel presente lavoro, R sard costantemente un dominio d’inte-
grita.

Dopo aver verificato (lemma 1) che {a,b} & una R-coppia se e
solo se non & contenuta in nessun ideale principale proprio ed inol-
tre il nucleo dell’omomorfismo ¢: R?— R definito con ¢ (f, g9)=
=a-f—b-g & isomorfo con R, si da una -caratterizzazione della
proprieta di estensione, (cfr. [1], (2], [5]), in termini di R-coppie, di-
mostrando che: un dominio d’integrita E soddisfa alla proprieta di
estensione se e solo se ogni suo ideale di altezza due contiene almeno
una R-coppia, (proposizione 2).

Si dimostra poi che per ogni R-modulo M, privo di torsione,
ed ogni ideale I generato da una R-coppia, si ha una sequenza

esatta :
0O>M—>M: I)—>t(IQM)—0, (proposizione 3),

e da cio segue fra l’altro che: VR-modulo senza torsione M soddisfa
alla proprietd di estensione se e solo se risulta privo di torsione ogni

*) Indirizzo dell’A.: Departamento de Matemédticas. Escuela de Ciencias.
Universidad de Oriente. Cumand. Venezuela,
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suo prodotto temnsoriale per un ideale gemerato da una R-coppia, (Co-
rollario 3.3). Nella proposizione 4 si verifica che se I & un ideale
generato da una R-coppia, si ha: Q@ I X I, @ (R/I®, ove I, & la
8
immagine canonica di @I in I ed = (s)= 2° —s — 1. Infine, nel-
8
Pappendice, applicando un corollario della proposizione 3, si dedu-
cono alcune proprieta delle R-coppie in un dominio d’integrita noe-
theriano.

SIMBOLI E DEFINIZIONI.

1. B dominio d’integrita (cioé anello commutativo, con
unita, privo di divisori propri dello zero).

2. R/R corpo dei quozienti di R.

3. — omomorfismo (E-lineare).

4, <—>, % isomorfismo (R-lineare).

5. M» R-modulo ottenuto con la somma diretta di p copie
di M.

6. u; i esimo elemento della base canonica di R?;
w, = (1,0, .., 0),ty = (0,1,0,..., 0), ..., ttp = (0, ..., 0, 1),

7. t(M) sottomodulo di torsione di M.

8. rg (M) rango di M (= massimo numero di elementi linear-
mente indipendenti).

9. M* = Hompg (M, R) = duale di M.

10. M@ N prodotto tensoriale su R (degli E-moduli M, N).

11. JM immagine canonica di J @ M in M, essendo J un
ideale.

12. J, Jy=dJd,Jy=JJ,_; se § > 1.

13. T. F. «di tipo finito », ossia finitamente generato (secondo
il proprio tipo di struttura).

14. h(J) altezza dell’ideale J (cfr, « rank » in [8]).

15. Ann (M)  annullatore di M.
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16. M:J (definito se ¢ (M) = 0): sopramodulo senza torsione
di M, determinato a meno di isomorfismi e definito,
con riferimento ad una iniezione di M in (R/R)?,
p=rg(M), con: |(fe(R/R)?|f-Jc M}

17. R-successione : si dice che s elementi »,,...,r, di un anello E
formano (nell’ordine scritto) una R-successione, se
per ogni i=1,2,...,8 8i ha: (r,,..,riy): 1=
(g g eeey Tim1)e

18. Elemento ammissibile su un R-modulo M senza torsione: ogni
elemento n di un sopra-R-modulo, senza torsione. N,
di M tale che l’ideale M : n abbia altezza > 1.

19. gr (J) grado dell’ideale J: massimo numero di elementi di J
formanti R-successione.

20. Hlemento fortemente ammissibile: elemento ammissibile per il
quale l’ideale M :n abbia grado > 1.

21, Re P. E. « R soddisfa alla proprieta di estensione » se ogni ele-
mento ammissibile su R appartiene ad K.

22. M€ P. B. « M soddisfa alla proprietd di estensione » se ogni ele-
mento ammissibile su M appartiene ad M.

LEMMA 1. Per una coppia ordinata (a,b) di elementi di un do-
minio d’integrita R risulta aR: DR = aR se e solo se a, b non sono
contenuti in un medesimo ideale principale distinto da E ed inoltre il
nucleo dell’omomorfismo ¢ : R?* — R, definito con ¢ (f,9) =a-f —b-g
é isomorfo con R. (Da cio segue in particolare il noto fatto che in
un dominio d’integrita (@, b) & una R-successione se e solo se lo &
b, a)).

DIMOSTRAZIONE. Se aR : bR = aR risulta immediatamente che
il nucleo di ¢ & generato dall’elemento (b, a)€ R? e che l’ideale ge-
nerato da {a, b} ha altezza due e non & quindi contenuto in nessun
ideale principale proprio.

Viceversa, si supponga che a,b non siano contenuti in nessun
ideale principale proprio e che Nc¢ (p) sia generato dall’elemento (r, ) ;
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giacche (b, a) € N¢ (@) risulta allora b = t.r, a = t-.s e necessariamente
tE = R per cui sara anche (b, a) =1’ (r, s) un generatore di Nc ().

Se allora g € (aR: bR), segue b-g = a-f, (f,9)€Nc(p), (f,9) =
h-(b,a), g=h-a e dunque aR: bR = aR.

OsSERVAZIONE 1. B essenziale nella ipotesi del lemma che lo
anello R sia privo di divisori propri dello zero. Infatti, si consideri
il seguente esempio :

A=K[X,Y,Z]/(X-Y), a = X, b= Z; risulta allora:
X-A=X.-A4:7Z-4 mentre Nc¢ (p), che risulta generato dagli elementi
(Z, X), (Y, O) non & isomorfo con A.

PROPOSIZIONE 1. Ogni elemento w, fortemente ammissibile su B
appartiene necessariamente ad K.

Infatti :

Se w & fortemente ammissibile su R, esiste una R-coppia {a, b}
tale che a.w =r€ R, b-w=s€ R ed allora b.r =a-s da cul segue
r=vr+a, s=1r"-b, o =1r"-ala =1r'€R.

CoroLLARIO 1.1. Per ogni ideale I di grado >>1, Vinclusione
ji: I — R induce un isomorfismo j*: I* — R* fra i duali, ovvero ogni
omomorfismo R-lineare f: I -— R si estende in uno ed un sol modo
ad un endomorfismo f: R — R, (con f = f-j).

Infatti :

Dato f: I — R, sia {a, b} una R coppia contenuta in I; allora
fla-b)=a-f(b) =>b-f(a) da cui segue f(b)j=1r-d, f(a)=1r-a il che
permette di porre _7(1) =r. B immediato che ? soddisfi alle condi-
zioni richieste.

Prorosizions 2. Il dominio d’integrita K soddisfa alla proprieta
di estensione se e solo se ogni suo ideale di altezza due contiene al-
meno una R-coppia (o equivalentemente, se ¢ solo se ogni swo ideale di
altezza due ha grado due).

DiMosTRZIONE. Se in R ogni ideale di altezza due contiene
una R-coppia, allora ogni elemento ammissibile su R risulta forte-
mente ammissibile ed in base alla proposizione 1 appartiene quindi
ad R.
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Viceversa, se I ¢ un ideale di altezza due, privo di R-coppie
e se a,b sono elementi di I che generano un ideale di altezza due,
allora esiste un elemento &, appartenente ad aR:bE ma non ad aR
e se h,-b=hy-a, h, non pud appartenere a bE ed allora h,/a = h,/b
¢ un elemento di R/R, ammissibile su R, (giacche & ({a, b}) = 2), ma
non appartenente ad R, (giacché h,/a = r € B implicherebbe A, € aR).

COROLLARIO 2.1. Se R ¢é un dominio d’integrita soddisfacente
alla proprieta di estensione, allora ogni elemento ammissibile su K ¢
necessariamevte fortemente ammissibile su K ed ogni elemento ammis-
stbile su un R-modulo senza torsione M é necessariamente fortemente
ammissibile su M.

PRrRoOPOSIZIONE 3. Sia M un K modulo senza torsione ed I un
ideale generato con una R-coppia {a,b}; allora si ha wuna sequenza
esatta :

O—>M—M:I)—>t(IQQM)— O.

DIMOSTRAZIONE. Si definisca un omomorfismo h: (M: 1)—IQ M
con h(w)=a@b-wo —b@ a-®; basterd allora dimostrare che I’im-
magine di h & t (I M) ed il nucleo di » & M.

Poiché I'immagine canonica di h(w) in IM & nulla, 'immagine
di k & certamente contenuta in t(I ) M); inoltre ogni elemento di
t (I @ M) si puo rappresentare nella forma a @ m, — b & m,, con
a-m,; = b-m, e pensando allora M immerso in (E/R)?, con p = ry (M),
Pelemento m,/b = m,/a risulta appartenere ad M: I e la sua imma-
gine per mezzo di h & proprio a @ m, — b @ m,.

Infine, per determinare il nucleo di h, facciamo riferimento al
diagramma commutativo ed esatto :

QM k@ M

O—>RQRQM ———RQM — 1@ M—0
\{/91 ~|ng

J
0O—M ——— MM
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ottenuto a partire dalla sequenza esatta O — R 2 Re —k> I—0 con
Jj)=@,a),k(f,9)=a-f—b-g,j(m)=Db-m, a-m), g,(r Q m)=r-m,
92 (fy9) @ m) = (f-m, g-m).

L’elemento 0 = (1,0) @ b-w + (0,1) @ a-w ha immagine, per
mezzo di k@ M, eguale all’elemento a @ b-w — b Q) a-w e quest’ul-
timo risulta nullo se e solo se g, (s) appartiene all’immagine di f;
orbene, g,(0) = (b-w, a-w) e giaccheé gli elementi dell’immagine di
j sono tutti del tipo (b-m, a-m), con m € M, risulta senz’altro che
g, (0) € Im (j) se e solo se w = m € M.

CORULLARIO 3.1. Se R é dominio d’integritc noetheriano e se I
é un tideale generato da una R-coppia ¢ J é un ideale qnalunque, al-
lora, risulta t (I Q) J)=10 se ¢ solo se I non é contenuto in nessun
divisore primo di J.

Infatti :
J: IT=2J se e solo se I non e contenuto in nessun divisore primo
di J (cfr. [8], pag. 23 teor. 6): (Si tenga conto della proposizione 1).

COROLLARIO 3.2. Se M é un R-modulo senza torsione, allora
t(IQ M)=0 per ogni ideale I generato da una R-coppia, se e solo
se ogni elemento fortemente ammissibile su M appartiene ad M.

Infatti:
se esiste un elemento n, fortemente ammissibile su M ma non ap-
partenente ad M, allora l'ideale M: n contiene una R-coppia {«, b}
e se I ¢ lideale generato da tale R-coppia, risulta ne€(M: I), n¢ M
e dunque l'immagine di » nell’omomorfismo (M: I)—t(IQ M) &
un elemento non nullo di ¢ (I ) M); viceversa. se per un certo ideale
I generato dalla R coppia {a, b} risulta t (I Q) M) = 0, esiste un ele-
mento di (M : I) non appartenente ad M e tale elemento & forte-
mente ammissibile su M.

CoroLLARIO 3.3 Se R soddisfa alla proprieta di estensione, al-
lora un EK-modulo M senza torsione soddisfa alla proprietd di esten-
sione se e solo se risulta privo di torsione ogni prodotto tensoriale
I@ M di M per qualunque ideale I generato da una R-coppia.
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DIMOSTRAZIONE. Se R soddisfa alla P. E. ogni elemento am-
missibile su M & fortemente ammissibile su M (corollario 2.1) e quindi
I’asserto segue immediatamente dal corollario 3.2.

COROLLARIO 3.4. Se M ¢é R-modulo isomorfo con il nucleo di
un omomosfismo RP — BRI oppure R? — F, essendo F privo di ele-
menti propri di torsione tl cui annullatore abbia altezza > 1, allora
t(IQ M)=0 pes ogni ideale I generato da una R-coppia.

Infatti :

Se per una RK-coppia {a, b} risulta ¢t (I @ M)== 0 esiste un ele-
mento fortemente ammissibile su M che non appartiene ad M (co-
rollario 3.2), e tale elemento appartiene ad R? (come segue imme-
diatamente dalla proposizione 1) ¢d induce in ¥ un elemento pro-
prio di torsione f con h(Ann (f)) > 1. .

OSSERVAZIONE 2. La condizione d’essere F privo di elementi
propri di torsione con annullatore di altezza maggiore di uno & so-
lamente sufficiente affinche risulti ¢ (I @ M)= 0 per ogni ideale I
generato da una R-coppia. Per esempio se R & l’anello delle coor-
dinate delle varieta algebrica definita in K* dalle tre equazioni:
Y?—X2(1—2)=0, X — YZ =0, Z3 — Z% 4+ T2 =0 (cfr. [1]),
allora l’ideale M generato dagli elementi X,Z & isomorfo con il nu-
cleo dell’omomorfismo A : R?* — R definito con h(f,9)=1-f+ Z-¢
ma anche con il nucleo dell’omomorfismo canonico R — F, essendo
F il conucleo dell’inclusione di M in K ed F ha elementi propri di
torsione con annullatore di altezza maggiore di uno.

OSSERVAZIONE 3. La proprieta enunciata nel corollario 3.1 non
resta valida per ideali generati con RE-successioni con piu di due
elementi: per esempio se I =({X,Y,Z}), J=(X, Y, T}, BR=
=K[X,Y,Z,T],siha: J: I=J,I: J=1 e t(IQJ)3=0 fatto
quest’ultimo che si constata osservando che mentre I J non si
puo generare con meno di nove elementi, IJ 8i pud generare invece
con otto (cfr. [6]).

OSSERVAZIONE 4. La sequenza esatta 0 —J —(J: I)—
—t(I@J)—0 ci porge loccasione, a proposito della proprieta
« due sottomoduli I,J di un dominio d’integrita R a fattorizzazione
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untca, per i quali risultano isomorfi e quozienti R/I, R/J, sono neces-
sariamente isomorfi », (cfr. [4]), per costruire un esempio che dimo-
stra che non & possibile sostituire nell’enunciato appena visto, R
con un generale R-modulo di rango uno.

Infatti : siano R = KX, Y], I = ({X?, Y}), J =({X, Y?)), H=
= ({X, Y}); risulta allora J: I=1: J=H e pertanto H/IX
tIQJ)x HIJ.

D’altra parte I,J non sono RE-isomorfi, giacché un E-isomorfi-
smo I —J si estenderebbe (cfr. [4]) ad un isomorfismo E — K men-
tre si verifica facilmente che ogni R-endomorfismo K —> R che tra-
sformi X? Y in X, Y? non pud essere suriettivo.

LuyMA 2. Se I é un ideale generato da una R-coppia {a,b} al-
lora IQ (R/I)~ (R/I)?.

Infatti:

Moltiplicando tensorialmente per I la sequenza esatta 00—
—1— R— R/I — 0 si ottiene la sequenza IQRQI—1Q kB —
— IQR/I)— 0 e di seguito la 0 — I, >I1—>IQ(R/I)—0;
considerando allora la controimmagine di I, nell’omomortismo R? — I
definito con & (f, g)=f-a — ¢-b, che risulta eguale ad I? si ottiene

k
la sequenza esatta: 0 — I? — R?> — 1 @ (R/I)— 0 nella quale k
¢ la somma diretta j & j, essendo j: I — R Dinclusione.

LeMMA 3. Se I é generato dalla R coppia {a, b} allora t (I Q) I;) X
(B,

DIMOSTRAZIONE. Bastera dimostrare (cfr. [6], 2.2) che il nucleo
dell’omomortismo hs: R3*+' — I, definito con h®(u;) = ai—1.05+1—% &
isomorfo con Rf giacché allora si ha una sequenza esatta

0— R R+ 1,50 in cui j(R) c IR+ & quindi, la se-
quenza esatta

O— IR — Re—t(IQI)— 0.

Procedendo per induzione, si ha:

con n=1, Nc(h)T B (lemma 1);

con n > 1, si osservi che se (r,,...,7s1;) & un qualunque ele-
mento di Ne¢ (hny1), risulta ryyy = 7.0, ({a, b}) essendo una R-coppia)
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e pertanto ogni elemento di Ne¢(h,4;) 8i ottiene come somma
di un elemento con ultima coordinata nulla e di un multiplo
di (0,0,0,..,a, —b) ed & chiaro che c¢id avviene in modo umnico.

Osservato allora che il sottomodulo di Ne (h,4,) costituito con
gli elementi con ultima coordinata nulla & isomorfo con Ne (h,) il
quale, per ipotesi induttiva, & a sua volta isomorfo con R"1, segue
senz’altro che Ne¢ (hyy,) & isomorfo con R™.

PROPOSIZIONE 4. Se I é un ideale generato con wuna R-coppia,
allora si ha:

QRIxI, B (RIM), n(s)=2"—s— 1.

DIMOSTRAZIONE. Con s = 1 la proprieta & soddisfatta in modo
banale; con s"=s4+1>1, si ha:

KTI= (@ DNRIZUILQI) D (BT QI)x (B/T) D (R/I ~

~ ( R / I)s—|-2w(n)
ed e

s +2n(8)=8-4+ 25t — 28 — 2=2¥ —¢' — 1 =n(s).

APPENDICE : ALOUNE APPLICAZIONI DEL COROLLARIO 3.1

Si suppora costantemente nelle seguenti considerazioni che R
sia dominio d’integritd noetheriano.

PROPOSIZIONE 5. Nessun divisore primo di un ideale proiettivo
puo contenere E-coppie: viceversa, ogni ideale mon contenuto in nessun
divisore primo di un ideale principale contiene almeno una R-coppia.

Infatti :
se {a, b} fosse una R-coppia contenuta nel divirore primo P del-
lideale proiettivo J si avrebbe ¢ (J &) ({a,b}) =0, in contrasto
con il corollario 3.1 in base al quale P D {a, b}, J: ({a,b}) = J im-
plicherebbe t (J &) ({a, b})) == 0.

Se, viceversa, I non e contenuto in nessun divisore primo di
un ideale principale e se a & un elemento non nullo di I allora I
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possiede un altro elemento b non contenuto in nessun divisore primo
di aR (giacche aR possiede solo un numero finito di divisori primi)
ed {a, b} & allora una R-coppia contenuta in I.

COROLLARIO 5.1. Un dominio d’integrita noetheriano soddisfa alla
P.E. se e solo se ogni suo ideale principale ha solo divisori primi di
altezza wuno.

Infatti :
ricordando la proposizione 2, basta osservare che se ogni divisore
primo di un ideale principale ha altezza uno allora ogni ideale di
altezza due ha grado due e viceversa, se esiste un divisore primo
P di altezza > 1 di un ideale principale, allora P contiene almeno
un ideale di altezza due che per la proposizione 5, ha grado uno.

COROLLARIO 5.2 Se P ¢ divisore primo massimale di un ideale
principale, allora P é divisore primo massimale per ogni ideale prin-
cipale in esso contenuto.

Infatti :

Osserviamo anzitutto che se P e divisore primo di R e se
8 € P, allora sk possiede un divisore primo ¢ che contiene P, giac-
che se cosi non fosse, esisterebbe un elemento ¢ € P non contenuto
in nessun divisore primo di sR ed allora {s, t| sarebbe una R.coppia
contenuta in P e cio sarebbe in contrasto con la proposizione 5.

Analogamente, per essere r € () segue che rE possiede un divi-
gore primo P’ che contiene . Se si suppone che P sia divisore
primo massimale segue allora immediatemente ’asserto.

COROLLARIO 5.3. L’intersezione ed il prodotto di due ideali di
grado due ha grado due.

Infatti

Se I,J hanno grado due, essi hanno altezza due ed il loro
prodotto JI ha altezza due.

Se fosse gr (JI) =1, JI sarebbe contenuto (proposizione 5) in
qualche divisore primo P di un ideale principale e P dovrebbe di
conseguenza contenere uno dei due, per esempio I, e ne seguirebbe
(proposizione 5) 'assurdo gr (I) = 1. Pertanto JI ed a maggior ra-
gione J NI hanno grado due.
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