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APPARTENENZA A Lp
DELLE SERIE DI FOURIER

ALEATORIE SU GRUPPI NON COMMUTATIVI

ALESSANDRO FIGÀ-TALAMANCA *)

1. Sia uno spazio di probabilità e sia ~Xn (~u)~, n = O, ± 1 ~ ... ,
una successione di variabili aleatorie a valori complessi, simmetriche
e tra loro indipendenti, definite su S~ (per definizione « simmetrico »

significa che Xn e - Xn hanno la stessa distribuzione di probabi-
lità). Per ,xa E (0, 2n] e cos E Q consideriamo la serie di Fourier formale

Diremo che f E Z’’ con probabilità ~, se p è la probabilità dell’evento
E f 00 E Lrl.
La serie (1.1) gode della seguente proprietà [7, pp. 5fi-68~ :
(P) se foo E Li con probabilità positiva, allora E fl LP corc pro-

P00
babilità uguale a uno.

La proprietà (P) per la serie (1.1) viene dimostrata usando il

fatto che la stessa proprietà è verificata dalla seguente serie che è
un caso speciale di ( 1.1 ) :

~) Questo lavoro fa parte dell’attività del gruppo N. 23 del Comitato per
la Matematica del C.N.R.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Università di Genova.



331

dove ± a~, _ 9Jn gli an sono numeri complessi prefissati e

qJn (co) sono variabili aleatorie indipendenti a valori -t- 1 e con valor

medio zero.

Possiamo ad esempio prendere, come in [10, V, 8, p. 212],
il _ ~0, 1] e gJn (co) = sgw sen (2?i+i n u~).

La dimostrazione che (P) è verificata per la serie (1.1) può es-

sere estesa fino ad includere il caso di una serie di Fourier alea-

toria definita su un gruppo compatto commutativo.
In questo lavoro ci propoui arno di discutere il problema del-

l’estensione di questi risultati alle serie di Fourier aleatorie definite

su gruppi compatti non necessariamente commutativi.
Queste sono serie della forma

dove x varia nel gruppo compatto G, le Di denotano distinte (cioè
non equivalenti) rappresentazioni unitarie irriducibili di G9 di è il

grado di Di, Tr è la traccia ordinaria e sono variabili alea-

torie indipendenti a valori nell’algebra delle matrici d~ X di .
Nel numero 2 dimostreremo che la serie (1.3) verifica la pro-

prietà (P) se le Xi sono simmetriche rispetto al gruppo delle matrici
reali ortogonali (cioè per ogni matrice ortogonale di e

hanno la stessa distribuzione di probabilità). Per dimostrare que-
sto facciamo vedere prima che la proprietà (P) è verificata dalla serie
che è l’analoga della (1.2), cioè la serie (2.1), appresso. A questo
scopo usiamo i risultati e le tecniche di [3] e di [4j J dove si fa ve-

dere che (P) è valida per un altro caso speciale importante di (1.3)
[4, Teorema 3 e Corollario 4].

Se G è un gruppo commutativo tutte le sue rappresentazioni
irriducibili hanno grado uno; ne segue allora che la serie (1.3) si

riduce a qualcosa che è molto simile a (1.1) (cioè invece degli 
si avranno i caratteri del gruppo). La condizione di simmetria ri-

spetto al gruppo reale ortogonale è allora semplicemente che Xs e

abbiano la stessa distribuzione di probabilità, perchè le ma-

trici reali ortogonali 1 X 1 sono semplicemente i numeri + 1 e - 1.
In questo senso il nostro risultato sembra la generalizzazione più
naturale del risultato classico per la serie (1.1). Tuttavia potrebbe an-
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cora darsi che la sola condizione di simmetria necessaria per otte-

nere che (P) sia verificata per la serie (1.3), fosse la similitudine di
Xi e -Xi.

Per eliminare questa possibilità nel numero 3 costruiamo un

esempio che fa vedere che per lo meno per qualche gruppo la serie

con Ai matrici prefissate, può non verificare la proprietà (P). Infatti
mostriamo che per un certo gruppo compatto ed una scelta oppor-
tuna di Ai la serie (1.4) appartiene ad L2 per ogni scelta di segni
+ o - eppure per nessuna scelta di segni appartiene a L4.

Il controesempio ci conduce ad una discussione degli insiemi i

di rappresentazione che sono lacunari nel senso di [3]. Esso dimostra,
ad esempio, che l’indipendenza stocastica non è una condizione suf-
ficiente per la lacunarità di un insieme di rappresentazioni i cui

gradi siano illimitati.
In effetti in tutto questo lavoro usiamo continuamente le pro-

prietà « lacunari » di insiemi di rappresentazioni di gruppi prodotto,
seguendo un metodo che si ispira molto alle tecniche sviluppate
in ~5].

Questo lavoro è un seguito naturale di [3] e [4] che furono

scritti dall’Autore in collaborazione con Daniel Rider. Molti problemi
discussi nel presente lavoro furono discussi con Daniel 1?ider du-

rante la preparazione di [3] e [4].

2. Introduciamo qui la terminologia che sarà usata nel resto

del lavoro (cfr. anche [3] e [4]). Sia G un gruppo compatto. Indi-

chiamo con F l’insieme delle classi di equivalenza di rappresenta-
zioni unitarie irriducibili di G. Per y E .~T’, indichiamo con Dy un
elemento rappresentativo della classe y e con d’1 il grado di y ; in

modo tale che per ogni x E G, (x) è un operatore unitario che

agisce sullo spazio di Hilbert di dimensione d’1. Fissata una volta

per tutte una base ortonormale nello spazio di Hilbert di dimen-

sione d’1, possiamo identificare con una matrice unitaria

d’1 X d’1. Per (G) la serie di Fourier di f sarà data da
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dove AY è una matrice dy definita da

(1’integrazione è rispetto alla misura di Haar di G). Le definizioni

seguenti furono date in [3~ 

DEh’1NIZIONE 2.1 Sia E C F, E .i chiama un insieme lacunare di
&#x3E; 1 se ogni qualvolta, che f’ E Li ( G) e f dy Tr (A y Dy (x)),

y E

ne segue che f E LP; cioè E è un insieme lacunare di ordine p se

DEFINIZIONE 2.2. Sia E C si chiama un insieme di 

se ogni qua,lvo lta che f è una junzione continua definita su G e

dy l’r (Ay D)’ (x)) ne segue che 1 dy Tr ( ~ A, 1)  oo.

yEE yEE
Ricordiamo che 1 Ay 1 è la matrice non-negativa che appare nella

decomposizione polare di A. Possiamo anche notare che le serie di

Fourier che soddisfano 1 d. Tr ( C oo sono esattamente le funzioni

continue f dalla con Iz, g E L2 (G) (qui * indica la

convoluzione rispetto alla misura di Haar) [3, p. ~10~.
Useremo anche il fatto che un insieme di Sidon è un insieme

laeunare di ordine p, per- ogni p  oo [3, Corollario 9].
Vogliamo ora stabilire un teorema che è esattamente l’analogo

del risultato che è enunciato nel Teorema 3 e Corollario 4 di [4],
eccetto che esso è relativo al prodotto infinito di gruppi reali or-

togonali, anzichè al prodotto infinito di gruppi unitari.

TEOREMA 2.1. Sia G un griippo compatto. Consideriamo la serie
di Fourier formale

dove Ay sono mati,ici d y d y prefissate e Uy sono matrici reali or-

togonali arbitrarie.
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Sia G = II 0 (dy) il prodotto dei gruppi 0 (dy) d,i matrici rea,li
yEr

ortogona,li dy X d y . Supponiamo che esista un insieme M di misura

di Haar positiva in 0 tale che (2.1) sia la serie di Fourier di una . fun-
zione integrabile per Uy) = U E M. Allora esiste un insieme N di

misura di Haar nulla in G tale che, per 1 Uy  = U ~ N, (2.1 ) è la

serie di Fourier di una funzione appartenente a fl Lp.
p 00

Osserviamo di nuovo che se ( è il cerchio, la serie (2.1 ) di-

venta la stessa della serie (1.2). Per dimostrare questo teorema ab-
biamo bisogno di due lemmi concernenti certe funzioni definite sul
prodotto rli una famiglia arbitraria di grllppi reali ortogonali.

Sia G = II 0 (di), dove I è un insieme di indici arbitrario,
iEI

un insieme di interi positivi (non necessariamente distinti) e
0 (di) il gruppo di matrici ortogonali di X Per ogni i E I la proie-
zione natltrale l)i di G su 0 (di) è una rappresentazione irriducibile
di G, di grado di . Indicheremo ancora con I l’insieme delle rap-

presentazioni irriducibili ottenute in tal modo. Considereremo fun-

zioni F’ definite su (3 che hanno serie di Follrier del tipo

LEMMA 2.2. Il -sottoingieme I delle rappresentazioni irriducibili

di 0 è un insieine di Sidon e perciò un insieme lacunare di ordine

p, per ogni p  00. Cioè se F di Tr (Ai Di (1~)) E Li ((1;),
iEI

allora F ( V ) E n poo

DIMOS1’RAZIONE. Sia F di Tr (Ai Di (V» una funzione con-
iEI

tinua, vogliamo dimostrare che di ’r ( Ai I)  00.

iE 1

Se h’ ha valori reali e

allora le matrici Ai hanno elementi reali, perciò esistono matrici

reali ortogonali Ui tali che AL U2 è non negativa, cioè Ai Ui = i Ai i.
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Ora siccome F è continua, per ogni insieme finito 
di rappresentazioni ed ogni E j 0, esiste un insieme ~Dil , ..· , 
pure finito, contenente ~Dil , ... , ed esistono numeri ... ,
tali C a~~ C 1, e

(si utilizza qui [6, 8.3, 8.4]). Ma allora per la scelta di 

siccome {Di~, ... , è un insieme di rappresentazioni finito, ma
del tutto arbitrario, otteniamo che E 

iE i

Siccome ogni funzione continua può essere scritta come combi-
nazione lineare della sua parte reale e della sua parte immaginaria,
abbiamo dimostrato che I è un insieme di Sidon. Ora, [3, Corollario
9] ci dice che I è anche un insieme lacunare di ordine p, per ogni
p C oo. Questo significa che se e di 

allora F E n Lp (~).
1n  00

COROLLARIO 2.3. Sia A una matrice un numero

reale s &#x3E; 1. Allora esistono numeri B (s) indipendenti da A e da m,

tali che

00

DIMOSTRAZIONE. Poniamo 0 = 77 O (n) e applichiamo il Lemma.
n=1

2.39 con 1 = li, 2,...}, concludendo che

per ogni s C h Ma siccome la trasformazione inversa di una tra-

sformazione lineare di uno spazio di Banach su uno spazio di Ba-
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nach è continua, esiste B (s) tale che per ogni
In particolare se si prende 

2013 1
si ottiene la disuguaglian-

za (2.2).
IL corollario precedente è l’analogo di [3, Lemma]]. La disu-

guaglianza (2.2) potrebbe essere soddisfatta da gruppi di matrici

diversi dal gruppo unitario e da quello ortogonale reale. Per questa
ragione, anche se una dimostrazione più diretta potrebbe essere

data, dimostreremo il lemma che segue usando solo (2.2) ed il fatto
che la applicazione identica di O su se stesso è una rappresen-
zione irriducibile (cfr. l’osservazione dopo la dimostrazione del Teo-
rema 2.6).

LEMMA 2.4. l)ato un insieme j~f C II O (di) d i misura d i Haar
i E i

positivo e dato s &#x3E; O esisle un insiemi finito (che M

e da 8) tale che se

allora

DIMOSTRAZIONE. È sufficiente dimostrare il teorema per una

funzione F a valori reali. Possiamo perciò supporre che Ai siano

matrici con elementi reali. Facciamo innanzi tutto le seguenti
osservazioni :

(ii) il numero delle componenti irriducibili di Di ® Di è limi-
tato indipendentemente da i ; una delle componenti irriducibili è

1’identità e ciascuna delle componenti di Di @ Di diverse dall’iden-

tità non è equivalente a Dh @ Dk, 1z 7 o a una componente irri-

ducibile di 
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Per dimostrare (i) osserviamo che

perciò Di Q9 Dj ha soltanto una componente irriducibile.
D’altra parte se uno degli è differente da tutti

gli altri, ad es. i è differente dagli altri indici, allora

perciò se Di ~ J9j = Dh ® Dk con i =~=j e h ~ 1~, deve essere o i = h
e i=k, oppure i=k e j=h.

Per dimostrare (ii) notiamo che il numero delle componenti irri-
ducibili di Di è dato da

Applicando il Corollario 2.3 con s = 2 all’integrale a destra del segno
di uguaglianza si trova che questo integrale è limitato da B (2). Se
una delle componenti irriducibili di Di ~ Di è equivalente a -Dh (3 Dk,
h # k, allora

ma siccome h # k dobbiamo avere h # i o k =~= i.
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Supponiamo che h =~= i, allora l’integrale è uguale a

Analogamente se k _ i, l’integrale è uguale a

Concludiamo che nessuna componente irriducibile di è equi-
valente a -Dh (9 -Dk . Per completare la dimostrazione di (ii), notiamo
che 19identità appare una volta come una delle componenti irriduci-
bili di _Di (9 _Di. Indichiamo con E (-z) l’insieme delle altre componenti
irriducibili ; se E (i) e E ( j) contengono rappresentazioni equiva-
lenti, allora

ma se i =~=j quest’ultimo integrale è

e da questo concludiamo che la (2.3) non può valere.
Ora e giacciono nei sottospazi inva-

rianti generali da e perciò, se i j

è una matrice
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dove è la decomposizione di in

componenti irriducibili e A a è una matrice d a X d a con da il grado
di Da (le rappresentazioni di E (i) si intendono contate con la loro

molteplicità). Se .M è un sottoinsieme di G di misura positiva, allora
la sua funzione caratteristica XM ha uno sviluppo in L2 (G), che, in
forza di (i) e (ii), possiamo scrivere come :

dove 1 è l’insieme delle rappresentazioni di ~ che non sono né

equivalenti a una delle rappresentazioni nè a un

membro di U E (i ) .

Dalla formula di Schur-Peter-Weyl otteniamo, usando (i) e (ii)

perciò, siccome il numero degli elementi di E (i) è limitato, dato

E &#x3E; 0 esiste un insieme finito Io C I , tale che

Supponiamo ora che
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allora

Poniamo

sono ortogonali quando i # j e Fi è ortogonale a per

tutti gl i jz e lc. Perciò

Dalla disuguaglianza di Hòlder si ottiene :
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Dalle (2.5) si deduce che

perciò

dove la seconda disuguaglianza segue dal Corollario 2.3. Pertanto

il primo membro di (2.9) è maggiorato da

ne segue che il secondo membro di (2.8) è maggiorato da

dove l’ultima disuguaglianza segue da (2.7).
D’altra parte, utilizzando la disuguaglianza di Hólder e (2.4)

si ottiene che
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e, usando il Corollario 2.3 ancora una volta troviamo che la terza

somma in (2.8) è maggiorata da

Pertanto si ha :

ed il lemma è dimostrato.

DIMOS1.’RAZIONE DEL TEOREMA 2.1. Ra,gionando come nella di-
mostrazione di [4, Teorema 3], possiamo usare il Lemma 2.4 ed il

risultato di Edwards e Hewitt [2], citato in [4, Lemma 2], per otte-
nere, dalle ipotesi, dy  00. A questo punto pos-

rE r 
y y

Y E P

siamo usare il Lemma 2.3 per dimostrare come si fa in [3, Teorema 4]
e [4, Corollario 4] che (2.1) appartiene a n LP eccetto per VE N

con m (N) = 0.
Possiamo ora passare al teorema principale :

TEOREMA 2.6. Sia (~ un gruppo comzpatto e F l’insieme delle

classi di equivalenza delle rappresentazioni irriducibili di G. Sia

(Xy (co», per y E r, un insieme di variabili aleatorie indipendenti tra

loro a valori nello spazio delle niatrici dy &#x3E; dy. Supponiaulo che, per
ogni iitatrice ortogonale reale Uy E 0 (dy), X, e Uy X, abbiano la stessa
distribuzione di probabilità. A llora la serie di Fourier aleatoria
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appartiene a LI con probabilità positiva solo se appartiene a
con probabilità uguale a uno.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo (5 = II 0 (dy) e consideriamo la serie
yEr

Siccome per ogni UY Xy ha la stessa distribuzione di proba-
bilità di X,,, le ipotesi implicano che per ogni U E ~, f ( U, E Li ( G)
con probabilità positiva (rispetto a co).

Un’applicazione del teorema di Fubini porge Li (G),
con probabilità positiva rispetto allo spazio di probabilà a; X Q ;
sia P = ( G) ~ ; poniamo P~={~:/(~~~)6~~
allora, con probabilità positiva, P~, ha misura positiva in ~. Pertanto
per il Teorema 2.1, 9 con probabilità  oo.

lVla, poichè per y E F, formano un insieme di varia-
bili aleatorie indipendenti, un’applicazione della « zero-one law »

[8. Sec. 15, p. 229] porge con probabilità
uno. Questo implica che, con probabilità uno, ha misura uno in

~ e, applicando ancora il Teorema 2.1, con probabilità 
E n .Lp, per quasi ogni 

Perciò esiste almeno un U = (Uy) E O tale che f ( U, c, x) E fl LP,
con probabilità uno. Ma siccome Uy Xy e Xy hanno la stessa distri-
buzione di probabilità,, x) CB) Y dr Tr (Xr (m) Dr (x)) E n LP, con

P00

probabilità uno.

OSSERVAZIONE. Usando il Corollario 4 di [4] invece del Teorema
2.1, si può ottenere la conclusione del Teorema 2.6 con una ipotesi
differente sulle Xr e ciò che le Xy siano simmetriche rispetto al

gruppo U1 (dy) di matrici complesse unitarie dY X do ; cioè che per

ogni Uy E U1 (dr), Ur Xr e Xy abbiano la stessa distribuzione di

probabilità.
Più in gen erale~ sia Gy un sottogruppo compatto di U1 (dr) ;

potremo chiederci con quali ipotesi su la condizione di simme-

tria rispetto a 0 (dy) enunciata nel Teorema 5.6, possa essere sosti-
tuita con una condizione di simmetria rispetto a G.. Nella sezione

seguente daremo un esempio di gruppi compatti non banali G. che
non possono avere il ruolo che 0 (dy) ha nel Teorema 2.6. Suppo-
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niamo tuttavia che G. siano sottogruppi compatti di U1 (dr) che

soddisfano :

c~) la rappresentazione i denti ca GY -~ GY è una rappresen-
tazione irriducibile di Gy di giado dy

per ogni s &#x3E; 1 ~ e per ogni matrice Ay con B (s) una

costante che dipende solo da s.

a meno che non si abbia Tr (DY ( = Tr (DY (Vy»)n.
Allora le conclusioni del Teorema 2.6 sussistono per variabili

indipendenti XY che siano simmetriche rispetto a CtY . Una dimo-

strazione può essere ottenuta considerando il gruppo O = II G.; e,
yer

rispetto a questo gruppo, dimostrando risultati analoghi al Lem-

ma 2.2 e al Lemma 2.4. Infatti la dimostrazione data qui del

Lemma 2.4 usa soltanto a) e b) insieme alla indipendenza delle ap-
plicazioni proiettanti Il 0 (dy) su 0 (dY). Lemma 2.2 è dimostrato in
questo lavoro in maniera differente, ma il suo analogo per il gruppo
Gy può essere dimostrato usando b) e c) esattamente come nella
dimostrazione di [3, Lemma 3]. Una volta stabiliti i risultati che

corrispondono al Lemma 2.2 e al Lemma 2.4 per 77 Gy, è facile di-
mostrare l’analogo del Teorema 2.1, dal quale si può ottenere il

risultato desiderato.

3. Per n =1, 2 ... , sia Gn il gruppo delle matrici n X n che si

ottengono permutando le righe di una matrice diagonale con ele-

menti -f- 1 sulla diagonale principale. Cos  un elemento V di Gn è
una matrice che è zero dappertutto eccetto per gli elementi Vlil v2i2 , ...
... ± 11 con (il , ... , in) una permutazione arbitraria dei primi
n interi positivi.

Il gruppo Gn contiene 2n n ! elementi. Ogni V E Gn è una ma-
trice unitaria e la rappresentazione identica di Gn su se stesso è



345

00

una rappresentazione irriducibile di grado n. Poniamo G = 77 Gn e
n=1

indichiamo con Dn la rappresentazione irriducibile del gruppo com-

patto G, ottenuta proiettando G sopra Gn.

LEMMA 3.1. L’insieme 1 di Y°appY°e8entaZi0ne di G non è un
insieme lacunare di ordine quattro. A fortiori non è un insieme di Sidon.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo viceversa che 7~= (D,,) sia un

insieme lacunare di ordine quattro. Allora ses

si ha che jE L4.

Perciò, poichè l’inverso di un operatore lineare e continuo da

uno spazio di Banach sopra un altro spazio di Banach, è continuo

esiste un numero B tale che se f’ Tr Dn (x)) E L2, allora

· In particolare dobbiamo avere

Questa disuguaglianza deve allora valere per ogni n e per ogni
matrice An a n righe e n colonne. Ma per definizione di Dn e Gn ,

dove TT è una matrice variabile di Gn. Poniamo An = e scegliamo
aij = 0, eccetto che per a11 = 1 ; allora

dove V = Ora al variare di V in vf~ può essere solo o zero
o uno. Il numero degli elementi di Gn che hanno un elemento di-

verso da zero nella casella (1,1) è 2~(~20131)!. Ne segue che’
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d’altra parte, con la stessa scelta di 9 Perciò la

(3.1) non può sussistere per ogni n con lo stesso B. Questo dimostra
che (Dn) = E non è un insieme lacunare di ordine quattro.

L’ultima affermazione del teorema segue allora da [3, Corollario 9].

COROLLARIO 3.2. Esiste una serie

dove Xn sono matrici aleatorie n ~G n, indipendenti, simmetriche ri-

spetto a Gn , tali che (3.2) appartiene a L2 con probabilità uno, -rrta

appartiene a L4 con probabilità zero.

00

DIMOSTRAZIONF,. Sia D = Il Gn = G. Il Lemma 3.1 ci permette
n=1

di scegliere matrici n X n An , tali che _Y n 1’r (An A1i)  oo e

~ n Tr Dn (x)) ~ L4. Siano ora Xn = Xn (V) = Vn dove

Vn = Dn(V), per Y E G== D.

Siccome Z n Tr (Xn Xn ) = In Tr (An An )  oo, (3.2) appartiene
a .L2 per ogni TT. Supponiamo ora che per una certa scelta di

Yn E Gn, si abbia In Tr (Vn A,, Dn (x)) E L4, allora, ponendo 1 =

= y E G, abbiamo che In ÂnDn(x) TTn 1) -
Tr ( Vn An Dn (xy)) E L4; ~na per ipotesi Tr (An D,, (x)) ~ L4 e il

Corollario è dimostrato.

COROLLARio 3.3. Esiste f’ E .L2 ( G ) con serie di Fourier f CB)
n Tr (An Dn (x)) tale che per nessuna scelta di E~, ± 1 si abbia

DIMOSTRAZIONE. Come nella dimostrazione del Corollario 3.2

esiste f Tr Dn (x)) E L2 tale che f E L4. Se per una scelta

dei valori e,, -l- 1 si avesse Z n sn Tr (An Dn (x)) E L4 allora ponendo
y = (En In) E G (In è la matrice identità n « n), si avrebbe anche

I n.Tr (An Dn (.1:)) = Z n En Tr Dn (xy) E L4 contrariamente alle no-
stre ipotesi.

Un risultato un pò più forte può essrre ottenuto utilizzando
un teorema di G. Seever :
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COROLLARIO 3.4. Esiste f E L2 ( G), f 1 n Tr Dn (x)) tale

che se (an3 è una suecessione di numeri complessi che soddisfa
I n an 1"’r (An Dn (x)) E L4, allora min lim I an I = 0, in particolare se

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che min lim a,, I == 0. Senza man-
care di generalità possiamo supporre che an ] &#x3E; ò &#x3E; 0. Sia f co

Sia B il sottospazio lineare di l-

definito come S = 11 b,,) E 1°° : Z n bn an Tr Dn (x)) E L4). Allora 23
è uno spazio di Banach rispetto alla li = sup --

n

Z n bn an l’r (An Dn (x)) ( ~4 . Inoltre contiene tutte le successioni

En = ~- 1 perchè, per il ragionamento fatto nel dimostrare il

Corollario 3.3 se Z n an Tr (An Dn (x)) E L4, vi appartiene anche

· (Tr (x)) per ogni successione 811, = + 1. Un sotto-

spazio di Banach di 1°° che contiene tutte le successioni 8n = dr 1
deve essere tutto 1°°, per un risultato di Seever [9] (cfr. anche [1,
Teorema 4.1]. Ne segae che perchè e ~ ] 1 /ò ] ; questo
significa che contrariamente alle nostre ipotesi.

L’insieme E = è un insieme indipendente di rappresen-
tazioni di G, nel senso che Dn (x) sono variabili aleatorie, a valori

matrici, indipendenti quando si consideri G come uno spazio di pro-
babilità. Per conseguenza i caratteri 7’r (x)) di queste rappresen-
tazioni sono anche indipendenti. Nel caso commutativo un insieme

di caratteri indipendenti (nel senso equivalente di in.dipendenza grup-
pale e stocastica) è sempre un insieme di Sidon e quindi un insieme
lacunare di ordine p, per ogni p  00. L’esempio di E = (Dn) illu-

stra quanto differente possa essere la situazione per un gruppo non
commutativo.
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