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SULLE POTENZE DI UN IDEALE
GENERATO DA UNA 4-SUCCESSIONE

PIERGIULIO CORSINI *)

1. B ben noto (cfr. ad. es. [2]) che 1’algebra simmetrica, ’algebra
di Rees, e ’anello graduato relativi ad un ideale & generato da n
eleménti a,,..,a, di un anello A si possono rappresentare come
opportuni quozienti dell’anello di polinomi A [Z,,...,Z,] in » inde-
terminate su A.

In particolare, se ¢ & 'omomorfismo canonico di A [Z,, ..., Z,]
sull’algebra di Rees R (), il nucleo di ¢ & generato dalle forme
(polinomi omogenei nelle Z) che si annullano per Z,=a,,...,Z,—a, .

In questo lavoro ci siamo proposti di determinare un sistema
minimale di generatori di Ker ¢, nel caso in cui a sia la potenza
n-esima (n intero positivo) di un ideale generato da una A-succes-
sione y,,..., ¥, di elementi di A, con s = 2.

Perveniamo al nostro scopo nel n® 5, dopo aver stabilito varie
premesse concernenti gli anelli di polinomi e particolari proprieta
relative alle n-ple di numeri interi. Nel n® 6 concludiamo il lavoro,
mostrando che insieme all’algebra di Rees vengono completamente
determinate anche l’algebra simmetrica e 1’anello graduato associato
all’ideale considerato.

*) Lavoro eseguito nel’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato nazionale
per la matematica del CNR.

Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico, Via L. B. Alberti, 4 - Genova.

L’autore ringrazia il Prof. P. Salmon per avergli dato utili consigli nella
redazione della presente nota.
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2. Siano A un anello commutativo con identitd, y,, ¥, , ..., ¥s,
elementi di A costituenti una A-successione?!) m Dideale da essi
generato in 4 e supponiamo m proprio. Vale la seguente :

PROPOSIZIONE 1. Se F é una forma di A[X,, .., X;] tale che
F(y,,.,y) =0, allora FemA4 [X,,..., X,

Per la dimostrazione si veda: [3], dimostrazione del teorema
2-1 pag. 33.

COROLLARIO. Se yh yl...yls = ypyy...yls dove 5, by, ..., 8, 7y,
Ty y ey ¥s SONO interi =0, si ha t;=1; per 1 << i<Cs, cioé: gli espo-
nenti di ogni momomio unitario negli elementi y; sono wunivocamente
determinati.

Sia ¢ I’omomorfismo di A[X,, .., X;] su A cosi definito:
o(@)—ua se a€Ad,0(X)=y; se 1<<j<s. Posto M— X{'... X,*,
M’ = X;".. X,;* basta provare che: o(M)=oc(M')=>M = M"’.
Supponiamo infatti M 4= M’. Per ogni monomio T'di 4 [Y,, ..., X,]
denotiamo con 67 il suo grado totale nelle X;. Sia M = oM’ :
esistono allora due monomi P e N tali che M = PN, 6N =0M’
0P =0.Posto Q=0 (P)N —M’, siha Q¢ mA[X,,..,X,; daltra
parte, poiché o(M)=o(M’), si ha anche ¢(Q)=0 e quindi, per
la prop. 1, QemA[X,, ..., X,] assurdo. Dunque M = M’ c.v.d.

Consideriamo adesso lideale M ={(y,, ..., y¥,)", di cui vogliamo
determinare certe algebre particolari, come abbiamo detto nel n° 1.

Osserviamo che un insieme di generatori di m" e costituito dai
« monomi » del tipo yh yz...yis tali che i, + iy 4 ... 4 i,=mn. Sia
B=A].., Ziig.ig s wor ] Panello dei polinomi a coefficienti in A4 nelle
(n ji: 1) indeterminate Z,-l__.,-s indiciate nelle s-uple (i, , ..., %) tali

8

che X i, =mn (cioé le indeterminate sono in corrispondenza biuni-
k=1
voca con i generatori fissati di m»). Sia ¢: B— 4 D’omomorfismo

cosl definito: ¢ (a)—=a se a€ A, ¢ (Z; i) =yh..ys.

1) Ricordiamo la seguente ben nota definizione: si dice che s elementi di
un anello 4,y,,y,....,y, costituiscono una A-successione se si ha (y,,..,¥, ;):

) = W1, ¥;_;) per ogni i,1 =i=s.
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Ci proponiamo ora di stabilire, colla successiva prop. 2, una
notevole proprietd relativa ai polinomi @ di B tali che ¢ (P)=0.

Consideriamo il sottoinsieme S di B costituito dai monomi del
tipo yhyl... yts Z‘.:_" i Zi:‘..i: (t,y o, t; interi = 0).

Il corollario alla prop. 1 consente allora di porre la seguente

DEFINIZIONE 1. Se M & un monomio di S e se ¢ (M)=yh...y%,
diciamo peso di M la s-pla univocamente determinata (d,,..,d,) e

8
peso globale di M V’intero X dy.

k=1

DEFINIZIONE 2. Diciamo che due monomi M e M’ di 8 sono
isobari (risp. globalmente isobari) se hanno lo stesso peso (risp. lo
stesso peso globale). Dunque se M e M’ sono monomi di S, posto

, ot vz 7
M’ = .o ; 1 ees 4/ K u
1:’ J] Yy Y ]: ...]; f; ...]’; segue

dalle definizioni 1 e 2 che M e M’ sono isobari se e solo se

M=yrygypZy gLy

. ls ’ll

r r
tu 4+ 3 ¥ =t 4 3 j* per ogni u=1,2,...,s.
k=1 k=1

DEFINIZIONE 3. Diciamo che un binomio di B & isobaro se &
differenza di monomi isobari di S.

LeMMA 1. Sia M un A-modulo, m, ,my , ..., My, elementi di M
e sia m=a, m, + a, My + ... + a, my dove a;€ A. Allora esistono de-
gli elementi b, ,by,..., b €A tali che m==>b,(m;—my,) 4 by(my—myg) 4
—|— .oe + bk—l (mk_l - Wlk) + bk Mg«

Infatti 8i ha: m=—=a,m, — a,m, 4 a,my + aymy, — (a, 4 a,) my—+
+ (ay+4-ay) mg+agmg — (a+ay,+ag) my +(ay+ay+-ag) my + ... — (ay +
. Fap)ymptapmy da cui @ m=a, (m;—m,) 4 (@, + a,) (my—my) +
T e @y e A ) (Mg — M) - (@ + o F-ax) My

DEFINIZIONE 4. Siano @ e @’ elementi di B. Diciamo che &
& equivalente a D', e notiamo D co P/, se D — P’¢€ K, dove K @il
sotto-A-modulo di B generato dai binomi isobari. La relazione co &
manifestamente una congruenza.
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Immediata conseguenza del lemma 1 e della definizione 4 e il

Y

COROLLARIO 1. Se @ é combinazione su A di monomi di 8 iso-
bari M, , ..., My, esiste c€ A tale che P cocM;.

Nel seguito denoteremo spesso per brevita con (k) le s-uple
(Byy eeey hg) con h;j = 0.

COROLLARIO 2. Ogni elemento di B ¢ equivalente a una espres-
sione del tipo @ — X dpy My dove dp € A e gli My sono monomi
Q]

di S di peso (h); in particolare @ é combinazione di monomi di peso
distinto.

Infatti @ si pud decomporre nella somma 3 Py dove le Dy
*)
sono combinazioni su 4 di monomi di S isobari di peso (k).

A ciascuna P si applica il corollario 1, donde 1’asserto.

LEMMA 2. Sia M un monomio di S8 di grado r nelle Z avente
peso (ky sy kyy 0y...,0) con ky > 0; sia j un intero tale che 1 <<
<< j << v— 1. Bsiste allora un monomio M;j, avente peso superiore a
quello di M, ma globalmente isobaro a M tale che y; M e y, M’ sono
isobari.

Sia infatti M =yh...yl» - N, dove

N = Z;i...i;o g Zi:... iy 0..0"
Se t,> 0, basta porre; M/ = yi..ysi+t!..yb=1N.
Se t,= 0, da &k, > 0 segue l’esistenza di ¢(1 << q << r) tale
che i > 0. Allora si prende per M} il monomio che si ottiene da

M sostituendo Ziil, wyil 0, .., COD Zif, B R R IR

PROPOSIZIONE 2. Sia @ un polinomio di B, combinazione a coef-
ficientt in A di monomi di S globalmente isoburi, tale che ¢ (P)=0.
Allora si ha D co 0. Inolire, se @ ¢é omogeneo nelle Z, P & combina-
zione di binomt isobari ed omogenei nelle Z.

Ordiniamo lexicograficamente le s-ple di interi (h)==(l,,..., h;)

8
tali che hj=>0, 3 hj=—¢q, dove ¢ & il peso globale dei monomi di
j=1

13
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@, ponendo (b ..., hs) > (b, ..., ks) se esiste un intero p, 1 <<p <s,

tale che hj=hj se 1 <<j < p — I, h, > h,. Possiamo supporre per

il corollario 2 al lemma 1, che sia @ = 2 du Mz dove i monomi
(R)

M@y hanno peso (h). Nell’insieme delle s-ple (k) = (b, ..., hs) indi-

canti i monomi di 8 che compaiono in D, sia (k)= (k, ,..., kv, 0,..., 0)
quella minima (v & il massimo intero nell’insieme degll j tali che
v—1

k; > 0). Proveremo innanzitutto che dy) — 3 b;jv; dove b€ A.
j=1
Essendo ¢ (®$) =0 si ha:

— —1+1
Ay Y0 Y8 e Yl € (YR yhaylett L yh gl gles2 ot ).

Poiché y, e quindi yi‘l non & divisore dello zero, si puo dividere per
k 3 .
y)' © 8l ha:

v——1+1

gy Y6t oee Yo € (yletD, ylaghstl L yhiyls g2y ) mod y,
(k)

Ma y, (e quindi y,’;ﬂ) non & divisore dello zero mody, ; quindi nella
relazione precedente si pud dividere per y% (mod y,) e si ottiene:

k. —
Ay 95 oo Yoo € (Y0t g gl gl y SRy ) mod (g, ),

da cui proseguendo analogamente, si deduce

g Yo =0 mod (y,, ., ¥,_,)
v—1
ed infine: dg = 2 bjy; dove b;€ A.
j=1
Per ogni combinazione @ = 3 dy) M del tipo sopra conside-
()
rato, diciamo ordine di ¢ e lo denotiamo con » (@), 1’s-pla minima
(k) tale che dp) == 0. Allora » (®P)= (k). Proveremo che esiste un

polinomio @’ tale che: &’ co D, v (P’) > »(P), D’ & combinazione
di monomi globalmente isobari. Infatti, per quanto precede si ha:

v—1

D = d(k) M(k) —|— 2 d(h) M(h) =3 bj Y M(k) + 2 d(h) Nl(h) .
(R)>(k) j=1 (R)>(k)
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Inoltre, in virtt del lemma 2, si pud scrivere, per ogni j:
Y5 My = (¥ May — 4o Mj) + v, Mj

dove y, M; & isobaro a y; My .
v—1
Dunque, posto @' = 3 (bjy,) Mj 4+ = dpy Mgy, si ba:
j—1 (0> (k)

Do d e v(P)> (D).

Proseguendo in questo modo si ottiene in conclusione che esi-
ste c€ A tale che @ cocMy o, ... 0. Essendo ¢ (P)=0 segue che
cy? =0 da cui, poiché y, non divide lo zero, ¢ =0 e quindi @ v 0.

Inoltre se @ & una forma nelle Z di grado r, si pud supporre
che i monomi M siano tutti di grado » nelle Z; dal corso della
dimostrazione segue allora anche l'ultima asserzione della proposi-
zione.

3. Ci proponiamo adesso di stabilire, colla seguente proposi-
zione 3, una proprietd di riduzione dei binomi isobari ed omogenei
a binomi unitari nelle Z, modulo particolari binomi lineari apparte-
nenti al nucleo di ¢.

Siano =, r, interi positivi. Sia J l’insieme costituito dai sistemi
di » s-ple non necessariamente distinte di numeri interi = 0:

(61 ey @), (12 ey 1), e (07 i)

8
tali che 2 ¥ —mn per ogni k=1,2, ..,

u=1
Sia W = N¢ < J (prodotto cartesiano).
Se T € W chiamiamo peso di 7, e lo notiamo P’(7), I’s-upla

r r r
¢y +k.§lzl , €y +k§lzz y ey Cs —|~k2; i

e diciamo che due elementi di W sono isobari se hanno lo stesso
peso. Ogni elemento 7' di W si spezza in 7= C < I dove (€ N*

8
e I & un insieme di » s-ple (37, ...,4!) tali che 2 @ = n v=1, 2,...,r.
k=1
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Se T=CxITe T =0 1" sono elementi di W e si ha
8

C=1(0;,Cyy ey C), C'=(c1,03,...,c¢;), poniamo D (T, T") =‘21|c,- —cjl.
j=

. . . 2 2 . o
Si8 T == (C1yeeey Cs)y (i1 y veey Ga)y (17 5 ver y G )y voe 5 (i1 yeue » ) uN ele-

mento di W tale che, per almeno un #, risulti ¢y > 0, e siano k, g,

8
tali che if >0, (lc e ¢ esistono certamente essendo I i; —n per
t=1

ogni v). Denotiamo allora con vy (7') il sottoinsieme di W costituito

dagli elementi 7" isobari a T del tipo T"=(¢;,..,ca — 1, .., ¢+

.1 .1 +q «q .q .q o o
F 1, ey e)y (B eee g Bg)yene s (8 5 vee g B 1y ey T — Lyeriy B5)y euny (8 youey Bg),
al variare di h, k, ¢, in modo che ¢, >0, if > 0.

LEMMA 3. Dati due elementi T= C < I, T"= (' I’, apparte-
nenti a W e isobari, se C == C’, esiste una successione Ty = C, < I,
Ty=0C, X1 ,..,T,=0,<1, di elementi di W isobari tali che
Ty=T, Ty, € w(Ty), D(Ty, T) = 0 ovvero Cy= C’.

Poniamo H = {h € N | ¢, > ¢i}, K= {k €N | cx < ¢t}. Poiche
C =% (', H e K sono entrambi non vuoti. Sia &, € H, k, € K, per la

r r ’
condizione di isobarita si ha : ¢, —}—Eli’,’cl = ¢, +v_21 ir, , di qui si de-
duce che esiste g tale che if, > 0. Da h, € H, segue che vy (T) non
& vuoto; sia T, €y (T), allora:

P(T)=P(T) e 0< D(T,, 1)< D(T, T').

Se D (T,, T) = 0 allora 0, = (’ e la dimostrazione & conclusa,
altrimenti si opera allo stesso modo su 7T, e si ottiene un sistema
T, tale che P(T,)= P(T,) e 0 < D(T,,T") < D(T,, 1"). Cosi pro-
seguendo si perviene infine a un sistema 7, che soddisfa a:

P(Ty)) =P(T) e D(Ty,1")=0
da cui (3= (¢’ c.v.d.

PRroPOSIZIONE 3. Denotiamo con A, Videale di B generato dasi
binomi del tipo th,-ln,,-s— .'/kZh-..j, tali che i,=3j, se u=hk
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i +1=7jn,t =Jjr + 1; allora se @ & un binomio isobaro e omo-
geneo nelle Z, si ha: @ — NF mod A, dove N & un monomio nelle
sole y ¢ F un binomio isobaro (e quindi omogeneo) nelle sole Z.

Sia & : §— W la corrispondenza cosl definita

WU Ve Dy o Ly (g 1) (01 g ooy )y woey (01 5 euvy 1)
Per il corollario alla proposizione 1, & biunivoca. Sia ora dato un
binomio isobaro e omogeneo nelle Z:Q =M — M’ e sia T, un si-
stema appartenente a vy (¢ (M)). Notiamo che M =41 (T,) mod. 4, .

Allora @ =M — M’ = (0~ (T),) — M’) mod 4, e per il lemma
3,siha: Q=91 (Ty) — M’)mod 4, dacui: @ = NF mod A4, dove
N & un monomio nelle sole y; e F un binomio isobaro nelle sole Z
c.v.d.

4. Premettiamo adesso alcuni lemmi concernenti sistemi di nu-
meri naturali, mediante i quali possiamo esprimere i binomi isobari
nelle sole Z come combinazione dei binomi isobari di secondo grado
(Prop. 4).

Sia L linsieme dei sistemi ordinati costituiti da r = 2 s-uple
di interi =>0: (i,...,4)>=..=(,..,) tali che st'I@Z=n per
ogni h, dove D'ordinamento & quello lexicografico (introdotto nella
prop. 2).

L’insieme L ora definito & equipotente all’insieme J introdotto
nel n° 3.

DEFINIZIONE 5. Dati due elementi M = (i},..., i) =...=(i,...,7})
eN=_(ji,w,j)=..=(j7y..,J7) di L, poniamo M >N se per il
pit piccolo u tale che (i¥,...,4%) == (j¥,...,J¥) si ha (i}, .., @) >
> (JYy 5% In tal modo L & totalmente ordinato.

Sia ora dato un elemento di L: M = (i},...,4)=... =>(i,...,1}).

Denotiamo con o (M) il sottoinsieme di L costituito dai sistemi
F=(flyw  fH=.=(f],., f]) tali che:

(1) S fh=2Xi per ogni k, 1 <<k<s.
h=1 h=1
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Siano inoltre p, ¢ due interi distinti tali che 1 <<p, ¢<r.
Sia F' = (f}ly ey [y ey (f75 ., f7) un elemento di (N°)" tale
che
(ff) 7f;) = ("i y ety ";) se t & b, q,

f{—{—f,‘j:i,{’-{—il‘lz se 1 << h <<s,

s s
S =2f1l=mn
h=1 h=1

F’ individua un elemento di J e quindi un elemento F di L
nella bigezione J — L.

Diciamo allora che F & dedotto da M con una sostituzione ele-
mentare e denotiamo con 7 (M) il sottoinsieme di L costituito dai
gistemi deducibili da M con sostituzioni elementari successive al
variare della coppia (p, ¢). Si ha manifestamente : v (M) c o (M).

LeEMMA 4. Sie M = (i}, ..., ii) = e = (7,00, 40) un sistema di
L, sia t un intero (1 << t << s — 1) per cut valgono le seguenti condi-
zioni :

t r
(2) Sit<n @) g< 2

k=1

Allora esiste in v (M) un sistema M’ tale che M’ > M.

s
Infatti, essendo X il = n, da (2) si deduce che esiste un intero
k=1

p(t < p<3s) tale che iy > 0. Inoltre da (2') segue che esiste un
intero ¢, (1 << ¢ < r), tale che ¢ > 0. Allora se si pone:

Fr=(fl s Iy (] s S ENOY

dove :
Sr=1y peru=1,q; fl=14d, fI=142 per v=t p;

fr=d41 fl=il—1, fre—i—1, fi=i+1,
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F’ individua un elemento di J, dunque un elemento F di L, ¢ tale
che: Fez(M), F > M (in quanto (f},..,[f}) > (i}, .., i). Siano
ora: M, il massimo di ¢(M) ed M, il massimo di ¢ (M). Vale il

LEMMA 5. Per ogni sistema M di L si ha My— M,. HEssendo

M, << M,, é sufficiente provare che M, non pud essere strettamente
minore di M,; supponiamo infatti M, << M,. Sia

M, = (e i) == e = (0o, 80, My = (G ey J1) = oo = (7 ey 1)

1

Sia w il piu piccolo intero tale che (i%, ..., %) < (j}, ., J%h sia t il
minimo intero tale che ¥ < j%. Si ha ¢ <s, perche, se fosse
iy =J% per 1 <<k < s, e % < j¥: seguirebbe :

s

8
n=21 I Zjp=mn:
k=1 k=1

assurdo. Si ha inoltre, in virtu di (1):
u—
(3) 21h+21‘h th—l_z-}z’
poiche, per la definizione di u:h <u=>i} =j" per ogni p=1,

2,..,8, 8si ha i = j*» e quindi, per (3): hZ ih =h2‘]"t Poniamo ora ?)
=Uu =U

N= (@, ., @)= @, .., ) = = (i, .., 1),

g =ittv—1, onde si ha N=(g},..,9)=..=(¢7,..,97) dove
g =r — u -+ 1. Risulta:
gl=r jr<2jt= Z@"—th
h=u h=u h=1

?) ripetendo in (N®)™~%t! le stesse consideragzioni fatte all’inizio del n® 4
per (N%)"
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da cui:
q
(4) n<2g.
h=1

Si ha inoltre :

t t—1 t—1 t—1
Sh=2gt=2+{]2Zhtii=n
k=1 k=1 k=1 k=1

Ne segue:
t
(5) Son<mn

In virtu delle relazioni (4) e (5), segue dal lemma 4 che esiste
un sistema N, € (V) tale che N, > N. Allora, se poniamo N, —
= (fy s ) e (fTy o, f7) € denotiamo con M, 'elemento indivi-
duato in L dal sistema: (il ,..., 81), .o, (8%, 0y 4%70), (f1, ey [ )sees
vy (fFy ey £,9) di (N9, si ha M, €t(M,) = (M) e My > M, con-
tro ’ipotesi che M, sia massimo in z(M). Cio & assurdo e quindi :
M, =M, cvd

DEFINIZIONE 6. Diciamo semplice un binomio del tipo

Z . Z. . —Zs . "
1

. o
i ..ty 1. fg Bty T e ds

dove i + jn = ir -+ jn per ogni h.
Per ogni monomio F = Zi;. 4 e Zifm i si pud supporre

. ls

(@ e ) = oo = (3] o0 4).
Se T & il sottoinsieme di § costituito dai monomi di grado r nelle
sole Z, si ha allora la corrispondenza biunivoca 0: I'— L cosi
definita :

o g By g = () o) = o = (0 o

. ig . ig s
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Dimostriamo adesso la

PROPOSIZIONE 4. Ogni binomio ) nelle sole Z isobaro e quindi
omogeneo, appartiene all’ideale A, generato in B dai binomi semplici.

Proviamo innanzitutto che se F e F’ sono due monomi nelle
sole Z isobari e se O (F) € v (d(F’)) allora vale

(6) F— F’ mod 4,.

Infatti, ¥ — F’ & un binomio nelle Z isobaro e omogeneo, e si
ha quindi necessariamente §F — o0F’ = 2.

Allora se 6 (F’) & deducibile da é (F) mediante una sostituzione
elementare, si possono fattorizzare F e F’ nel modo seguente
F= KG, F’= KG’ dove G ¢ G’ sono monomi isobari nelle Z di
secondo grado e K € 8.

Diqui #F— F' =K@ — @)¢€ 4,.

Piu generalmente, se o (F)€ 7(0(F’)), ragionando come sopra,
si vede che F — F’ & combinazione finita a coefficienti in B di bi-
nomi semplici, cio¢: F = F’ mod A, .

Sia ora Q==F—F’ un binomio nelle sole Z, isobaro ; ¢id implica :
(6 (F))=0(6(F’)) da cui, con le notazioni introdotte nel lemma 5 :
(0 (F))y == (0(F"))y. Per il lemma 5 si ha allora (¢ (F)), = (6 (F")),,
e di qui si deduce: 6(F)€ (6 (F’). Dunque vale la (6) e Q€ A,
c.v.d.

5. Siamo adesso in grado di stabilire il teorema centrale del
presente lavoro, dal quale trarremo immediatamente, nel numero
successivo, le annunciate applicazioni alle algebre relative all’idea-
le m".

TEOREMA 1. L’ideale (.. di B3) generato dalle forme @ tali che
@ (D)= 0, ha un sistema di generatori costituito dai binomi del tipo

3) Abbiamo adottato per I'ideale in questione la notazione q_, gid introdotta
da Miecali in [2].
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A) Yy Ziy..iy— Yx Zj, .5, dove i+ 1=jn, ix=0x+ 1, ¢

(o) Zi..iy Zjy .53 — Z‘,m‘.s, Zj; il dove i, + j, =i, + j, per ogni h.

Sia infatti & una forma di Qe di grado » mnelle Z. Si ha:
® = 3 a; M; dove gli M; sono monomi unitari di grado », a;€ 4,
per ogni i, Allora il peso globale di ogni M; vale nr, onde P &
combinazione di monomi globalmente isobari. Si pud quindi appli-
care la proposizione 2 e si ha: @ & combinazione a coefficienti in
A di binomi isobari e omogenei nelle Z. D’altra parte, per le pro-
posizioni 3 e 4, ogni binomio isobaro e omogeneo nelle Z appartiene
all’ideale generato da binomi dei tipi (1,) e (4,); di qui I’asserto.

COROLLARIO. L’ideale ( di B generato dalle forme lineari
2 i, Zi i, tali che S b, o yuys..yls=0 ha un sistema di ge-

neratori costituito dai binomsi del tipo (4,).

6. 1 risultati ottenuti permettono di determinare l’algebra sim-
metrica, 1’algebra di Rees e Vanello graduato associato relativi al-
lideale m».

Ricordiamo brevemente il significato di queste strutture. Sia A
un anello e @ un suo ideale proprio.

DEFINIZIONE 7. Sia 7 Valgebra tensoriale relativa all’ideale q
e @ Dideale di 7T generato dagli elementi del tipo xy — yx, dove
x, y € a. Chiamiamo algebra simmetrica di a 1’algebra quoziente
7/Q 4.

Nel seguito denoteremo con & un ideale di tipo finito e con
ay, Ay, ..., dg, un suo sistema di generatori.

Si ha la seguente proposizione (cf. [2], ch I, n°® 2).

PROPOSIZIONE 5. Posto B = A [Z,, ..., Z,] chiamiamo q Uideale
di B generato dalle forme lineari b, Z, 4 b, Z, + ... 4+ b, Z,, dove
bje Al <<j<s), tali che b a, 4 ... 4 bsa;, = 0. Allora si ha
8(a) > B/q.

4) Per maggiori particolari sulle algebre tensoriali e simmetriche, of. [1].
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DEFINIZIONE 8. Diciamo algebra di Rees E (a) dell’ideale g il
sottoanello di A4 [Z] costituito dalle somme finite del tipo ¢, 4 ¢,Z +
4+ ¢, Z% 4 ... + ¢, Z™ dove c;Eat.

Vale la seguente proposizione (cf. [2]):

PROPOSIZIONE 6. Se chiamiamo (o Videale omogeneo di B gene-
rato dalle forme g(Z, ,...,Zs) tali che g(a,,...,a) = 0, allora R (a)
é isomorfa @ B/(oo .

Si ha evidentemente  c (.

DEFINIZIONE 9. Chiamiamo anello graduato associato dell’ideale
a, lanello G (a) = = ar/ar*!.
n=0

Segue facilmente dalla proposizione 6 la seguente

PROPOSIZIONE 7. E possibile rappresentare G (a) come quoziente
di A[Z, ..., Z) rispetto all’ideale '’ = (oo + A A |Z s Zs).

Possiamo adesso concludere, in virtu del teorema 1, che per
lideale m™, dove m & un ideale generato da una A-successione
Yy, Ys, vale il seguente teorema.

TEOREMA 2. Si hanno i seguenti isomorfismi :
Sm"=A[...Z; ..iz..]/q, dove q ¢ generato dai binomi del tipo yn Z;,....;—

—YiZj,.. j, €ON inA-1= jn, =jr+1; R ()=A[...Z; ;...]/Qoos dOVE (oo €

generato dai binom?i Z'.‘mis Zf'x---is — Z, il Z.; .4, con b, J, =1, +
per ogni h e da Yn Zi . i, — Yx Zj, .. j, CON i 4 L=jp, e =jr + 1;
GmY) = Al .. Z;. ]/q , dove q’ ¢ generato dagli elementi
y‘ll Yoy, (@1-+@2+...+@s~—n) e dai binomi Zil_”i’ Zjl...jR—Zil'...i; Zj;m].;

dove iy, + jn = i + jr per ogni h.
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