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UNA MAGGIORAZIONE INTEGRALE
PER LE CURVATURE
DELLE IPERSUPERFICI MINIMALI

MARIO MIRANDA *)

Per le superfici cartesiane 2-dimensionali minimali sono note
valutazioni puntuali della curvatura di Gauss. In [1] Heinz ha pro-
vato V'esistenza di una costante y tale che: se § = {(z, f(2)); » € R?,
|| < d} & una superficie minimale, detta K la curvatura di Gauss
di S nel punto (0, f(0)) si ha

|K|<yd?.

Hopf, Ossermann e Finn hanno migliorato tale risultato in [2],
[3] e [4]).

In questo lavoro proveremo che per ogni intero m > 1 esiste
una costante k(m) tale che: se S={(x, f(2); x€R™, |x|<<d} @
una ipersuperficie minimale, indicata con ¢*> la somma dei quadrati
delle curvature principali di S, si ha, per ogni p <d,

2
f{ﬂ dH,, <<k (m) (d_-—i_g) o2,
Se

dove S, = ((, f(x)); x€R™, |w*+ |f(®) —f(0)P<¢*, e Hy & 1a
misura di Hausdorff m-dimensionale in R™+!,

*) Lavoro eseguito nel’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca del Comi-
tato Nazionale per la matematica del C. N. R.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universitd di Pisa.
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Ringrazio Ennio De Giorgi con il quale ho discusso i risultati
di questo lavoro.

1. Sia 2 c R" (n> 1) aperto e g€ C? () con

(1.1) 1D =)/ 2 IDg@p >0, waeo,

Su 2 possiamo considerare gli operatori differenziali lineari d;
(=1, ...,n) definiti da

(1.2) 8;=D;— »;(x) 15”1 va (@) Dy, wn (@)= Dyg(x)-|Dg @)|.

Vale allora la seguente

PROPOSIZIONE 1. Sia x € 2 e S={v; x€ Q, g () =g (x,)}.
Siano u, v€ €1 (2) con

(1.3) w(x) = (x), per z€S.

Si ha allora

(1.4) diu(x,) = 0; v (x,), per i=1,u,n.
Dim. Posto w =u — v dalla (1.3) si ricava

(1.5) w(x)=0, per r€S.

Esistera allora A€ R tale che

(1.6) D;w (xy) = A vi(x,) per t=1,u.,n,
e quindi
(1.7) 8w () = 4 v (%) l—hZ | va (2,) ?| = 0.
=1
c. v.d.
Dall’essere 2 »2 =1 si ricavano le
=1
(1.8) 2 1';55=0,
=0

(1.9) 2‘!’.‘6},1’;:0, per h=1,...,1’0.

i=1
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Altre due identita relative agli operatori J; sono contenute
nella seguente

PROPOSIZIONE 2. Per gli operatori &; definiti da (1.2) valgono le
(1.10) 8 vj=dj;, per hj=1..,n,
(L11) 8,0, — 8; 6= hz:(v.-a,v,,— &), per i,j=1,..,mn.
DiM. Per provare la (1.10) si osservi che dalla (1.2) si ricava

(1.12) d;vj=|Dg|~'{D;Djg — v D;| Dg | —

- ’l’ihzl vy, Dy, ng + ‘l'."l'jhzl v, Dy, | Dg I y
e poicheé vale

(1.13) D;|Dg|= Z »DyDsyg,
h=1
dalle (1.12) e (1.13) si ricava

n
(1.14) 6.“}‘_1= | Dg l_l D;ng—— Y 2 thhD;g—
h=1

_'V,'hzl ’V}.Dhng—}-')’;‘l’jhgl ?’hDhlpgl y

da cui risulta evidente la simmetria dei &;»; rispetto ai due indici.
Per provare la (1.11) sostituiamo a 4; la sua espressione me-
diante le D;,, abbiamo cosl

(1.15) d; 6j =& D; — v 2 v 6Dy — 2 (v divi+ v ;v1) Dy,
h=1 h=1

Operando la stessa sostituzione su 4J; si ha

(1.16) 6,' Dj—'l'j 2 Y 6,-Dh= D,'Dj—’l',' 2 "’hDh Dj—
h=1 h=1

n n
— ).%‘1 Yh Dh D;—i— le'.'hz Yh VthDk .

yk=1
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Dalle (1.15) e (1.16), tenuto conto della (1.10), si ha

(1.17) 0;0j— 8;0i= 3 (% 05vy — v;0ivy) Dy

h=1

Dalle (1.17), (1.2) e (1.9) si ha la (1.11).
c. v. d.

Una semplice relazione esiste poi fra le 4;»; e le curvature
principali delle ipersuperfici di livello della funzione g. Alla dimo-
strazione di questa premettiamo il seguente

LEMMA 1, Sia 2 c R* aperto ¢ g€ C* () verifichi la (1.1). Sia
. R"—> R" isometria e, posto =12 e 'gv= g o v, indichiamo
con &; gli operatori su £ associati a g mediante la (1.2) e con 3: gli
operatori sw @ associati a ; allo stesso modo. St ha allora

n N~ A~
(1.18) S |&vi@EP= 2 |8iviw)|% per x€Q e y=r1 ().
j i, j=1

1, j=1

Dim. Indicata con A = (ay) la matrice derivata di == e per
f€C* () con F la funzione fo:—! si ha, per la regola di deriva-
zione delle funzioni composte,

~

(1.19) -a—f-(y)= Zn‘ a},;a—f(m), per x€82 e y=r1(x).
Yi h=1 Ry

Dalla (1.19) essendo A ortogonale si ricava

n a}‘\' 2 n af 2
1.20 —_ = J | = .
(1.20) zl= (y)\ 2| @
Dalle (1.19) e (1.20) segue allora
(1.21) W)= 3 apiv(a).

h=1
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Per Vortogonalita di A dalle (1.19) e (1.21) segue

. n‘N g’j _ n n . n af _

(1.22) iil vi(y) a; (.’/)——i_z__'1 h£1 @pi i (%) Zlakt . () =

= z vh(w)—f—(x) Z Qi Wi = § i (X) —— LA (2).
0%h
Dalle (1.22), (1.21) e (1.19) si ha
i =3 a. S a. . K8
(1.23) &f(y) —]51 aj; 3, (x) jfl aj; vj () 151 v (%) rm (@) =
=30l o) — @) 2 )L (@) = 5 a5 8,1 )

j=1 ox; = j=1

Dalle (1.21) e (1.23) si ha allora
~ ~ n n n
(1.24)  &rvi() = 2 apidp 2 amjvi (@)= 3 an; azj 83 v (2).
h=1 k=1 h k=1

Essendo A ortogonale da (1.24) si ricava

n ~ ~ n 2
(1.25) Z|ovy) ==
i=1 h=1

2 (U7 6;, Vi (w)
k=1

)

e per lo stesso motivo

NN A, A n n n 2 n n 2
(1.26) 2 X ld. Vj(y) |2= 2 2|2 Qg 6;,1%(:0) =23 X léh ‘l’k(.’t')
j=1 i=1 h=1 j=1 k= h=1 k=1
c. v. d.

Possiamo ora provare il
TEOREMA 1. Sia 2 c B* (n > 1) aperto, g€ 0*(2) con Dy (z)==0
N 2z € Q. Posto vj=Djg-|Dg|~'(j=1,..,n) ed=D;—»; 3 v, Dy
h=1

(i=1,..,n) e, per z,€ 9, indicata con c®(x,) la somma dei quadrati
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delle curvature principali, calcolate in x,, dell’ipersuperficie {x; x €2,

g (x) = g (x,)} vale Videntita

(L.27) o (@) = -an | 83 (g) 2

Y )=

DiM. Grazie al Lemma 1 possiamo supporre che g verifichi le

(1.28) D;g(xy) =0, per ti=1..,n—1,
(1.29) D, g (wg) = | Dy (x,) |,
(1.30) D; D;g (xy) =0, per t3=j, ,ji=1,.,n—1.

Si ha allora facilmente
n—1
(1.31) ? (wo)='_21' | Di D; g () 2| Dg () |2 .

Per quanto riguarda i d;»;(x,) si ha, essendo v, (x,)=1 e quindi
x, punto di massimo per v, ,

(1.32) Oi vy () = 0, per t=1,..,n,
da cui si ha anche, per la Proposizione 2,
(1.33) On ¥i () = 0, per t=1,..,n

D’altra parte, per i, j < n, dalle (1.28) si ha

(1.34) 6; Yj (wo) = D; Vj (mo) ’

D; D; g (=)
1.35 Di'y' x,)) = ___L__O_
(1.35) AEN) [Dg @y) |
e quindi

(1.36) 0;vj(xy) = D; Djg (x,):| Dy () |, per i< mn.
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Dalle (1.30), (1.32), (1.33) e (1.36) si ha finalmente
n n—l1
(1.37) I | ivixy) 2= Z‘l | Di D; g () |* - | Dy () |2,
%, j=1 1=

da cui, tenuto conto della (1.31), si ha 1’asserto.
e v.d.

2. Supponiamo ora che ¢ verifichi ’equazione

n .
(2.1) s p, 29

Wil A Y
i= | Dyg|

ovvero l’equazione di Eulero del problema di minimo per l’integrale
f | Dy () | da.
2

Con le notazioni del n. 1 ’equazione (2.1) puo scriversi nella
forma equivalente
n
(2-2) Z (551’5:0.
=1
L’equivalenza delle (2.1) e (2.2) insieme con la Proposizione 1
mostra come la stazionarieta dell’integrale del gradiente di una
funzione si riduca ad una proprietd delle ipersuperfici di livello
della funzione stessa. Vale precisamente il

TEOREMA 2. Sia Qc R" (n > 1) aperto e g€ 0%(2) con Dg(x)==0
Mz €. Allora g verifica Vequaziome (2.1) se e solo se per ogni
x, € Q2 la ipersuperficie {x; x € 2, g(x) =g (x,)} é minimale (1).

DimM. Fissato x,€ £ esiste ¢ (1 <<i<"n), un aperto I c R, un
aperto A ¢ R*1, una funzione f: A — I di classe O? tali che
(2.3) Q=5 €I, (T, ,®,..,)EA}jc Q,

(2.4) (x; z€Q), gl@)=4g (®g)} =

N N\
=05 Bi=F (@) y ey Tiyorey Tn)y (Byy eeey @iy ooy @) €A},

(!) Per ipersuperficie minimale si intenda una ipersuperficie che localmente
pud essere rappresentata mediante una funzione soluzione dell’equazione delle
ipersuperfici di area minima.



98 Mario Miranda

Indicata con 5 : £,— R Vapplicazione definita da
(2.5) @) = i — @y oo s iy orn s Ta),

si ha, grazie alla Proposizione 1 e con ovvio significato delle nota-
zioni,

(2.6) 3};}(%) = &; »j (x,), per hj=1,..,n

Quindi, per la (2.2), si ha

(2.7) 3 Bivilay) =
ovvero
Dy
(2.8) 3 D= @y =o.
i=1 | Dg

Basta infine osservare che la (2.8) con la sostituzione (2.5) si tra-

sforma nella equazione delle ipersuperfici di area minima.
e. v. d.

Dal Teorema 2 e da un classico risultato di Hopf [5] si ha
che le ipersuperfici di livello delle funzioni soluzioni di (2.1) sono
analitiche. Ricordando la Proposizione 1 possiamo allora applicare
a (2.2) operatore 8, e tenendo conto della (1.11) si ha

(2.9) 0—26;, (Vi = 26 6h"w+2 Z(Vhéﬂ'y—"'zah”,y)‘s]vn

i=1 i=1 j=1
ovvero anche, tenuto conto delle (1.9) e (1.10),

(2.10) Eéévh+ 3 Gv)Pra=0, per h=1,..,n.

3, j=1

n

Dove ricordiamo che X (4;7)® ¢ la somma dei quadrati delle
i, j=1

curvature principali delle ipersuperfici di livello, mentre, come si pud

n
verificare (v. formula (23) pag. 85 di [6]), Poperatore X J;d;, valendo
i=]1

la (2.2), coincide con ’operatore di Laplace-Beltrami della ipersu-
perficie.
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3. Sia A c R™ (m > 1) aperto e f€ C?(4) verifichi Vequazione
delle ipersuperfici di area minima, ovvero

m D‘f

3.1 2 D{:=
@D =t )1+ [DfP

Dai risultati stabiliti in [7], [8], [9] e [10] si ricava il seguente

TEOREMA 3. Sia A c R™ (m > 1) aperto e f€ C?(A) verifichi
PVequazione (3.1). Allora per ogni x,€ A e per ogni o < dist (x, 04)
8t ha

S 1
(3.2) / T @ P e <™ wniom. )

{25 | @—a0 |3+ | £ (2)—f (o) 12<<g%

Dim. Il problema di minimo per I’integrale / V1 + | Dg (@) | dz

L o {2 |d—a0 | S o
nella classe delle funzioni lipschitziane e verificanti

(3.3) g@=f(@), vper |r—ax5|=p,

ha soluzione, come & stato provato in [7] (v. Teor. 1.2 e Prop. 6.2),
e tale soluzione, grazie al teorema di regolarizzazione di De Giorgi
[11] (cfr. anche Stampacchia [12]) e ad un risultato di Morrey (v.
Teor. 9.2 di [13]), & di classe C? e quindi verifica ’equazione (3.1)
in {#; |# — x,| < o}. Poich® per la (3.1) vale il teorema di unicita
avremo allora che la f stessa e la soluzione del problema di minimo
considerato. Grazie allora al Lemma 5.1 di [7] la ipersuperficie
{(@, f(x)); |® — x| << o} avrd area minima fra tutte le ipersuperfici
continue {(z,9(®)): |® —=,|<<p} tali che g(z)=f(x) per | —x,|=0p,
e quindi per la Proposizione 2.3 di [8] linsieme E = {(z, y);
|# — «,| < o, y<<f(x)} ha frontiera orientata localmente di misura
minima. Vale allora, per la formula (3.11) di [9],

m -+ 1

2

(3.4) | Do (x,y; B)| <
{@, y) i | 2—20 |3+ | y—f (@0) |2<e%

Dmt1 * o™,

(®) @4y @ la misura della sfera unitaria di B™17,
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da cui, grazie alla Proposizione 1.9 e al Teorema 1.8 di [10] si ha

Passerto.
c. v. d.

Indichiamo con ¢ la funzionme definita in A <X K da
(3.5) g@xy)=y—f(®), per =z€A e yeR.

La g verifica Yequazione (2.1) (v. Teorema 2) e quindi, indicata con
¢® la somma dei quadrati delle curvature principali della ipersu-
perficie {(», f(»)); € A} si ha, dalla (2.10) e dal Teorema 1,

m—+1
(3.6) S 0;6ivn +c2vp=0, per h=1,..,m+1.

i=1

—1
Essendo vy = (14| Df[®) 2 > 0 possiamo porre w = — log vy,
e dalla (3.6) discende allora
m—+41 m+1

(37) 2 6,’6;”&0—2 (6,”“’)2—“62=O.

=1 i=1

4. Dalla (3.7) dedurremo ora la diseguaglianza annunciata per
le curvature delle ipersuperfici di area minima. Per fare questo co-
minciamo col provare due lemmi.

LEMMA 2, Sia Ac R™(m > 1) aperto e¢ f€ C? (A) verifichi la
(3.1). Allora per ogni a€ Cy(A > R) () si ha

(4.1) fa,-a dH,, =0, per i=1,..,m-+41,
s

dove 8 = |, f(®); x€ A}, Hy éla misura di Hausdorff m-dimensio-
nale in R™+1 ¢ §; sono gli operatori associati alla funzione g (x,y) =

=y —f(@).

®) C(‘) (4 >< R) & l'insieme delle funzioni reali di classe C! a supporto com-
patto contenuto in 4 > R.
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DiM. Sia %: A X R—> R definita da

(4.2) & (@, y) = a (2, f (2)).

Si ha ovviamente « € Cy (A < R) e, per la Proposizione 1,
(4.3) féigde=f6;dem, per i=1,..,m-+1.
5 §

Essendo Dy, «=0 si ha

(4.4) do=D;a —»3 v Dyo, per i<m,
h=1
(4.5) Omy1 & = — Vmp1 S v Drot.
h=1

Dalla (4.4) si ricava

(4.6) f&;;dﬂm =f(D,-;—v,-Z v D,,Z)Vl + | Df |Pdx , per i<<m,
h=1
i

e quindi, dalla formula di Green,

(4.7) faide =—fzgpi;/l+|Df|2—§1)h(vhv.-h+|1)f|2) dx.
h=1
S

S

Tenuto conto della (3.1) si ha

(4.8) ’g'th (v w1 + | DFP) =

=m-hz va DuV1 + | DF? +V1+|Df|2h2thhv.~ ,
=1 =1

e quindi

(4.9) D.~V1+|Df|2—éDh(nle-i-lDflg)=
=&V TF[DFF + A+ DFP) dmpa i -
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Poichd & /1 + | Df 2= ¥m41, si ha

(4.10)  &V1F | DFP = — vmt10i¥mp1 = — (1 + | DF PP) & ¥mp1 -

Dalle (4.9) e (4.10), ricordando la Proposizione 2, si ha

@1 DITFTDF — 2 DatunfTF[DFP =0,
=1

e quindi da (4.11), (4.7) e (4.3) si ha ’asserto per ¢ < m.
Analogamente partendo da (4.5) si ha 1’asserto per i =m-}1.
c. v.d.

LEMMA 3. Per ogni intero m > 1 esiste una rostante y(m) tale
che: se Ac R™ & aperto e f€ 0% (A) verifica la (3.1), se w€ 0% (A < R)
verifica

m+1 m—+1
(4.12) Zobw= 3 (;w)P su 8={@xf(®);zcAd}
=1 =1

allora per ogni x,€ A ¢ o < d = dist (x,, § 4) st ha

m+1 d 2
(4.13) 3 (diw)? dHp < y (m) (——) e™ 3
i=1 d—pe

8 (z0)
dove 8, (z)) = {(@, f (@) | @ — x| + | f (@) — f (@o) [ < 0%} .

Dim. Supponiamo x, = 0, f(x,) = 0 e scriviamo S, per 8, (0).

Fissati ¢ (0 <t < d) e una successione infinitesima di numeri
positivi {e), indichiamo con {y,} una successione di funzioni di
0! (A >< R) tali che

(4.14) 0<wyr<1,in A <R,
1, per x€ A, yeR, |v|P+ > <
(4.15) yu(z,y) =
0, per z€A, yER, [P+ 4* > (t 4 &),

(4.16) | Dyn| <1+ en)en ', in A R.
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Avremo allora

m+1 m+1
(4.17) S 6;6;wdH,, < min lim | 3 Yh d;6;wdH,, y
J =1 h—oo ] i=1
S

S

D’altra parte per il Lemma 2 si ha

(4.18) /w,.zaawdﬂm_—fzowawdﬂm,
S

i=1

ovvero anche, per la (4.15),

m--1 m+1
(4.19) f’l[)h 2 6.‘ 6.'1,0 dH,, = —f =z (Silph 6.-wdHh.
=1 =1
s Setap—St

Per la diseguaglianza di Schwarz e per la (4.16) si ha allora

i=1

m+1
(4.20) ftph S 6 6wdH, <
5

<1+ ]/a,r‘ f "3 (80 AHp Yor Hon Sepey — 8-
=1
Stte—St

Posto allora M (t) = H,, (S e N(t)=f1:‘£.',-‘11(¢§.-w)2 dH,,, dalle (4.20),
(4.17) e (4.12) si ricava, per quasi tntti i {(0 <t < d)

(4.21) NoO<VM N @,

ovvero, supponendo N (o) > 0,

1

(4.22) 5

—1 . -
g(m), per quasi tutti i t(o <t < d).



104 Mario Miranda

Integrando la (4.22) fra ¢ e 6 (¢ < 0 < d) e applicando al primo
nembro la diseguaglianza di Schwarz si ha

(6 — 0)? 1 1

(4.23) Ho—He ~N@ ¥’

e quindi anche

%, per Yo(e<o<d).

2
(4.24) No=g—
Dalla (4.24) e dal Teorema 3 si ricava

om

(6 — o)

1
(4.25) N(g)gm‘; Omp1 5, Der Moo <o<d).

Nel caso m = 2 la (4.25) & proprio quanto cercavamo con

3 X
7(2)= 5 wg. Per m>2 si osservi che la funzione o™ (6 —o)?

m
m— 2

nell’intervallo (g, + co) ha minimo nel punto 0. Quindi dalla

(4.25) si ricava

m+ 1 mm om?
(4.26) N(Q) < —5— Ompr m ot gEr % = _——0,
m-41 mm d \?om? m
(4.27) No)< D) (Dm+1(m_ 2)m—2 (d_g) m2 ’ se d<m—2 e
Dalle (4.26) e (4.27) segue che vale I’asserto con
m-41 mm 1
7(m)= ) wm+1(m___2)m—2'§§’ per m>2.
c. v. d.

Possiamo finalmente provare il

TEOREMA 4. Per ogni intero m > 1 esiste una costante k (m) tale
che: se A c R™ ¢ aperto e f€ 0?(A) & soluzione della equazione delle
ipersuperfici di area minitma, allora per ognt x €A e o < d =
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= dist (z,, 94) vale la diseguaglianza

2
(4.28) ¢ dHp <<k (m) (d—j—z)) "

8@

dove ¢® é la somma det quadrati delle curvature principali della iper-
superficie 8 = {(x,f(x)) ; x €A} e

8, (@g) = {(@, f @) ; |@ — @y |* + |fl@) —f (@) F<0? .

Dim. Poniamo
(4.29) w (x,y) = log /1 4 | Df (@)%, per x€ A e y€R.

Per quanto gia osservato nel n.2 w risulta analitica in A < R e
grazie alla (3.7) vale

m+1
(4.30) ? < 3 8;6;w, su 8.

i=1

Fissati g, 0 (0 < 0 < d) indichiamo con {y;} una successione di fun-
zioni di C!' (4 < R) tali che

(4.31) 0<wyr<1, in 4 <R,

1, per w€A, Y€ R, |2 —ao [P + |y — f (@) P <o?
(4.32) yale,9) = ‘ ,

0, per w€A, ye R, |z —u, | + [y — f (@) > > 0®
(4.33) lim max | Dys|= (6 — o).

h~co AXE
Dalla (4.30) e dal Lemma 2 si ha

m+1
(4.34) fwh c;dH,, < — S 6wy dH,, ,
=1
S
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e quindi anche, per la diseguaglianza di Schwarz e la (4.32),

(4.35) fcde <max|Dtph|Vf 2(6‘ )2 dHp -V Hopm (8, (%)) -

sp("\))

Facendo tendere h — co e tenendo presente la (4.33) si ha

(4.36) f Al < (6 — 0) —1]/ "3 (6 w)t dHm VH, (8, (@,))-
Sy(an) S

Dal Lemma 3 si ha, per ogni z(c <t < d),

m+1 T 2
(4.37) 3 (Giwf dHp, <y (m)( ) o™,

=1 T—o0
S(@0)

e quindi, ricordando il Teorema 3, dalla (4.36) si ricava

m 41 7-0™1
(4.38) 5/;:: dH,, < Vy (m) —5 wm+1°m )
3
Morle<<o<t<<ad).

Se si scelgono o, v in modo che 6 — ¢ =7t — o, da (4.38) si ha

(4.39) fcdem£4V7(m)m;_1wm+l -&F,Vt(g<t<d).

8y(20)

Dalla (4.39) segue l’asserto ripetendo il ragionamento della dimostra-

zione del Lemma 3 a partire dalla formula (4.25).
c. v. d.
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