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STRUTTURE GRUPPALI ASSOCIATE
AD UNA INVOLUZIONE

MARIO POLETTI®)

Il seguente teorema caratterizza le applicazioni di un insieme
in 88, che coincidono con l’inversione di un opportuno gruppo abe-
liano avente per sostegno l’insieme.

TEOREMA. Sia £ un insieme di cardinalitd o, f una applica-
zione di £ in sé, X Dlinsieme dei punti uniti di f di cardinalitd o, ¥
Pinsieme dei punti non uniti di f di cardinalitd . Allora condizione
necessaria e sufficiente affinché f coincida con Pinversione di un
opportuno gruppo abeliano che ha per sostegno £, & che f sia in-
volutoria, che w = ou, che 6 = 2" se ¢ & un cardinale finito, e che
A=0 0 1=w se ¢ & un cardinale transfinito.

Dim. Se f coincide con I’inversione di un certo gruppo abeliano
che ha per sostegno {2, f & certamente involutoria, ed inoltre X ri-
sulta sottogruppo di tale gruppo. Esiste quindi u tale che w = oy,
e se o & transfinito allora 0 A =0 o 1= w; inoltre, siccome ogni
elemento del gruppo X coincide con il proprio inverso, se o & finito,
esiste n tale che ¢ = 2".

Se f, w, 0,2 verificano le dette condizioni, esistono gruppi abe-
liani G di cardinalitd w, tali che siano 0,1 le cardinalitd dei loro
sottinsiemi {g/g€ @, 9= —g},{9/9€ @, g = — g}. Infatti, detto Z -
il gruppo additivo degli interi, tali gruppi possono essere costruiti

*) Indirizzo dell’A : Istituto Matematico, Universitd, Pisa.
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come segue: 1) se w & finito e 0 = 1, dall’essere {{a, fa}/a € 2} una
partizione di 2 in insiemi di cardinalitd << 2, di cui uno soltanto
di cardinalitd 1, segue che w & dispari, e quindi che Z/wZ & un
tale gruppo; 2) se w & finito, posto u = 2*.%, con k dispari, allora
(Z]2v+ Z) < (Z | kZ), (Z | 2Z)— X (Z| 2+ Z)) < (Z/kZ) sono tali
gruppi rispettivamente nel caso che ¢ = 2 e che 0 = 2" con 2 << n;
3) se w & transfinito e ¢ =1, allora il prodotto debole di una fa-
miglia di cardinalitd « di gruppi isomorfi a Z & un tale gruppo;
4) se w & transfinito, o & finito e 0 = 2" con 1 << n, allora detto F
il prodotto debole di una famiglia di cardinalita w di gruppi iso-
morfi a Z, si ha che (Z/2Z)" >< F & un tale gruppo ; 5) se w & tran-
sfinito, ¢ & transfinito, e 1 = 0, allora il prodotto debole di una fa-
miglia di cardinalitd « di gruppi isomorfi a Z/2Z & un tale gruppo;
6) se w & transfinito, o & transfinito, e 1 = w, allora detto H il pro-
dotto debole di una famiglia di cardinalita ¢ di gruppi isomorfi a
Z|2Z, e detto F il prodotto debole di una famiglia di cardinalitd
di gruppi isomorfi a Z, si ha che H >< F & un tale gruppo. Sia
quindi G un gruppo abeliano verificante le proprieta descritte ; sic-
come card {g/g€@, 9= —g}=card X, card {g/g€ @G, g+ — g} =
= card Y, esiste una applicazione biiettiva = di £2 su @, tale che
nf=jn, ove j & linversione del gruppo G. Cid posto, f coincide
con linversione del gruppo (£, +), definito dall’essere a + b = a—1!
(ma + =b) per ogni a, b€ Q.

Manoscritto pervenuto in redazione il 9 luglio 1966.



