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DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV
SULLE IPERSUPERFICI MINIMALI

MARIO MIRANDA *)

In questo lavoro si dimostra una diseguaglianza del tipo di
Sobolev per funzioni definite su ipersuperfici minimali.

L’interesse del risultato sta nel fatto che la costante che com-
pare nella maggiorazione dipende solo dalla dimensione della ipersu-
perficie considerata.

Per la dimostrazione si fa uso di un procedimento introdotto
da De Giorgi in [1] e ci 8i avvale di una diseguaglianza isoperime-
trica provata da Federer e Fleming per le correnti intere in [2].

1. Richiamiamo alcune definizioni e notazioni introdotte in [2]
e [3].

Ad ogni funzione f€ C?(£2), con 2 c R" aperto, associamo » -+ 1
operatori differenziali (i = 1,...,n+41) su 2 < R alla maniera

seguente. Indicata con ? Papplicazione di 2 < R in R: f' (@, y) =
=y—f(@), e posto =D, f|Df [ (i=1,...,n+1) (1).-=a%)
gli operatori J; risultano definiti da

n+1
(1.1) di=D; —v; 3 vy Dy.
h=1

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Com. Naz. per la
matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’autore: Istituto Matematico dell’Universita, Pisa.
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Per corrente k-dimensionale definita su un aperto Q di R»
(0 <<k << n) intendiamo un funzionale lineare continuo definito sulle
forme differenziali di grado % a coefficienti in €, (£2)(}).

Le correnti qui considerate sono piti generali di quelle di Fe-
derer e Fleming [2], le correnti di Federer e Fleming essendo de-
finite sulle forme differenziali a coefficienti in C*° (£2). Le definizioni
di bordo, di massa, di supporto di una corrente si danno per le
correnti qui considerate in maniera analoga a quella di Federer e
Fleming. Per tali definizioni rinviamo quindi a [2]. Solo ricordiamo
che se si indica con 7T una corrente allora con 4T si indichera il
suo bordo, con supp 7' si indichera il suo supporto e con M (T) la
sua massa. Se 2 & un aperto di R" se F: 22— A, con A aperto
di R™, & di classe C~ ed & tale che per ogni compatto K di A
F-1(K) & compatto di £, se T & una corrente definita su £, con
Fy T si indichera la corrente definita su A da Fy T = To F#, dove
F# & la trasformazione indotta da F sulle forme differenziali. Se
T & una corrente k-dimensionale e ® una forma differenziale di
grado h(0<<h<Ck) indicheremo con 7' A w la corrente (¥ — h)-dimensio-
nale definita da: (TAw, 0 =¢T, wAo) dove nel secondo membro
A indica il prodotto esterno delle forme differenziali.

Ricordiamo che se T & una corrente di massa finita definita
sull’aperto £ allora essa pud essere considerata come un funzio-
nale definito su tutte le forme differenziali a coefficienti funzioni di
Baire limitate, continuo rispetto alla convergenza puntuale per
successioni di forme a coefficienti equilimitati. In tal caso ha
senso considerare, per F c £ insieme di Borel, la TAq@gr (dove
¢r ¢ la funzione caratteristica di F). Nel seguito scriveremo 7'Nn E
per TAgpr. Ad F pud essere associata la corrente n-dimensionale

*) C:° (£2) indica I'insieme delle funzioni C* a supporto compatto contenunto
in 2. In C;"(.Q) si considera la seguente convergenza: @, —~ @ se esiste un com-
patto K di 2 tale che supp ¢; C K, \/i e se per ogni a € N* (N= interi non

ba1+a2+...+an
————————— . Per
O%TL ..o DENB
convergenza delle forme differenziali si intende la convergenza dei loro coeffi-
cienti, e rispetto a tale convergenza le correnti devono essere continue.

negativi) si ha che D“g@,~ D" ¢ uniformemente (D“:
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F definita da

(1.2) (B o@de, A Ade) = [a)(x) dw.

E

Alla superficie 8 = {(z,f(2)); v€ 2} con Qc R* e f€ (?(Q) as-
sociamo la corrente 8 su 2 < R data da Fy 4, dove F (x) =

S (@, f ().

n ~

Avremo allora per w= 2 w;dx; (dw. =dw A Ad@;_y A AT; 3 A AdiTy 1)
i=1

;€ 0y (2><R) (t=1,..,n4+1):

(1.3) (8 0)=(T, Fio)=(—1p f%(—1)‘ws(~‘v,f(w))D.-f(w)dw+
=1

]

+ [w”+l (@, f (%)) do = (— 1)*+1 n;(-— 1) wivi dH, (%),
g

=1
S

dove H, & la misura di Hausdorff n-dimensionale in R"+!

2. In questo paragrafo proveremo alcuni risultati preliminari
alla dimostrazione della diseguaglianza di Sobolev

LEMMA 1. Per 8 = {(a, f(2));2x €8}, con L2 c R" aperto e
SEC? (), e per g€ C} (2 < R) vale

ey MEE0 @i loen > i< [ )F oo,
8o i@ y); la(w»y)|<t¢
per ogni t > 0 per cui esiste il secondo membro

(®) dz & Velemento di volume in £, non lo si confonda con dix,

A A dzM_L
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Dim. Fissato t > 0 per cui il secondo membro di (2.1) esista,
per ¢ >0 indichiamo con v, la funzione definita su 2 da

0,8e |g(x,f(x)| <t
1, se |g(@,f(x) | =t+ ¢

e (| g (@ F @) — 1),
se t < |g(@ fl@)| <t+e

(2.2) per x€8: y, (v) =

Indicata allora con 1,7;, la funzione definita su 2 < R da

(2.3) per z€Q, yeR: v, (r,y) = v, (@),
si ha
(2.4) lingﬁmif.='§n{(x,w;lg(w,y)! > t),

e quindi anche
(2.5) lim 3 Sap)=06[5N{(29); | 9 (@ 9)] > 1)),
ovvero, per la semicontinuitd della massa,

(2.6) M[3(E0 (%93 ]9@ )| > 8] < min lim (5S4 p.).

Per quanto riguarda M [¢ (:q' A 17],)] osserviamo che, se ® & una
n — 1)-forma differenziale su R*+! a coefficienti in 0 (2 < R), si ha

(2.7) OB A, w) =(BAp,,dw) =<, p,dw ).

Quindi, se indichiamo con {o;} una successione di funzioni di
Cy (9) tali che

(2.8) uniformemente su 2: o, — vy, ,

(2.9) per i =1,..,n: Dyo,— D;y, in L' (Q),
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e se poniamo

(2.10) per €, yeR: on (@, y) = on (),
8i avra
(2.11) (8, 9, do ) = lim ¢ §, o dw, .

h -+ o0

Poiché d’altra parte vale

(2.12) M h: €8, d(orw)) =0,
si avra
(2.13) Mh: (B, ondo) =— (8, dorAw )
Quindi se
n+1 A A
0= 23 w;dr;dr;
<j=1

(d;}: dl;‘j =dr; A . Adri_ A dx; +1A .. d.l‘j_.l A de.l A A dw,,+1)
si ha
(2.14) VhidSdopaw) =

A~ N+l ~ ~ ~ A
== ( S, > [(—— 1)':_1 D,’ Op Wij dwj -I— (—— 1)7_2 Dj Op d).'j d.)}‘,'] ),
i<i=1

ovvero, ricordando la (1.3),

(2.15) Mhi(S donaw) =

n+1 ) ~ ~

=(— 1)“"'1[ 2 (— 1)ty (v Dj Op — ¥j D; o) w5 dH,.
1<j=1

S

Dalle (2.15), (2.13), (2.11), (2.9), e (2.7) si ha allora

(2.16) (8 Ap),w)=

nt1 " ~ ~
=(—=1"| 5_1 (— 1)+ (% Dy, — »; Di ) wydH,y
Ji=
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e quindi, per le (2.2) e (2.3),

(2.17) (OB AY),0) =

n+1
=(—1)2 ¢! S (— 1) (»mDjg—v;Dig) w;dH,.

i<j=1
80, y);t< | gz, y) | <t+#
Ma valendo, per la definizione dei d;,

(2.18) per 'i,j= l,...,n—l—l: wI)j-—VjD,=vi6j——7j6,',
si ha
(2.19) COBAp),w)=

n41

= (— 1) ¢! [ z . (— 1)+ (859 — »j i 9) wij AH, .
v 1<j=
80 y);t<| g 1]!) | <t+e

Dalla (2.19) si ha allora

=1

S0z y);t<|g@ y) | <t+s

(2.20) per M(w)<<1: <3 B Ap,), w) < el f I/ S (8:9)* dH,, .

Dalle (2.20) e (2.6) si ha allora 1’asserto.
e v. d.

LEMMA 2. Sia 8= {(z,f(x)); €2}, con 2 c R* (n > 1) aperto
semplicemente connesso e f€ C? (), ipersuperficie minimale (ovvero f
é soluzione dell’equazione delle ipersuperfici di area minima) di area
finita. Allora per ogni corrente n-dimensionale T a supporto compatto
contenuto in 2 < R e di bordo nullo vale

(2.21) area S=M@I)< M 8+ T).

DiM. Questa dimostrazione e la trascrizione al caso generale
della dimostrazione che Fleming da di un risultato analogo per il
caso n =2, nel § 5 di [4].

(® Ricordiamo che f risulta allora necessariamente analitica.
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n41 oA
Consideriamo 1la forma differenziale w = 3 (— 1)"+1—¢y; duw; .
=1

Poiché la condizione di minimalitd di S si pud esprimere anche
nella forma

n+1
(2.22) S Divi=0,
=1
si ha
n+1
(2.23) do» = (2} (— 1) Dy v;) A2y A coo A Qpyy = 0.
1=

Essendo £ semplicemente connesso tale sard £ < R e quindi dalla
(2.23) si ricava che esiste una (r — 1)-forma differenziale ¢ a coef-
ficienti in C >~ (22 < R) e tale che do = w. Allora se T & una cor-
rente n-dimensionale con supp 7c Q2 < R e T =0 si ha

(2.24) (T,w)=(T,do) =(6T,0)>=0,
e quindi anche
(2.25) (8 0)=(S+T,w).

Ma, ricordando la (1.3), si ha

(2.26) (S, w)=area 8,
mentre essendo M (w) =1 vale

(2.27) (S+T,0)<ME+T).

Dalle (2.25), (2.26) e (2.27) segue allora ’asserto.
c. v.d.

TEOREMA 1. Per ogni intero m > 1 esiste una costante f(n)
tale che: se S={(x, f(x)); x€Q}, con 2c R aperto convesso e
FEC*(Q), & ipersuperficie minimale ¢ se g€ Cl (L2 < R) allora vale

n—1

(2.28) [Ha (80 {(@,9); |9 @y | >t <

d T
<pm = (4o M,

LY =
S0i@y); g y) | <t

per ogni t > 0 per cui esiste il secondo membro.



76 Mario Miranda

Dim. Fissato ¢t > 0 per cui esista il secondo membro di (2.28),
per tale t, grazie al Lemma 1, 8i ha che X = S§n (@ v); 9@y >t
& corrente intera a supporto compatto contenuto in £ < R.

Allora, per quanto & provato in [2] (cfr. Rem. 6.2), esiste una
corrente intera Y n-dimensionale a supporto compatto contenuto in
2 < R tale che

n—1

(2.29) 0Y=10X, M (Y)" < B(n) M (6X),

dove f(n) dipende solo da n.
Applicando il Lemma 2 alla corrente 7 = Y — X si ha

(2.30) ME)<ME—-X+7),

e, poiche valgono ovviamente

(2.31) ME—-—X+Y)=ME—X)+ M),
(2.32) M\ —X)=M®E)— MX),
si ricava
n—1
(2.33) MX)™ <B(n)M(6X).

Dalla (2.33) ricordando il Lemma 1 e osservando che M (X)=
= H,(8n{wy): |g @ y)|>t]) si ha Vasserto.
c. v. d.

3. Proveremo ora, utilizzando i risultati del n. 2, la disegua-
glianza di Sobolev.

TEOREMA 2. Per ogni intero n > 1 e per ogni reale .11 <<a <

n
<n—2

B (n, &) tale che: se 8= {(x,f(x); x €82}, con 2c R" aperto convesso

(per n =2 deve intenderst ogni o = 1) esiste una costante
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e f€0%(8), é ipersuperficie minimale e se g€ O} (2<R) allora vale
A

1
an  ([lopam)’ <
S

2 1
S+ n-1
< B, a) [Hy (80 {(@,9); g (@) 0D]" -« /gl (6:i9)*dH, .
4 1=
DiM. (Questa dimostrazione ricalca la dimostrazione del Lemma
IIT di [1])). Poniamo
(3.2) B, =80{@09); |g@y|> 4.
Indichiamo con {1} la successione di numeri reali definita da
(3.3) M=inf{i; H, (E) <2 " H,(E) .

Scrivendo X; per E;, si ha

1

(3.4) (flgl“dﬂ) = ( [ )glhdﬂn)"

h=0 .
Lp—Xp+1
Poiché valgono ovviamente
1
(3.5) ( f | g |2 dH,,) Ny [He Xh)]“
Lp—Xp+1
(3.6) /Hn (Xn) < 2-"™ H, (B, ,

dalla (3.4) si ricava

1
- 1 o nh

(3.7) ( f (9 +at)" < [, )" 2 a2
N
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D’altra parte &, per il Teorema 1,

1
(3.8) 3 (b9 aH, =
Xp—Xp41 =

Apt1 .
=—f dth,..l 6; 2dH>dt>ﬁ [[ t)]n dt,

e poiche vale, per la (3.3),
(3.9) H, (Ey) > 2—™*t) H, (E,), per t < Anti s

si ha
(3.10) / VE (8:g)? dH, = B (n)~1 2==D0+D) (11, — Aa) [Ha (Be)]
Zp=Zpt1
Per la diseguaglianza di Schwarz avendosi poi
(3.11) H, (Xh—X;.+1)f (8: 9)? dﬂnz(f]/ 69de)
=1 i=1
Xp=Xpt1 e

dalle (3.10) e (3.6) si ricava

n+1 _2
(3.12) /E (6: 9% dH, = B (ny~2 [H, (E'O)]1 ® (Apgr — Ap)? 2RE—PH2A1—n),
=1

Xn—Xpp1

Poiche vale ovviamente

(3.13) )'k-{-l k+ 1) max lh-]—l -_ lh) s
dalla (3.12) si ha

2
(3.14) A% << B (w)? 22D [H,, (B)]" . 25— (k 4 1) f S (89 dH, .
=1
S
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Dalle (3.14) e (3.7) segue allora

1
(3.15) ( f g [ dH,.)a =
S

2,1 | o 9" n41
< B e 20 [, B T+ 5 e 1p 20D [ R gpan,
k=0 i=1
ovvero vale 1’asserto con
o k(n-2— 1)
(3.16) B (n,a) = f(n)2 221 3 (k4 1)22 a
k=0

dove, si ricordi, f(n) & la costante del Teorema 1 ovvero la co-
stante isoperimetrica di Federer e Fleming (v. [2], Rem. 6.2).

c. v.d.
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