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NORMALISATORREICHE GRUPPEN )

Von REINHOLD BAER *)

Es ist wohlbekannt, dass Gruppen mit Maximal- oder Minimal-
bedingung dann und nur dann nilpotent sind, wenn ihre echten
Untergruppen von ihrem Normalisator verschieden sind. Dariiber
hinaus haben alle die Gruppen die eben angegebene Normalisator-
eigenschaft, deren von 1 verschiedene epimorphe Bilder von 1 ver-
schiedene Zentren haben. Es legt dies den Versuch nahe, Auflosbar-
keitseigenschaften durch die Forderung zu erhalten, dass Unter-
gruppen in irgendeinem Sinne « hdufig» von ihrem Normalisator
verschieden sind. Diese ﬁberlegung fiihrt zum Begriff der normali-
satorreichen Gruppe. Dies sind Gruppen @ mit folgender Eigenschaft :

nr: Ist U eine Untergruppe von G mit U= ng U =F G, so gibt es
eine Untergruppe V von G mit V=V und VEUE V.

Es ist dies eine #dusserst umfassende Klasse: sie enthilt etwa
alle direkten Produkte zweier von 1 verschiedener Gruppen ; ande-
rerseits sind nicht alle Untergruppen und epimorphen Bilder nor-
malisatorreicher Gruppen wieder normalisatorreich. Wir werden
deshalb allerlei Unterklassen der Klasse der normalisatorreichen
Gruppen untersuchen, von denen die folgenden drei besonders er-
wihnenswert erscheinen :

Unr-GRUPPEN sind Gruppen, deren simtliche Untergruppen nor-
malisatorreich sind. Es ist dies immer noch eine recht umfassende
Gruppenklasse : sie ist untergruppen- und erweiterungsvererblich ; sie

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitiit, Frankfurt a. M.

1) Uber Teile dieser Untersuchung haben wir im Friihjahr 1965 an den
Universititen Firenze, Napoli, Padova vorgetragen.
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ist residuell. Insbesondere ist eine Gruppe sicher dann eine unt-
Gruppe, wenn von 1 verschiedene Untergruppen auch von ihrer
Kommutatorgruppe verschieden sind. Hieraus folgt etwa, dass alle
freien Gruppen unt-Gruppen sind, so dass diese Gruppenklasse gewiss
nicht epimorphismenvererblich ist. Andererseits ist eine artinsche
Gruppe [= Gruppe mit Minimalbedingung] dann und nur dann eine
unr-Gruppe, wenn sie auflosbar ist.

tnr-GRUPPEN sind Gruppen, deren simtliche Faktoren [= epi-
morphe Bilder von Untergruppen] normalisatorreich sind. Auch diese
Gruppenklasse ist sehr gross; sie ist faktorenvererblich und die fol-
genden Eigenschaften der Gruppe @ sind #quivalent :

(a) @ ist eine fnr-Gruppe.

(b) Jedes epimorphe Bild H Z=1 von G besitzt einen von 1
verschiedenen unv-Normalteiler.

(¢) Jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild von G besitzt
einen von 1 verschiedenen fnt-Subnormalteiler.

(d) Ist H, ein minimaler Normalteiler eines Faktors von @
und H;y, fiir 0 << ¢ ein minimaler Normalteiler eines Faktors von H;,
g0 ist wenigstens eines der H; eine fny-Gruppe.

Dieses Kriterium gestattet es, recht umfangreiche Gruppenklassen
aufzuweisen, die nur aus fnr-Gruppen bestehen. So ist z.B. jede Hy-
pernilgruppe [= Gruppe, deren nicht-triviale epimorphe Bilder nicht
triviale zyklische Subnormalteiler besitzen] eine fnr-Gruppe.

Artinsche wie auch abelsche [wie auch viele andere] Gruppen
geniigen der

HAUPTMINIMALBEDINGUNG : Ist H, ein minimaler Normalteiler
eines Faktors von @, ist H;;, fiir 0 <<¢ ein minimaler Normalteiler
eines Faktors von H;, so bricht die Kette der H; nach endlich
vielen Schritten [mit einer notwendig einfachen Gruppel ab.

Dann gilt, dass eine Gruppe mit Hauptminimalbedingung dann
und nur dann eine fnr-Gruppe ist, wenn jeder einfache Faktor mit
maximaler Untergruppe zyklisch von Primzahlordnung ist.

BEZEIOHNUNGEN

{.] = von den eingeschlossenen Elementemengen erzeugte Unter-

gruppe
zoy=aly lay, ¥ =y lay
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X¥ — Menge der 2¥ mit x aus X und y aus Y

@’ = Kommutatorgruppe von G = Ableitung von G = {G - G}
GO = @, Gi+) = [GO]) = (i + 1)-te Ableitung von @

3G = Zentrum von G

Xy = Produkt aller in X enthaltenen Normalteiler der Obergruppe
YvonX:=: N Xv

ye¥
Ny U = Normalisator von U in V
Xc Y:=: X ist echte Untergruppe von Y
Faktor =— epimorphes Bild einer Untergruppe

artinsche Gruppe = Gruppe, von deren Untergruppen die Minimal-
bedingung erfiillt wird

noethersche Gruppe = Gruppe, deren sdmtliche Untergruppen end-
lich erzeugbar sind

[¢ = lokal-¢ = endlich erzeugbare Untergruppen sind ¢-Gruppen

hyperabelsch = epimorphe Bilder &= 1 besitzen abelsche Normal-
teiler 4= 1

auflosbar [von endlicher Stufe] = fast alle Abteilungen sind trivial

polyzyklisch = noethersch und auflosbar = noethersch und hypera-
belsch

hyper-¢ = epimorphe Bilder 4= 1 besitzen ¢-Normalteiler == 1.

§ 1. Die nr-Gruppen.

Der Begriff des Normalisatorreichtums kann verschieden scharf
gefasst werden. Im vorliegenden Abschnitt soll der umfassendste
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Begriff diskutiert werden. Die dabei abgeleiteten Kriterien werden
spiater von Nutzen sein.

Die Gruppe G heisse Nr-Gruppe, wenn sie der folgenden Bedin-
gung geniigt:

ne: Ist die echte Untergruppe U wvon G mnormalisatorgleich, so
gibt es eine Untergruppe V von G mit V=VVund VECUEV.

Sind A, B Untergruppen von G mit A=ng4c G,B4 =B
und B ¢ A & B, so folgt aus der wohlbekannten Formel

boxy=(boy)(bouy,

dass (Bo A)4 = Bo A ist. Natiirlich ist BoAC B,sodass AE BoA
ist. Wire Bo A C A, so wire BC ng A = A, was ausgeschlossen
ist. Also hat B o 4 bezgl. A im wesentlichen dieselben Eigenschaften
wie B.

Wir werden spiiter zeigen, dass die Bedingung nt sich weder auf
Untergruppen noch auf epimorphe Bilder vererbt. Zunichst wollen
wir eine Unterklasse der Klasse der nt-Gruppen charakterisieren.

LEMMA 1.1: Sind Durchschnitte und Evrzeugnisse beliebiger Men-
gen von Subnormalteilern der Gruppe G wieder Subnormalteiler von G,
so sind die folgenden REigenschaften von G dquivalent :
(A) Ist die Untergruppe U von G kein Subnormalteiler von @G,
so0 gibt es einen Subnormalteiler Vvon G mit V= VU und VE U E V.
(B) Ist S* das Produkt aller echten Normalteiler des Subnor-
malteilers S von @, ist S/S* nicht abelsch, so gibt es einen Subnor-
malteiler T von G mit T=T5 und TESET.

BEMERKUNGEN : A. Unter einem Subnormalteiler verstehen wir
mit H. Wielandt eine Untergruppe U von G folgender Art:
Es gibt eine endliche Kette von Untergruppen U; derart, dass
U= U,, U; ein Normalteiler von U;,, U, = G

ist.

B. Da von G verschiedene, normalisatorgleiche Untergruppen
von G sicher keine Subnormalteiler von G sind, sind alle Gruppen
mit der Eigenschaft (A) insbesondere auch nt-Gruppen.
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C. Ist die Gruppe G = 4 Q) B direktes Produkt zweier von 1
verschiedener Gruppen A und B, ist U eine Untergruppe von G
mit 1 ¢ Uc @, so unterscheiden wir zwei Fiille :

I. Ist U in A enthalten, so wird B von U normalisiert und U
ist weder Unter- noch Obergruppe von B. Entsprechendes gilt, wenn
U in B enthalten ist.

II. Ist U weder in 4 noch in B enthalten, so konnen wir
wegen U 3= G annehmen, dass A nicht in U enthalten ist. Dann
wird A von U normalisiert und ist weder Ober- noch Untergruppe
von U.

Die Gruppe G geniigt also einer besonders scharfen Form der
Bedingungen (A) und nr.

D. Bekanntlich sind Durchschnitte zweier Subnormalteiler stets
wieder Subnormalteiler, wihrend das Erzeugnis zweier Subnormalteiler
nicht immer ein Subnormalteiler ist. Fiir unendliche Mengen von
Subnormalteilern kann man erst recht nicht erwarten, dass ihre
Durchschnitte und Erzeugnisse wieder Subnormalteiler sind. Gilt
aber der Doppelkettensatz fiir Subnormalteiler, so sind die Erzeug-
nisse zweier Subnormalteiler nach einem Satz von Wielandt stets
wieder Subnormalteiler. Hieraus folgert man miihelos (unter Benut-
zung des Doppelkettensatzes fiir Subnormalteiler), dass Durchschnitte
und Erzeugnisse beliebiger Mengen von Subnormalteilern stets wieder
Subnormalteiler sind.

E. Ist G eine zyklische Gruppe von Primzahlpotenzordnung p»
mit 1 < n, so ist jede Untergruppe von G Normalteiler, so dass
Bedingung (A) unseres Satzes trivial erfiillt ist. Aber von zwei
Untergruppen von G ist stets eine in der andern enthalten, so dass
(B) nicht in der schirferen Form gilt:

(B’) Ist § ein Subnormalteiler von @&, ist das Produkt aller
echten Normalteiler von S ein echter Normalteiler von 8, so gibt
es einen von S normalisierten Subnormalteiler von @, der weder
Untergruppe noch Obergruppe von § ist.

F. Ist G die alternierende Gruppe des Grades 4, so sind die
zyklischen Untergruppen der Ordnung 3 die sidmtlichen Nichtsub-
normalteiler von @. Sie normalisieren den Normalteiler 8 der Ordnung
4, der weder Ober- noch Untergruppe von ihnen ist. Es gilt also
wieder (A). Weiter ist § das Produkt seiner echten Normalteiler
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(als elementar abelsche Gruppe der Ordnung 4). Doch sind alle von
G verschiedenen Subnormalteiler von @ in § enthalten, so dass (B)
nicht in der folgenden schirferen Form gilt:

(B"”) Ist 8 ein Subnormalteiler von @ und S* das Produkt
aller echten Normalteiler von 8, ist S/8* nicht zyklisch von Prim-
zahlordnung, so gibt es einen von § normalisierten Subnormalteiler
von @, der weder Ober- noch Untergruppe von § ist.

G. Aus (B) folgt sofort, dass @G/G* abelsch ist, wenn G* das
Produkt aller echten Normalteiler von G ist; und diese Aussage
lisst sich noch ein wenig verallgemeinern.

BEWEIS von Lemma 1.1: Wir nehmen zunichst die Giiltigkeit
von (A) an und betrachten einen Subnormalteiler 8§ von G mit
nicht-abelschem S/8*, wobei 8* das Produkt aller echten Normalteiler
von S ist. Dann ist S/S8* eine nicht-abelsche, einfache Gruppe. Hie-
raus folgt die Existenz einer Untergruppe U mit

S*cUcSs;

und es folgt aus der Einfachheit von §/S*, dass U kein Subnor-
malteiler von G ist. Wegen (A) ist die Menge %L aller von U nor-
malisierten Subnormalteiler von @, die weder Ober- noch Untergrup-
pen von U sind, nicht leer.

Gehort X zu 9L, so ist X auch ein Subnormalteiler von {8, X};
und {8, X} ist nach Voraussetzung ein Subnormalteiler von &. Unter
allen X mit {8, X} verbindenden Normalketten gibt es eine kiirzester
Linge s (X); und unter allen X in 3L gibt es eines K mit minimalem
s (K ). Dann gibt es Untergruppen K; mit

K = K,, K; ist ein Normalteiler von K;y,, K, k)= {8, I}.

Im Normalisator von K liegen dann U und K,, so dass K auch
von allen Untergruppen aus der Menge der U-Transformierten von
K, normalisiert wird. Insbesondere ist H = (K] als Erzeugnis von
Subnormalteilern selbst ein Subnormalteiler von G. Weiter wird H
von U normalisiert und es gilt

Kc K, cHC|K, Ulc(§, K},
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so dass {8, K} = {8, H} wird. Es gibt dann eine H und (S, H} ver-
bindende Normalkette, deren Linge kiirzer als s(K) ist. Aus der
Minimalitit von s (K ) folgt dann, dass H nicht zu I gehoren kann.
Da aber H von U normalisiert wird und (mit K) auch keine Unter-
gruppe von U ist, da H auch ein Subnormalteiler von G ist, so
folgt, dass U € H ist. Der Subnormalteiler K von @ enthilt U und
also auch § nicht. Wire K in S enthalten, so wire K ein von S
verschiedener Subnormalteiler von S, also auch in einem echten
Normalteiler von S enthalten. Folglich wire K eine Untergruppe
der Untergruppe 8* von U, was unserer Wahl von K (in L) wi-
derspriche. Der Subnormalteiler K von G ist also weder Ober- noch
Untergruppe von S. Weiter wird K von H normalisiert. Schliesslich
haben wir U € H gezeigt, so dass Uc SN H ist. Es ist also Sn H
ein Subnormalteiler von G mit

S*cUcSnHCS.

Aus der Einfachheit von S/8* folgt nun S = SnHC H, so dass K
auch von der Untergruppe § von H normalisiert wird. Damit haben
wir (B) aus (A) abgeleitet.

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (B)an und betrach-
ten eine Untergruppe U, die kein Subnormalteiler von G ist. Der
Durchschnitt S aller U enthaltenden Subnormalteiler von G ist nach
Voraussetzung wieder ein Subnormalteiler von @, so dass insbesondere
Uc 8§ ist. Ist E ein echter Normalteiler von S, so ist B ein Sub-
normalteiler von G mit Ec §, der also gewiss U nicht enthilt.
Ist erstens unter den echten Normalteilern ¥ von S einer, der nicht
in U enthalten ist, so haben wir einen von U normalisierten Sub-
normalteiler gefunden, der weder Ober- noch Untergruppe von U ist.
Sind zweitens alle echten Normalteiler von § in U enthalten, so ist
auch das Produkt S* aller echten Normalteiler von S in U enthalten.
Wire S/S* abelsch, so wire die Untergruppe U/S* dieser abelschen
Untergruppe ein Normalteiler von S/8*, so dass U ein Subnor-
malteiler von G wire. Also ist S/8* nicht abelsch. Aus (B) folgt die
Existenz eines Subnormalteilers T von G mit 7= TS uud T ¢ S ¢ T.
Dann wird T auch von der Untergruppe U von § normalisiert,
Wire T in U enthalten, so auch in S. Wire U in T enthalten, so
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wire U in dem Subnormalteiler S N T von G enthalten, woraus nach
Definition von S sogar S € SN T c T folgen wiirde. Also ist T weder
Ober- noch Untergruppe von U ; und wir haben (A) aus (B) hergeleitet.

Wir sagen, dass die Untergruppe U von G eine von oben er-
reichbare Untergruppe von G ist, wenn es eine wohlgeordnet abstei-
gende Kette von Untergruppen U, von G mit folgenden Eigenschaften
gibt :

(@) Uy=@G,Up="U;

(b) U,y ist ein Normalteiler von U, fiir 0 <<» < §;
¢y U= r<]/1 U, fiir Limeszahlen 1 << f.

Ist die Ordinalzahl g insbesondere endlich, so haben wir es
natiirlich mit Subnormalteilern zu tun. Man sieht weiter leicht ein,
dass die von oben erreichbaren Untergruppen mit den von Heineken
eingefiihrten « Subnormalteilern im weiteren Sinne » identisch sind.

Ist T irgendeine Teilmenge der Gruppe @, so definieren wir
die kanonische, zu T gehiorige, absteigende Kette K, T von G durch
vollstéindige [transfinite] Induktion folgendermassen :

K, T=@G;
K, T = Durchschnitt aller T enthaltenden Normalteiler von K, G ;
KT= QlK,, T fiir Limeszahlen 4.

Man iiberzeugt sich [wiederum durch vollstindige (transfinite)
Induktion] davon, dass die K, T stets eine wohldefinierte, wohlge-
ordnet absteigende Kette von oben erreichbarer Untergruppen von
G bilden, die simtlich die Menge 7T enthalten. Das selbstverstindlich
existierende Schlussglied dieser Kette ist dann die kleinste 7' ent-
haltende, von oben erreichbare Untergruppe von G.

HILFSSATZ 1.2 : (a) Durchschnitte beliebiger Mengen von oben er-
reichbarer Untergruppen von G sind von oben erreichbare Untergrup-
pen von G.

(b) Ist Uy = @, ist Uyy, fiir 0 << o < B eine von oben erreich-
bare Untergruppe von U, und U, ==af<‘|lU,, fiir Limeszahlen 1 << B,
so ist Uy eine von oben erreichbare Untergruppe von @.
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() Dann und nur dann ist U eine von oben erreichbare Unter-
gruppe von @, wenn U = K, U fiir hinreichend grosses o gilt.
Die einfachen Beweise seien dem Leser iiberlassen.

LEMMA 1.3: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind

dquivalent

(a) Jede von oben erreichbare Untergruppe von G ist ein Sub-
normalteiler von @.

(b) Durchschnitte beliebiger Mengen von Subnormalteilern von G
stnd Subnormalteiler von @G.

(c) Ist Q) eine durch Inklusion geordnete Menge von Subnor-
malteilern von @, so ist auch der Durchschnitt der Untergruppen aus
D ein Subnormalteiler von G@.

BEMERKUNGEN : A, Es sei daran erinnert, dass die Subnor-
malteiler einer jeden Gruppe G die folgende Eigenschaft haben :

Durchschnitte endlicher Mengen von Subnormalteilern von @
sind Subnormalteiler von G.

Man vergleiche diese Eigenschaft mit der obigen Eigenschaft
(b) und Hilfssatz 1.2, (a).

B. Bricht jede absteigende Kette von Subnormalteilern der
Gruppe G nach endlich vielen Schritten ab [Minimalbedingung fiir
Subnormalteiler], so gilt offenbar Lemma 1.3, (c), also auch die dqui-
valenten Bedingungen (a) und (b).

C. Sei G = {a, b} mit b* =1, bab = a—!. Dann ist {a} ein unend-
licher zyklischer Normalteiler von G und G /({a} ist zyklisch der
Ordnung 2, so dass insbesondere G''=1 und G noethersch ist.
Weiter ist {a?™, b} ein Normalteiler von {a*, b} und (b} = iDI{aZi,b},
so dass {b} eine von oben erreichbare Untergruppe von G ist. Es
ist sogar (b} der Durchschnitt der Subnormalteiler {a?',b} von .
Andererseits sieht man leicht ein, dass {b} kein Subnormalteiler von
G ist. Damit haben wir die Existenz noetherscher, metabelscher
Gruppen gezeigt, in denen die Bedingungen (a)(c) des Lemma 1.3
nicht gelten.

BEWEIS : Da jeder Subormalteiler von G auch eine von oben
erreichbare Untergruppe von G ist, so ist wegen Hilfssatz 1.2, (a)
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jeder Durchschnitt einer beliebigen Menge von Subnormalteilern von
G eine von oben erreichbare Untergruppe von G. Dies zeigt, dass
(b) aus (a) folgt; und es ist klar, dass (¢) aus (b) folgt.

Gilt schliesslich (c), ist U eine von oben erreichbare Untergruppe
von G, so gibt es Untergruppen U, von G mit

G¢=1"0,,
U, ist ein Normalteiler von U,,

U,= QzU" fiir Limeszahlen 4,
U= Uy.

Durch eine naheliegende vollstindige [transfinite] Induktion zeigt
man, dass jedes U, ein Subnormalteiler von G ist — die Bedingung (c)
wird beim Limesschritt angewandt. Insbesondere ist also Uz = U
ein Subnormalteiler von @, so dass (a) aus (c) folgt.

Die Untergruppen A und B der Gruppe G mogen vergleichbar
heissen, wenn A € B oder B € A ist, sonst unvergleichbar. Ist etwa
die von oben erreichbare Untergruppe U von G mit allen Normal-
teilern von @ vergleichbar, so ist auch der von U aufgespannte
Normalteiler {U¢} von @ mit allen Normalteilern von G vergleichbar.

LEMMA 1.4: Ist die Untergruppe U von G wicht mit allen von
oben erreichbaren Untergruppen von G wvergleichbar, so gibt es eine
von U mormalisierte, nicht mit U vergleichbare, von oben erreichbare
Untergruppe von @.

BEWEIS : Nach Voraussetzung gibt es eine Kette von Unter-
gruppen V, von G fir 0 <<v<f mit folgenden Eigenschaften :
G =V,, V,;, ist ein Normalteiter von V,,

V= QAV, fiir Limeszahlen 4,

U und Vg sind nicht vergleichbar.

Da insbesondere U nicht in V; enthalten ist, so gibt es ein mini-
males u derart, dass U nicht in V, enthalten ist. Da Durchschnitte
von U enthaltenden Untergruppen ebenfalls U enthalten, ist u =141



368 Reinhold Baer

keine Limeszahl. Dann ist U € V, und der Normalteiler V, von V.
wird von U normalisiert. Natiirlich ist U nicht in V, enthalten.
Wire V, € U, so wiire auch V; € U im Widerspruch zu unserer
Unvergleichbarkeitsvoraussetzung. Also ist V, eine von U norma-
lisierte, nicht mit U vergleichbare, von oben erreichbare Untergruppe
von @.

SATz 1.5: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :
(1) @ ist eine nr-Gruppe.
(2) Ist die von oben erreichbare Untergruppe E von G mit
allen von oben errveichbaren Untergruppen von G wvergleichbar, ist E*
das Produlkt aller echten Normalteiler von E, ist schliesslich U eine
Untergruppe von G mit

U=ngUc @, und I*c UC E,

so gibt es eine von U normalisierte, mit U nicht vergleichbare Unter-
gruppe von G.

(3) Ist die mormalisatorgleiche Untergruppe U == G von G mit
allen von oben erreichbaren Untergruppen von G vergleichbar, so gibt
es eine von U normalisierte, mit U mnicht vergleichbare Untergruppe
von Q.

(4) Ist U=mneUc @, so gibt es eine Untergruppe V von G
mit Uc V derart, dass U nicht mit allen von oben erreichbaren Un-
tergruppen von V vergleichbar ist.

(5) Ist die von oben erreichbare Untergruppe E von G mit allen
von oben erreichbaren Untergruppen von G vergleichbar, gibt es keine
n-Untergruppe X von G mit Ec X, so gibt es einen Normalteiler Y
von @ mit Yc E und nr-Faktorgruppe G/Y.

(6) @ ist das Erzeugnis seiner von oben erreichbaren nt-Unter-
gruppen.

(7) 1 ist der Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit
ne-Faktorgruppe G/X.

BEWEI1S : Es ist klar, dass (2) aus (1) folgt (durch Abschwiichung).
Gilt (2), ist N¢U= Uc @ und U mit allen von oben erreichbaren
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Untergruppen von G vergleichbar, so sei F der Durchschnitt aller
U enthaltenden, von oben erreichbaren Untergruppen von G. Dann
ist Uc E und E ist wegen Hilfssatz 1.2, (a) eine von oben erreich-
bare Untergruppe von G. Ist X ein echter Normalteiler von FE,
so ist X eine von oben erreichbare Untergruppe von G mit Xc E,
so dass X € U aus der Definition von FE folgt. Das Produkt E*
aller echten Normalteiler von E ist also in U enthalten : E* € U € E.
Ist Y irgendeine von oben erreichbare Untergruppe von G mit F ¢ Y,
so ist U & Y (nach Definition von E) und also Y€ U € E : alle von
oben erreichbaren Untergruppen von G sind mit & vergleichbar.
Wir kénnen also (2) anwenden, um die Existenz einer von U nor-
malisierten, mit U nicht vergleichbaren Untergruppe von G zu er-
weisen. Damit haben wir (3) aus (2) hergeleitet. — Dass (1) aus (3)
folgt, ergibt sich unmittelbar aus Lemma 1.4. Damit ist die Aqui-
valenz von (1)-(3) erwiesen.

Wir nehmen wieder an, dass G eine nr-Gruppe ist und betrach-
ten eine Untergruppe U mit U=1M1g¢Uc G. Dann gibt es eine
von U normalisierte, mit U nicht vergleichbare Untergruppe V von G.
Esist Uc UV = W und V ist ein Normalteiler von W. Damit haben
wir (4) aus (1) hergeleitet. Dass umgekehrt (1) aus (4) folgt, ergibt
gich miibelos aus Lemma 1.4. Also sind die Bedingungen (1)-(4)
dquivalent.

Ist @ eine nr-Gruppe, so gilt (5); man kann ja ¥ = 1 wihlen.
Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (5) an und betrachten eine
von oben erreichbare Untergruppe E von @, die mit allen von oben
erreichbaren Untergruppen von G vergleichbar ist. Sei weiter E*
das Produkt aller echten Normalteiler von E und U eine Unter-
gruppe mit

U=n¢Uc G und E*c UCE.

Gibt es erstens eine nr-Untergruppe X von G mit F c X, so ist
auch Uc X und es gibt eine von U normalisierte, mit U nicht
vergleichbare Untergruppe von X. Gibt es aber keine derartige Un-
tergruppe X, so folgt aus (5) die Existenz eines Normalteilers Y
von G mit Yc F und ny-Faktorgruppe G/Y. Aus der Definition
von E* folgt dann Y € E*. Es ist U/Y eine echte normalisatorgleiche

24
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Untergruppe der nt-Gruppe G/Y. Folglich gibt es eine von U/Y
normalisierte, mit U/Y nicht vergleichbare Untergruppe V/Y von
@/Y. Dann ist aber V eine von U normalisierte, mit U nicht ver-
gleichbare Untergruppe von G. Damit haben wir (2) aus (5) herge-
leitet und die Aquivalenz von (1)-(5) dargetan.

Es ist klar, dass (6) aus (1) folgt. Gilt umgekehrt (6), so betrach-
ten wir eine mit allen von oben erreichbaren Untergruppen von
G vergleichbare Untergruppe U mit U= nq U c G. Gibe es keine
von oben erreichbare nt-Untergruppe X von G mit U c X, so wiirde
X c U fiir alle von oben erreichbaren nt-Untergruppen X von @
gelten. Dann wiire aber U = G wegen (6): ein Widerspruch. Also
gibt es eine von oben erreichbare ntr-Untergruppe X mit Uc X,
Hieraus folgt die Existenz einer von U normalisierten, mit U nicht
vergleichbaren Untergruppe von X. Wir haben (3) aus (6) hergeleitet
und die Aquivalenz von (1)-(6) bewiesen.

Es ist klar, dass (7) aus (1) folgt. Wir nehmen umgekehrt die
Giiltigkeit von (7) an und betrachten eine Untergruppe U von @
mit U =nqUc @, die mit allen von oben erreichbaren Untergrup-
pen von G vergleichbar ist. Natiirlich ist dann auch U &= 1, so dass
U wegen (7) nicht in allen Normalteilern mit nr-Faktorgruppe ent-
halten ist. Folglich existiert ein Normalteiler X mit nt-Faktorgruppe
G/X und U & X. Aus der Vergleichbarkeit von U und X folgt X < U.
Also ist U/X eine normalisatorgleiche echte Untergruppe der nt-
Gruppe @/X, so dass eine von U/X normalisierte, mit U/X nicht
vergleichbare Untergruppe V/X von G/X existiert. Dann wird V
von U normalisiert und U und V sind nicht vergleichbar. Wir haben
(3) aus (7) hergeleitet und die A'quivalenz von (1)-(7) bewiesen.

Um Satz 1.5 auf eine besonders prignante Form zu bringen,
fiihren wir zwei charakteristische Untergruppen ein:

nr* @ = Erzeugnis aller von oben erreichbaren ne-Untergruppen
von @.

Nnt, G = Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit nr-Faktor-
gruppe G/X.

Dann gilt der

ZUsATZ 1.6: (a) nt* G ist eine nr-Gruppe.
(b) G/ne, G ist eine Nr-Gruppe.



Normalisatorreiche Gruppen 371

(c¢) Erweiterungen wvon MNy-Gruppen durch nr-Gruppen sind
ne-Gruppen.
(d) 1 ist die einzige von oben erreichbare nNr-Untergruppe von
a/me* G und ne*[Gne* G =1.
(e) 1 ist das einzige epimorphe Bild von nr, @, das eine NU-
Gruppe ist; und nr,[nr, @ =nr, G.
(f) @ ist dann und nur dann eine Nr-Gruppe, wenn N, G € NL*G
i8t.
BEWEIS : (a) ergibt sich aus Satz 1.5, (6) und (b) aus Satz 1.5, (7).
Die Eigenschaft (c) ergibt sich miihelos direkt oder aus Satz 1.5, (5).
Ist 8/nt* @ eine von oben erreichbare nr-Untergruppe von
G/nr* @, so folgt aus (a), (c), dass § eine von oben erreichbare
nr-Gruppe und also S/nr* @ = 1 ist. Hieraus folgt (d).
Natiirlich ist nv, [nt, G] eine charakteristische Untergruppe von
G. Wegen (b) ist G/nr,[nr, G] eine Erweiterung der nyr-Gruppe
nr, @¢/nr,[nr, @] durch die nr-Gruppe G/nr, G. Wegen (c) ist also
aG/me, [nr, @] eine nr-Gruppe. Es ergibt sich nr, ¢ = nr, [nr, G]
und hieraus folgt (e).
Ist @ eine nr-Gruppe, so ist nr, G =1¢€ ¢ =nr* G.
Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von

n,Gcm* g

an, Sei U=nNqgqUc @ und U mit allen von oben erreichbaren Un-
tergruppen von G vergleichbar. Ist erstens U c nr* @, so folgt aus
(a) die Existenz einer von U normalisierten, mit U nicht vergleich-
baren Untergruppe von ntr* G. Ist zweitens U & nt* &, so folgt
nr, G cnt* G € U aus der Vergleichbarkeit von U. Es ist dann
U/nt, G eine normalisatorgleiche echte Untergruppe der nt-Gruppe
aG/nr, G (wegen (b)). Es folgt die Existenz einer von U/nt, G nor-
malisierten, mit U/nt, G nicht vergleichbaren Untergruppe V/nr, G.
Dann wird V von U normalisiert und U, V sind nicht vergleichbar.
Damit haben wir Bedingung (3) des Satzes 1.5 verifiziert: G ist
eine Nt-Gruppe und (f) ist bewiesen.

DISKUSSION von Satz 1.5 und Zusatz 1.6 : In diesen Resultaten
ist die schon erwihnte, auch direkt leicht einzusehende Aussage
enthalten :



372 Reinhold Baer

Jede divekt zerlegbare Gruppe ist eine Nr-Gruppe.

Hieraus folgt insbesondere, dass die Eigenschaft nt weder un-
tergruppen- noch epimorphismenvererblich ist. Sie ist dagegen, wie
aus Satz 1.5, (6),(7) und Zusatz 1.6, (c) hervorgeht, erweiterungsver-
erblich, residuell und « produktvererblich » : Produkte von ny-Nor-
malteilern sind nt-Gruppen; vergleiche auch Lemma 5.10 unten.

LEMMA 1.7: Ist U eine normalisatorgleiche Untergruppe von @,
ist die Untergruppe V von G minimal bezgl. der Higenschaften, von
U normalisiert zu werden und mit U wunvergleichbar zu sein, so ist

(a) U eine maximale Untergruppe von UV,

(b) UV = (U7},

(¢) UV in jeder U enthaltenden, von oben erreichbaren Unter-
gruppe von G enthalten,

(d) U micht von oben erreichbar.

BEWEIs : Ist X eine Untergruppe mit UcXc UV, so folgt
X=U(XnYV)aus dem Dedekindschen Modulsatz. Da V von U
normaligiert wird und U in X enthalten ist, wird auch XN V von
U normalisiert. Da U nicht in V enthalten ist, ist U erst recht
nicht in XN V enthalten. Wire XN V in U enthalten, so wiire
X = U im Widerspruch zu unserer Wahl von X. Also sind U und
X N V unvergleichbar, so dass X N V= V aus der Minimalitit von
V folgt. Hieraus ergibt sich X = UV, so dass U eine maximale
Untergruppe von UV ist. (Man bemerke, dass wir von der Norma-
lisatorgleichheit von U bisher keinen Gebrauch gemacht haben.)

Da U normalisatorgleich und V nicht in U enthalten ist, ist
Uc{U%c UV ; und (b) folgt aus (a).

Ist K, eine Kette von Untergruppen von G mit ¢ = K, K,
ist ein Normalteiler von K, und K; =7f<\AK, fiir Limeszahlen 4, ist
weiter U in jedem K, enthalten, so ist sicher UV € G = K,,. Haben
wir schon gezeigt, dass UV in allen K, mit » <o liegt, so liegt UV
auch in K,, falls o eine Limeszahl ist. Ist aber c =7 4 1 keine Li-
meszahl, so liegt UV in K, und U in dem Normalteiler K, von K, ,
der dann auch {U"} = UV enthilt. Damit haben wir durch transfi-
nite Induktion gezeigt, dass UV in allen K, liegt; und hieraus
folgt (c). Schliesslich ist (d) eine triviale Folgerung aus (¢) und (a).
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LeEmMMA 1.8: Die Untergruppe U von G ist dann und nur dann
eine charakteristische Untergruppe von @, wenn
(@) U mit allen zu U automorphen Untergruppen von G ver-
gleichbar ist und
(b) die Menge der zu U automorphen Untergruppen von G keine
Teilmenge enthdilt, die bezgl. der Ordnung durch Inklusion den Ord-
nungstypus o* 4+ o hat.

TERMINOLOGISOHE ERINNERUNG : Untergruppen von G heissen
automorph, wenn sie durch Automorphismen von @G ineinander iiber-
gefiihrt werden konnen.

BEMERKUNGEN : A. Bedenken wir, dass von oben erreichbare
Untergruppen von G durch Automorphismen von G auf von oben
erreichbare Untergruppen von G abgebildet werden, so folgt aus
dem Lemma, dass die Untergruppe U von G sicher dann eine cha-
rakteristische Untergruppe von G ist, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind :

U ist von oben erreichbar.

U ist mit allen von oben erreichbaren Untergruppen von G ver-
gleichbar.

Die Menge der von oben erreichbaren Untergruppen von @
enthilt keine Teilmenge, die bezgl. der Ordnung durch Inklusion
den Ordnungstypus w* + © hat.

B. Einfachste Beispiele zeigen die Unentbehrlichkeit einer jeden
der beiden Bedingungen (a) und (b).

BEWEIS ; Ist U eine charakteristische Untergruppe von @, so
besteht die Menge der zu U automorphen Untergruppen von G aus
U allein, woraus die Notwendigkeit von (a) und (b) folgt. Gelten
umgekehrt die Bedingungen (a) und (b), ohne dass U eine charak-
teristische Untergruppe von @ ist, so gibt es einen U 3= U° erfiil-
lenden Automorphismus ¢ von G. Wegen (a) ist dann U < U° oder
U°c U; und hieraus folgt sofort, dass die Menge der Untergruppen
U bezgl. der Inklusion den Ordnungstypus o* 4+ w hat. Dies
widerspricht aber (b).
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LEMMA 1.9: Ist G* das Produkt aller echten Normalteiler der ny-
Gruppe G, so ist G/G* dann und nur dann zyklisch von Primzahlord-
nung, wenn es eine G* enthaltende maximale Untergruppe von G gibt.

BEWEIS : Ist G/G* zyklisch von Primzahlordnung, so ist G*
eine maximale Untergruppe von G. Gibt es umgekehrt eine maxi-
male Untergruppe M von G, die G* enthiilt, so ist sicherlich G 5= G*.
Wiire M &= G*, so wiire M kein Normalteiler von @, als maximale
Untergruppe also normalisatorgleich. Es folgt die Existenz einer von
M normalisierten, mit M nicht vergleichbaren Untergruppe W von
G. Aus der Maximalitit von M und W & M folgt G = (M, W}. Da
W von M normalisiert wird, ist W ein natiirlich von G verschiedener
Normalteiler von G. Folglich ist W G*c M, ein Widerspruch.
Also ist G* = M eine maximale Untergruppe von @, so dass G/G*
zyklisch von Primzahlordnung ist.

LEMMA 1.10: Ist 8 == G eine von oben erreichbare Untergruppe
von G, ist M eine maximale Untergruppe von S, die erstens das Pro-
dukt S* aller echten Normalteiler von S enthdlt und zweitens gleich
threm Normalisator in G ist, so gibt es keine bezgl. der Eigenschaften,
von M normalisiert zu werden und mit M mnicht vergleichbar zu sein,
minimale Untergruppe von G.

BEWEIS : Wire nimlich die Untergruppe W von G minimal
bezgl. der Eigenschaften, von M normalisiert zu werden und mit
M nicht vergleichbar zu sein, so folgte MW < § aus Lemma 1.7, (c).
Wegen Mc MW und der Maximalitit von M wird MW =8, so
dass W sogar ein natiirlich echter Normalteiler von S ist. Es folgt
W € M, ein Widerspruch.

LEMMA 1.11: Die Untergruppe U der nt-Gruppe G habe die
Jolgenden Eigenschaften :
(@) U ist maximal unter den von G wverschiedenen, mormalisa-
torgleichen Untergruppen von Q.
(b) Die Maximalbedingung wird von den Obergruppen wvon U
erfiillt.
Dann gilt :
(1) Jede echte Obergruppe von U ist ein Subnormalteiler von Q.
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(2) Es gibt von U normalisierte, mit U nicht vergleichbare Sub-
normalteiler von Q.

(3) Der Durchschnitt der U enthaltenden Subnormalteiler von G
ist dann und nur dann kein Subnormalteiler von G, wenn U eine von
oben erreichbare Untergruppe von G ist.

BEwEIs: Ist V eine echte Obergruppe von U, so bilden wir
die Reihe der iterierten Normalisatoren von V, definiert durch

V(0)=V, V(i 4+ 1) = Normalisator von V (i) in G.

Diese aufsteigende Kette von Untergruppen bricht nach endlich
vielen Schritten ab, da wegen (b) der Obergruppensatz von den
Obergruppen von U erfiillt wird. Also ist V (r) fiir geeignetes =
normalisatorgleich. Aus der Maximalitiit von U und Uec V€ V (n)
ergibt sich V (n) = @, so dass V ein Subnormalteiler von G ist.
Damit ist (1) bewiesen.

Sei D der Durchschnitt aller U enthaltenden Subnormalteiler
von @. Aus (1) folgt:

(3*) Dann und nur dann ist U c D, wenn D ein Subnormal-
teiler von @ ist.

Ist D kein Subnormalteiler von @, so ist U = D Durchschnitt
von Subnormalteilern, also Durchschnitt von oben erreichbarer Un-
tergruppen, also von oben erreichbar. Ist ) ein Subnormalteiler
von @, so ist U wegen (1) eine maximale Untergruppe von D. Wiire
U eine von oben erreichbare Untergruppe von G, so auch von D.
Wegen der Maximalitit wire dann U ein Normalteiler von D, wo-
raus U= D wegen der Normalisatorgleichheit von U folgen wirde.
Dieser Widerspruch zeigt, dass U keine von oben erreichbare Un-
tergruppe von G ist. Damit ist (3) bewiesen.

Da U == ¢ und normalisatorgleich und G eine ny-Gruppe ist,
gibt es von U normalisierte, mit U unvergleichbare Untergruppen
von G@. Ist V eine derartige Untergruppe von @, so ist UV eine
echte Obergruppe von U und wegen (1) ein Subnormalteiler von G.
Weiter ist V ein Normalteiler von UV und also ein Subnormalteiler
von @. Damit ist (2) [und mehr] bewiesen.
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BEMERKUNG : Die Voraussetzung, dass G eine nr-Gruppe ist,
wird nur beim Beweis von (2) benutzt.

§ 2. Die ont-Gruppen.

Diese Gruppenklasse wird durch folgende Eigenschaft definiert :

ont: Jede von oben erreichbare Untergruppe ist eine Nr-Gruppe.

Dies ist selbstverstindlich eine Unterklasse der Klasse der nt-
Gruppen ; und es ist sogar eine echte Unterklasse. Ist niimlich weder
A noch B eine nt-Gruppe, so ist ihr direktes Produkt ¢ = A4 @ B
zwar eine Nr-Gruppe, aber gewiss keine Ont-Gruppe.

Die Eigenschaft ont vererbt sich natiirlich auf von oben er-
reichbare Untergruppen. Ob noch weitere Vererbungseigenschaften
und Kriterien der in Satz. 1.5 und Zusatz 1.6 behandelten Art gel-
ten, haben wir nicht entscheiden konnen.

SATZ 2.1: Die noethersche Gruppe G ist dann und nur dann
eine ONL-Gruppe, wenn gilt :

(+) Ist E eine von oben erreichbare Untergruppe von G und BE*

das Produkt aller echten Normalteiler von B, so ist E/E* abelsch.

BEMERKUNGEN : A. Eine Gruppe heisst bekanntlich noethersch,
wenn ihre Untergruppen sidmtlich endlich erzeugbar sind.

B. Die im Satz 2.1 gemachte Voraussetzung, dass G eine noe-
thersche Gruppe sei, ist stdrker als bendtigt. Wir werden nur die
folgenden beiden Eigenschaften bendtigen, die sich aus der Maxi-
malbedingung herleiten lassen.

B.1. Ist E eine von oben erreichbare Untergruppe von @, ist
das Produkt E* aller echten Normalteiler von F von verschieden, so
gibt es eine E* enthaltende, maximale Untergruppe von F — oder
gleichwertig : so gibt es eine maximale Untergruppe von E/E*.

B.2. Ist H eine von oben erreichbare Untergruppe von @, ist
die von oben erreichbare Untergruppe A von H mit allen von oben
erreichbaren Untergruppen von H vergleichbar, so ist A eine
charakteristische Untergruppe von H — oder schwiicher, aber
ausreichend : so ist A entweder gleich H oder ny A == A.
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Es ist klar, dass Bedingung B.1 eine schwache Folge aus
der Maximalbedingung ist. Bedingung B.1 wird beim Nachweis der
Notwendigkeit von (+) benutzt werden.

Es ergibt sich aus Lemma 1.8, Bemerkung A, dass Bedingung
B.2 aus der Maximalbedingung folgt. Bedingung B.2 wird beim
Nachweis des Hinreichens von (+) benutzt werden.

C. Ist U* das Produkt aller echten Normalteiler der Gruppe U,
so ist entweder U/U* =1 oder es ist U/U™* eine einfache Gruppe.
Einfache abelsche Gruppen sind aber zyklisch von Primzahlordnung.

BEWEIs: Ist E eine von oben erreichbare Untergruppe der
ont-Gruppe @, so ist E eine nt-Gruppe. Ist das Produkt E* aller
echten Normalteiler von E von E verschieden, so gibt es eine E*
enthaltende maximale Untergruppe von E. Anwendung von Lemma
1.9. zeigt, dass E/E* zyklisch von Primzahlordnung ist. Hieraus
ergibt sich die Notwendigkeit unserer Bedingung.

‘Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (+) an und betrachten
eine von oben erreichbare Untergruppe H von G. Ist die von oben
erreichbare Untergruppe V von H mit allen von oben erreichbaren
Untergruppen von H vergleichbar, so ergibt sich aus der Giiltigkeit
des Obergruppensatzes in der noetherschen Gruppe G die Anwend-
barkeit von Lemma 1.8, so dass V eine charakteristische Unter-
gruppe von H ist. Das Produkt V* aller echten Normalteiler von
V ist dann als charakteristische Untergruppe von V auch eine cha-
rakteristische Untergruppe von H. Anwendung der Bedingung (+)
zeigt die Kommutativitit von V/V*. Ist dann U eine Untergruppe
mit U = ng U ¢ H, so kann nicht V*c U C V gelten, da V und V*
charakteristische Untergruppen von H sind. Damit haben wir dar-
getan, dass Bedingung (2) des Satzes 1.5 von H erfiillt wird : H ist
eine nr-Gruppe, so dass G eine Onr-Gruppe ist.

SATz 2.2: Die Gruppe G geniige der Bedingung :
(0) Ist U eine von oben erreichbare Untergruppe der von oben
erreichbaren Untergruppe V von G, so ist U=V oder U cny U.
Dann sind die folgenden Eigenschaften der Gruppe G dquivalent :
(I) Ist U* das Produkt aller echten Normalteiler der von oben
erreichbaren Untergruppe U von @, so ist U/U* abelsch.
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(II) Ist U* das Produkt aller echten Normalteiler der von oben
erreichbaren Untergruppe U von @, so gewiigt U/U* der Normalisa-
torbedingung.

(ITI) Ist V eine von oben erreichbare Untergruppe von G wund
U=nyUcV, so gibt es eine von U normalisierte, mit U nicht ver-
gleichbare, von oben erreichbare Untergruppe von V.

(a) G ist eine ONC-Gruppe.

(b) Ist das Produkt U* aller echten Normalteiler der von
oben erreichbaren Untergruppe U von G von U verschieden,
so existiert eine maximale Untergruppe von U/U*.

(IV)

TERMINOLOGISOHE ERINNERUNG: Die Gruppe X geniigt der
Normalisatorbedingung, wenn jede echte Untergruppe von X von ihrem
Normalisator verschieden ist.

BEMERKUNGEN : A. Aus einem Satz von Plotkin folgt, dass
Gruppen mit Normalisatorbedingung stets lokal nilpotent sind ; vergl.
Kurosh [II ; p. 224, Theorem]. Lokal nilpotente Gruppen sind aber nur
dann einfach, wenn sie zyklisch von Primzahlordnung sind; vergl.

Kurosh [II; p. 222 unten]. Hieraus folgt sofort die Aquivalenz der
Bedingungen (I) und (II).

B. Die Bedingung (0) ist sicher dann erfiillt, wenn jede von
oben erreichbare Untergruppe von G ein Subnormalteiler von G ist.
Diese Bedingung haben wir in Lemma 1.3 diskutiert.

Insbesondere haben wir in Bemerkung € zu Lemma 1.3 ein
Beispiel einer metabelschen, noetherschen Gruppe angegeben, das
nicht der Bedingung (0) geniigt. Aus Satz 2.1 folgt aber sofort, dass
noethersche, metabelsche Gruppen den Bedingungen (I)- (IV) des
Satzes 2.2 geniigen.

C. Bedingung (IV.b) ist sicherlich dann erfiillt, wenn die Gruppe
G noethersch ist.

D. Bedingung (0) wird nur bei der Herleitung von (IILI) aus (II)
benutzt.

E. Bedingung (III) ist prima facie schirfer als die Bedingung
ont. Fiir welche Gruppenklassen die Bedingungen (III) und ont
zusammenfallen bezw. auseinanderklaffen, haben wir nicht entscheiden
konnen. Sie fallen jedenfalls in der Klasse all der Gruppen zusam-
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men, die den Bedingungen (0) und (I'V.b) geniigen ; und diese Klasse
umfasst die noetherschen Gruppen mit Minimalbedingung fiir Sub-
normalteiler.

BEWEIs : Es ist klar, dass (II) aus (I) folgt. Wir nehmen die Giil-
tigkeit von (II) an und betrachten eine von oben erreichbare Unter-
gruppe V von G und eine Untergruppe U mit U= ny UcV. Ange-
nommen, U ist mit allen von oben erreichbaren Untergruppen von V
vergleichbar. Ist dann D der Durchschnitt aller U enthaltenden, von
oben erreichbaren Untergruppen von V, so ist D wegen Hilfssatz 1.2,
(a) eine von oben erreichbare Untergruppe von V; und es folgt UcD
aus (0) und der Normalisatorgleichheit von U. Wir bilden das Pro-
dukt D* aller echten Normalteiler von D. Da jeder echte Normal-
teiler von D eine von oben erreichbare Untergruppe von V ist, die
U nicht enthalten kann, und da U mit allen von oben erreichbaren
Untergruppen von V vergleichbar ist, so sind die echten Normalteiler
von D) in U enthalten; und es folgt

D*cU=nyUcD.

Wegen (II) geniigt aber D/D* der Normalisatorbedingung, ein Wi-
derspruch. Also ist U nicht mit allen von oben erreichbaren Unter-
gruppen von V vergleichbar. Anwendung von Lemma 1.4 zeigt die
Existenz einer von U normalisierten, mit U nicht vergleichbaren,
von oben erreichbaren Untergruppe von V; und damit haben wir
(IIT) aus (II) abgeleitet.

Wir nehmen die Giiltigkeit von (III) an. Dann ist G selbstver-
stindlich eine Onr-Gruppe. Sei weiter U eine von oben erreichbare
Untergruppe von G und U* das Produkt aller echten Normalteiler
von U. Ist U*c U, so ist U/U* einfach. Geniigte U/U* nicht
der Normalisatorbedingung, so gibe es eine Untergruppe W mit
U*c W=ngWc U; und es folgte aus (IIT) die Existenz einer von
oben erreichbaren Untergruppe V von U, die von W normalisiert
wird, mit W aber nicht vergleichbar ist. Insbesondere ist V < U;
und daraus folgt V€ U* ¢ W im Widerspruch zur Unvergleichbar-
keit mit W. Also wird die Normalisatorbedingung von der einfachen
Gruppe U/U* erfiillt; und hieraus ergibt sich, wie in Bemerkung
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A ausgefiihrt, dass U/U* zyklisch von Primzahlordnung und also 1
eine maximale Untergruppe von U/U* ist. Damit haben wir auch
(IV.b) aus (IITI) abgeleitet.

Gilt (IV), ist U eine von oben erreichbare Untergruppe von G
und U* das Produkt aller echten Normalteiler von U, so ist ent-
weder U = U* oder es folgt aus (IV.b) die Existenz einer maxi-
malen Untergruppe von U/U*, die wiederum die Existenz einer
maximalen Untergruppe V von U mit U* € V < U nach sich zieht.
Da G wegen (IV.a) eine Ontr Gruppe ist, ist die von oben erreich-
bare Untergruppe U von @ eine nr-Gruppe. Anwendung von Lemma
1.9 zeigt, dass U/U™* zyklisch von Primzahlordnung ist. Damit haben
wir (1) aus (IV) hergeleitet, die A'quivalenz von (I)}(IV) bewiesen.

HAvUPTSATZ 2.3: Die Gruppe G ist dann und nur dann artinsch

und auflosbar, wenn sie den folgenden drei Bedingungen gewiigt:

(a) Jeder Subnormalteiler von G ist eine Nt-Gruppe.

(b) Die Minimalbedingung wird von den Subnormalteilern von
G erfiillt.

(c) Ist jeder echte Normalteiler des Subnormalteilers S von @
im Zentrum 38 von S enthalten, ist 38 artinsch und S/38 unendlich
[und einfach], so besitzt S eine maximale Untergruppe.

TERMINOLOGISCHE ERINNERUNG: Eine Gruppe ist artinsch,
wenn die Minimalbedingung von ihren Untergruppen erfiillt wird
[Untergruppensatz]; und G ist auflosbar, wenn fast alle Ableitungen
G¥ =1 sind.

BEMERKUNG : Aus Lemma 1.3 und der zugehorigen Bemerkung
B ergibt sich, dass unsere Bedingung (b) die Identitit der Begriffe
« Subnormalteiler » und « von oben erreichbare Untergruppe » nach
sich zieht. Aus (a) und (b) folgt also, dass G eine Ont-Gruppe ist.
Ebenso erweisen sich die Minimalbedingung fiir Subnormalteiler und
die Minimalbedingung fiir von oben erreichbare Untergruppen als
dquivalente Eigenschaften.

BEWEIS : Ist zunichst G eine artinsche auflésbare Gruppe, so
wird die Minimalbedingung von jeder Menge von Untergruppen von
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G erfiillt, woraus die Giiltigkeit von (b) folgt. Weiter ist jeder Faktor
von @ artinsch und auflosbar. Insbesondere sind also alle einfachen
Faktoren von G auflosbar, folglich abelsch, folglich zyklisch von
Primzahlordnung. Hieraus folgt insbesondere (¢) und aus der Zykli-
zitéit der einfachen Faktoren von @ ergibt sich, dass Bedingung (2)
des Satzes 1.5 von allen Faktoren von G erfiillt wird, dass also jeder
Faktor von @ eine nr-Gruppe ist, woraus die Giiltigkeit von (a) folgt.

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit der Bedingungen (a), (b),
(e) an. Ist S ein auflosbarer Subnormalteiler von @, so ist jede zwi-
schen S¢+1D und S® gelegene Untergruppe von § ein Subnormalteiler
von 8 und also von G. Aus (b) folgt die Minimalbedingung fiir die
zwischen S¢+1) und 8% gelegenen Untergruppen, so dass SO/8¢+1)
eine artinsche abelsche Gruppe ist. Da Erweiterungen artinscher
Gruppen durch artinsche Gruppen stets artinsch sind, und da S® =1
fiir wenigstens ein k gilt, ist S artinsch. Also gilt:

(1) Auflosbare Subnormalteiler von G sind artinsch.

Angenommen, G wire nicht artinsch und auflosbar. Es folgt
aus (1), dass G nicht auflosbar ist. Also gibt es Subnormalteiler
von @, die nicht auflésbar sind ; und wegen (b) gibt es unter diesen
einen minimalen H. Wir notieren :

(2) H ist nicht auflosbar.
(3) Jeder von H verschiedene Subnormalteiler von H ist auf-
16sbar.

Wir bilden das Produkt H* aller echten Normalteiler von H.
Natiirlich ist H* eine wohlbestimmte charakteristische Untergruppe
von H. Aus (3) folgt, dass H* ein Produkt auflosbarer Normalteiler
von H und H* ist. Insbesondere ist H* also hyperabelsch [= von 1
verschiedene epimorphe Bilder von H* besitzen von 1 verschiedene
abelsche Normalteiler]. Abelsche Subnormalteiler von H* sind wegen
(b) artinsch, da alle Untergruppen abelscher Subnormalteiler von H*
abelsche Subnormalteiler von G sind. Aus (1) folgt, dass H* als
Produkt auflosbarer Normalteiler ein Produkt artinscher Normaltei-
ler und also eine Torsionsgruppe ist. Eine hyperabelsche Torsions-
gruppe, deren abelsche Subnormalteiler artinsch sind, ist artinsch
und auflosbar ; vergl. Baer [3; p. 345, Satz 6.1]. Also ist H* ar-
tinsch und auflosbar. Wegen (2) ist H &= H*; und damit haben wir
folgendes gezeigt:
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(4) Das Produkt H* aller echten Normalteiler von H ist ar-
tinsch und auflésbar und H/H* ist einfach [und == 1).

Angenommen, es gibe eine maximale Untergruppe von H/H*.
Dies ist dquivalent mit der Existenz einer maximalen Untergruppe
U von H, die H* enthilt. Wire U keine normalisatorgleiche Un-
tergruppe von H, so wire U wegen der Maximalitit ein Normal-
teiler von H. Es folgte UC H*, so dass H* = U eine maximale
Untergruppe von H und also H/H* zyklisch von Primzahlord-
nung wire. Mit H* — siehe (4) — wiire dann H im Widerspruch
zu (2) auflosbar. Also ist U eine normalisatorgleiche Untergruppe
von H. Wegen (a) ist der Subnormalteiler H von G eine nr-Gruppe.
Es folgt die Existenz einer von U normalisierten, mit U nicht ver-
gleichbaren Untergruppe V von H. Aus der Maximalitit von U er-
gibt sich H= UV, so dass V ein echter Normalteiler von H ist.
Es folgt V€ H* und hieraus ergibt sich H=UV =UH*=U = H,
ein Widerspruch. Damit haben wir gezeigt :

(5) H/H* ist frei von maximalen Untergruppen.

Da von 1 verschiedene endliche Gruppen stets maximale Unter-

gruppen besitzen, so folgt aus [(4) und] (5) insbesondere :
(6% H/H* ist unendlich.

Da H* wegen (4) artinsch und auflosbar ist, so besitzt H* eine
abelsche charakteristische Untergruppe A mit endlichem H*/A;
vergl. etwa Baer [2; p. 7/8, Satz 2.1 oder p. 18, Lemma 3.3]. Ist
n eine positive ganze Zahl, so ist die Menge A(n) aller Elemente a
aus A mit a® = 1 eine charakteristische Untergruppe von 4. Da A
mit H* artinsch ist, ist A das Produkt der A(n) und jedes A(n) ist
endlich ; vergl. Fuchs [p. 68,19]). Als charakteristische Untergruppe
der charakteristischen Untergruppe A der charakteristischen Unter-
gruppe H* von H ist jedes A(n) eine charakteristische Untergruppe
von H. Die von H in A(n) induzierte Automorphismengruppe ist
mit A(n) endlich. Sie ist im wesentlichen mit H/Cx A(n) identisch.
Also folgt aus (5%), dass die charakteristische Untergruppe Cz A(n)
von H nicht in H* enthalten sein kann, so dass H = Cgx A(n) aus
der Definition von H* folgt. Mit anderen Worten : jedes A(n) wird
von H zentralisiert und also auch das Produkt A aller A(n). Fol-
glich gilt:

(6) Ac3H.
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Die von H/A in der endlichen Gruppe H*/A induzierte Auto-
morphismengruppe ist endlich. Der Zentralisator von H*/A4 in H/A
kann also wegen (5% nicht in H*/A enthalten sein. Es folgt, dass
H*/A von H/A zentralisiert wird. Also gilt:

() H*/A c3(H/A).

Die Elemente aus H induzieren wegen (6) und (7) Automor-
phismen in H*, die in A4 und H*/A den 1-Automorphismus indu-
zieren, also zur Stabilitiitsgruppe des Normalteilers A von H* ge-
horen. Diese ist aber abelsch; vergl. Specht [p. 88, Satz 19]. Also
induziert H in H* eine abelsche Automorphismengruppe. Dies ist
gleichwertig damit, dass H* von H’ zentralisiert wird. Wire H’ &= H,
80 wire H' € H* und H wire mit H* im Widerspruch zu (2) auf-
losbar. Also ist H = H’ und wir haben gezeigt:

8) H*=3H.

Ist J eine maximale Untergruppe von H, so folgt H* ¢ J aus
(5). Also ist
H=JH*=J 3H

wegen (8), so dass J sogar ein Normalteiler von H ist. Wegen J &= H
wird J € H*c H und aus der Maximalitit von J folgt der Wider-
spruch J = H* =JH* = H &= J. Also gilt:
(9) H besitzt keine maximalen Untergruppen.
Nun steht Bedingung (¢) offenbar in einem Widerspruch zu (4),
(8) und (9). Aus diesem Widerspruch folgt, dass G artinsch und
auflosbar ist.

BEMERKUNG 2.4: Es ist eine offene Frage, ob Bedingung (c)
entbehrlich ist. Sie wiire sicherlich unentbehrlich, wenn es einfache
Gruppen ohne maximale Untergruppen gibe, deren echte Unter-
gruppen sdmtlich auflosbar sind ; und es diirfte schwer zu entscheiden
sein, ob es derartige Gruppen gibt.

BEMERKUNG 2.5: A. Aus dem Beweis der Notwendigkeit un-
serer Bedingungen (a), (b), (c) kann man entnehmen, dass G dann
und nur dann artinsch und auflosbar ist, wenn
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die Minimalbedingung von den Subnormalteilern von G erfiillt
wird und

einfache epimorphe Bilder von Subnormalteilern von G zyklisch
von Primzahlordnung sind.

Hieraus folgt insbesondere, dass der in (c) auftretende Subnor-
malteiler S notwendig abelsch ist, also nicht existieren kann.

B. Man kann zeigen, dass jede endliche einfache Gruppe den
Bedingungen (b) und (¢) des Hauptsatzes 2.3 geniigt, und dass freie
Gruppen den Bedingungen (a) und (¢) geniigen. Also sind die Be-
dingungen (a) und (b) unentbehrlich. Schwieriger diirfte es zu ent-
scheiden sein, ob (c) entbehrlich ist oder nicht ; vergl. Bemerkung 2.4.

SATZ 2.6: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :
(I) G 1ist endlich und auflosbar.

(A) Jeder Subnormalteiler von G ist eine NU-Gruppe.

(B) Die Minimalbedingung wird von den Subnormalteilern von
(IT) G erfiills.

(C) @ ist noethersch.

(A) Jedes einfache epimorphe Bild eines Normalteilers von G
ist eine NL-Gruppe.
(ILI) (B) Unter den Normalteilern von G mit endlicher Faktorgruppe
gibt es einen minimalen.
(C) @ ist endlich erzeugbar.

(A) Ist E eine endliche Untergruppe von G mit B = ng Ec G,
80 gibt es eine minimale von E normalisierte, mit E nicht
Iv) vergleichbare Untergruppe von Q.
(B) PEinfache Faktoren von G sind Nr-Gruppen.
(C) Abelsche Untergruppen von G sind endlich.

BEWEIS : Ist zuniichst G endlich und auflosbar, so gilt dasselbe
von jedem Faktor von G; und es folgt etwa aus Hauptsatz 2.3,
dass alle Faktoren von G die Eigenschaft nt haben. Damit haben
wir (IL.A), (ITI.A) und (1V.A, B) aus (I) hergeleitet ; und die restli-
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chen Bedingungen folgen trivial aus der Endlichkeit von &, so dass
(ID)-IV) aus (I) folgen.

Geniigt G der Bedingung (II), so geniigt G auch den Bedin-
gungen (a)-(c) des Hauptsatzes 2.3, so dass @ artinsch und auflosbar
ist. Nun ist eine abelsche Gruppe dann und nur dann endlich, wenn
gie artinsch und noethersch ist; vergl. Fuchs [p. 65, Theorem 19.2].
Also sind alle abelschen Faktoren von G endlich und hieraus folgt
die Endlichkeit der auflosbaren Gruppe G.

Geniigt G der Bedingung (III), so gibt es unter den Normal-
teilern von G mit endlicher Faktorgruppe einen minimalen M. Ist
X ein Normalteiler von G mit endlichem G/X, so ist auch G/(M n X)
endlich ; und aus der Minimalitit von M folgt M € X. Damit haben
wir gezeigt:

(1) Ist D der Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit
endlichem G/X, so ist G/D endlich.

Aus der Endlichkeit von G/D und der endlichen Erzeugbarkeit
von @ folgt die endliche Erzeugbarkeit von D ; vergl. Specht [p. 153,
Satz 4]. Wire D 5=1, so giibe es insbesondere einen maximalen
Normalteiler K von D, also auch ein einfaches epimorphes Bild
B = D/K von D. Mit D ist auch E endlich erzeugbar, so dass K
maximale Untergruppen besitzt. Wegen (IIL.A) ist F eine nr-Gruppe.
Einfache nr-Gruppen mit maximalen Untergruppen sind wegen
Lemma 1.9 zyklisch von Primzahlordnung. Insbesondere ist also D/K
endlich und aus der Endlichkeit von @/D folgt die von [G: K].
Aus dem Satz von Poincaré ergibt sich nun die Existenz eines
Normalteilers W von G mit W € K und endlichem G/W. Aus (1)
folgt nun der Widerspruch :

WeKcDcCW.

Also ist D =1 und aus (1) folgt:
(2) G ist endlich.

Natiirlich gibt es unter den Normalteilern von G mit auflésbarer
Faktorgruppe einen minimalen 4. Wire 4 §=1, so gibe es einen
maximalen Normalteiler B von A. Wegen (III.A) ist das einfache
epimorphe Bild 4/B des Normalteilers A von G eine ny-Gruppe,
die als endliche Gruppe maximale Untergruppen besitzt, wegen

25
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Lemma 1.9 also zyklisch von Primzahlordnung ist. Es folgt A'€© BcA.
Dann ist aber A’ mit A ein Normalteiler von @& und G/A’ mit G/A
auflosbar. Dies widerspricht der Minimalitit von A. Es folgt A =1
und die Auflosbarkeit von @G.

Geniigt @ der Bedingung (IV), so betrachten wir zunichst eine
endliche Untergruppe U von G. Diese geniigt wegen (IV.B) gewiss
der Bedingung (III) und ist also — wegen der bereits bewiesenen
Aquivalenz von (I) und (III) — auflosbar. Damit haben wir gezeigt :

(3) Endliche Untergruppen von G sind auflosbar.

Sei weiter U eine lokal endliche Untergruppe von G. Wegen (3)
ist dann jede endlich erzeugbare Untergruppe von G endlich und
auflosbar ; und wegen (IV.C) ist jede abelsche Untergruppe von @
endlich. Wir kinnen also einen schénen Satz von Tschernikow [p. 128,
Theorema 3] anwenden, aus dem die Endlichkeit und dann auch die
Auflosbarkeit von U folgt. Damit haben wir gezeigt:

(4) Lokal endliche Untergruppen von G sind endlich und auf-
16sbar. :

Sei schliesslich A eine auflosbare Untergruppe von G. Wegen
(IV.C) ist jede abelsche Untergruppe von A endlich. Also ist Be-
dingung (4) von Baer [3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A] erfiillt:
A ist artinsch. Anwendung von Baer [2; p. 18, Lemma 3.3] zeigt
die Endlichkeit der artinschen, auflésbaren Gruppe A. Damit haben
wir gezeigt:

(5) Auflosbare Untergruppen von G sind endlich.

Aus dem Maximumprinzip der Mengenlehre folgt die Existenz
einer maximalen, lokal endlichen Untergruppe M. Diese ist wegen
(4) endlich und auflosbar. Ist A eine auflésbare Untergruppe von
G mit M C A, so ist A wegen (5) endlich und M = A folgt aus der
Maximalitit von M. Also ist M auch eine maximale auflosbare Un-
tergruppe von G. Wird M von dem Element g aus G normalisiert,
so ist {M, g} mit M auflosbar, so dass aus der Maximalitit von M
die Zugehorigkeit von ¢ zu M folgt:

M= ngM.

Wire nun M ¢ @G, so konnten wir Bedingung (IV.A) auf M an-
wenden. Unter den von M normalisierten, mit M nicht vergleich-
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baren Untergruppen von G gibt es also eine minimale W. Da W
nicht in M enthalten ist, gibt es in M nicht enthaltene Elemente
in W. Ist w irgendein in M nicht enthaltenes Element aus W, so
ist w¥ wegen der Endlichkeit von M endlich. Weiter ist {w¥] eine
mit M nicht vergleichbare, von M normalisierte Untergruppe von
W = WM, Aus der Minimalitit von W folgt: W = {w¥] ist endlich
erzeugbar. Endlich erzeugbare Gruppen besitzen maximale Normal-
teiler. Also gibt es ein einfaches epimorphes Bild F von W, das mit W
endlich erzeugbar ist und also eine maximale Untergruppe besitzt. Als
einfacher Faktor von @ ist B wegen (IV.B) eine nt-Gruppe. Einfache
nr-Gruppen mit maximalen Untergruppen sind wegen Hilfssatz 1.9
zyklisch von Primzahlordnung. Also besitzt W ein epimorphes Bild,
das zyklisch von Primzahlordnung ist; und hieraus folgt W’ c W.
Da W' eine charakteristische Untergruppe von W ist, wird W’
ebenso wie W von M normalisiert. Aus der Minimalitit von W folgt
W' e M. Mit M ist W’ und also auch W auflosbar ; und mit M und
W ist dann auch MW auflosbar. Da M und W unvergleichbar sind,
ist Mc MW ; und dies widerspricht der Maximalitéit der auflosbaren
Gruppe M. Aus diesem Widerspruch ergibt sich, dass ¢ = M endlich
und auflosbar ist.

BEMERKUNG 2.7: A. (IIL.B) folgt etwa aus der Minimalbedin-
gung fiir Normalteiler, Also folgt (III.B) aus (II.B) und natiirlich
folgt (II1.C) aus (IL.C). Das Verhiltnis der Bedingungen (II.A) und
(III.A) zueinander ist nicht so klar.

B. Bedingung (IV.A) ist eine Kombination von Minimalbedin-
gung mit einer abgeschwichten Form der Bedingung nt. Bedingting
(ITI.A) ist eine Folge von (IV.B).

LEMMA 2.8: Jeder Subnormalteiler von G ist eine Nr-Gruppe,
wenn

(+) die Minimalbedingung von den Subnormalteilern von G er-
Sullt wird und

(++) jedes einfache epimorphe Bild eines Subnormalieilers von G
eine NC-Gruppe ist.

BEWEIs : Wire dies falsch, so giibe es wegen (+) unter den
Subnormalteilern von @, die keine nr-Gruppen sind, einen minimalen
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M. Das Produkt M* aller echten Normalteiler von M ist ein Pro-
dukt von nr-Normalteilern von M*, geniigt der Bedingung (6) des
Satzes 1.5 und ist also eine nr-Gruppe. Es folgt M*c M, so dass
M/M* als einfaches epimorphes Bild des Subnormalteilers M von
G wegen (++) eine nr-Gruppe ist. Aus Zusatz 1.6, (c) ergibt sich
dann, dass M selbst eine Nr-Gruppe ist; und dies widerspricht un-
serer Wahl von M, woraus unsere Behauptung folgt.

BEMERKUNG 2.9: Die Behauptung dieses Lemma ist identisch
mit der Bedingung (II.A) des Satzes 2.6; und unsere Bedingung
(+) ist mit Satz 2.6, (IL.B) identisch. Schliesslich folgt (++) aus
Satz 2.6, (IV.B) und Satz 2.6, (LIL.A) folgt aus (++).

ZusATzZ 2.10 : Die Gruppe G ist dann und nur dann artinsch und
auflosbar, wenn
(A) die Minimalbedingung von den Subnormalteilern von G er-
Siullt wird und
(B) jedes einfache epimorphe Bild eines Subnormalteilers von G
eine N-Gruppe mit maximaler Untergruppe ist.

BEwEIs: Es ist klar, dass artinsche Gruppen der Bedingung
(A) geniigen. Weiter sind einfache epimorphe Bilder auflosbarer Grup-
pen als einfache auflosbare Gruppen zyklisch von Primzahlordnung,
woraus auch die Notwendigkeit von (B) folgt.

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (A) und (B) an. Dann
folg die Bedingung (a) des Hauptsatzes 2.3 aus Lemma 2.8 ; weiter
folgt (b) aus (A) und (¢) aus (B), so dass unsere Bedingungen auch
hinreichend sind.

§ 3. Die unt-Gruppen.

Diese Gruppenklasse wird durch die folgende Eigenschaft defi-
niert :

uny : Jede Untergruppe von G ist eine NL-Gruppe.

Wir haben diese Eigenschaft so definiert, dass sie per defini-
tionem untergruppenvererblich ist, dies sehr im Gegensatz zur Grund-
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eigenschaft ny: direkte Produkte von 1 verschiedener Gruppen sind
ja stets ny-Gruppen, auch wenn die beiden direkten Faktoren es
nicht sind.

LeMMA 3.1: Ist jede von 1 verschiedene charakteristische Unter-
gruppe von G auch von threr Ableitung verschieden, so gilt:

(@) U == U fiir jede Untergruppe U =1 von Q.

(b) Ist V eine normalisatorgleiche echte Untergruppe der Un-
tergruppe U von @G, so sind V und der Normalteiler (VUV} von U
nicht vergleichbar.

(e) G ist eine UNL-Gruppe.

BEwEIs: Ist U =1 eine Untergruppe von G, so sei D der
Durchschnitt aller U enthaltenden charakteristischen Untergruppen
von @. Dann ist 1) eine U enthaltende charakteristische Untergruppe
von G. Mit U ist auch D == 1, so dass nach Voraussetzung D’ 5= D.
Als charakteristische Untergruppe einer charakteristischen Unter-
gruppe ist D’ eine charakteristische Untergruppe von G. Es ist
U& D', da sonst D = D’ wiire. Aus U C D ergibt sich also

UcUnD' <0,

woraus (a) folgt.

Ist U irgendeine Untergruppe von G und V=ny Vc U, so
ist Vc{VV}= W und also W==1. Aus (a) folgt W' 5= W. Da W’
als charakteristische Untergruppe des Normalteilers W von U selbst
ein Normalteiler von U ist, wird W’ von V normalisiert und V
ist nicht in W’ enthalten. Wire W’ € V, so wire V ¢ W ein Nor-
malteiler von W im Widerspruch dazu, dass V gleich seinem Nor-
malisator in U ist. Also sind W’ und V nicht vergleichbar. Damit
haben wir (b) bewiesen. Aus (b) folgt sofort, dass jede Untergruppe
von @ eine NWU-Gruppe und @ selbst also eine un-Gruppe ist.

BEMERKUNG 3.2: Aus (a) folgt sofort, dass die in Lemma 3.1
behandelte Gruppenklasse untergruppenvererblich ist. Sie umfasst
die Klasse aller freien Gruppen, so dass insbesondere alle freien
Gruppen Unv-Gruppen sind. Da aber, wie schon frither bemerkt,
nicht alle Gruppen uny-Gruppen sind, so folgt:
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Die Eigenschaft wnt ist nicht epimorphismenvererblich.

Dass uny untergruppenvererblich ist, haben wir schon erwihnt.
Wir wollen als nichstes Erweiterungsvererblichkeit und Residualitit
von URY beweisen.

LeEMMA 3.3 : (A) Erweiterungen von UNL-Gruppen durch uny-Grup-
pen sind UNT-Gruppen.
(B) Ist 1 der Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit
une-Faktorgruppe G/X, so ist G eine UNL-Gruppe.

BEWEIs : Ist N ein unt-Normalteiler von G mit ung-Faktor-
gruppe G/N, ist U eine Untergruppe von @, so ist die Untergruppe
UNN von N eine nt-Gruppe; und die Untergruppe

U/\Un Ny~ NU/NC G/N

ist ebenfalls eine n¢-Gruppe. Als Erweiterung der ntr-Gruppe U N N
durch die nt-Gruppe U/(U N N) ist U wegen Zusatz 1.6, (c) eine
nt-Gruppe. Folglich ist G eine uny-Gruppe : wir haben (A) bewiesen.

Sei 1R die Menge aller Normalteiler X von @ mit unt-Faktor-
gruppe G/X und sei

Ist U eine Untergruppe von @, so ist auch

1= N (UnX).
XeR

Fiir X aus 1R ist U n X ein Normalteiler von U; und
Uj(inx)>x XU/Xec G/X

ist eine nt-Gruppe als Untergruppe der unt-Gruppe G/X. Also ist
1 der Durchschnitt der Normalteiler ¥ von U mit nt-Faktorgruppe
U/Y; und es folgt aus Satz 1.5, (7), dass U eine ntr-Gruppe ist.
Folglich ist G eine unt-Gruppe: wir haben (B) bewiesen.

Wir definieren :

UNtrG = Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit unr-Fak-
torgruppe G/X.
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Dies ist eine wohlbestimrate charakteristische Untergruppe von G.

ZusATz 3.4: (a) G/UNrG ist eine unt-Gruppe.
(b) unr [unrG@] = unrq.
(c) 1 ist das einzige epimorphe Bild von UNLG mit der Eigen-
schaft unr.
(d) unrU c unrG fiir jede Untergruppe U von G.

BEWEIs: (a) folgt sofort aus Lemma 3.3, (B). Als charak-
teristische Untergruppe einer charakteristischen Untergruppe ist
unr{unt @] eine charakteristische Untergruppe von ¢. Wegen (a) ist
G/unt [unr@] eine Erweiterung der unt-Gruppe untG/unt[unrq]
durch die unr-Gruppe G/unt@, wegen Lemma 3.3, (A) also selbst
eine unt-Gruppe. Es folgt (b). (c) ist eine triviale Folgerung aus (b).
Schliesslich ist

U/[Ununt@] = U unrG/unt@ € G/unt@,

go dass U/ UNunt@] als Untergruppe einer Unt-Gruppe selbst eine
unte-Gruppe ist. Es folgt (d).

SATZ 3.5: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent.
(1) G ist eine unr-Gruppe.
(2) Jede von 1 verschiedene Untergruppe von G besitzt ein von 1
verschiedenes epimorphes Bild mit der Higenschaft unt.
(3) Jede von 1 verschiedene charakteristische Untergruppe von G
besitzt ein von 1 verschiedenes epimorphes Bild mit der Eigenschaft unt.

BEMERKUNG : Die Aquivalenz von (1) und (2) kann man durch
die Eigenschaftengleichung

unt = hypo - unt
ausdriicken.

BEWEIS folgt unmittelbar aus Zusatz 3.4, (a), (¢).

HILFSSATZ 3.6: Die folgenden Eigenschaften der artinschen
Gruppe G sind dquivalent :
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(I) @ ist auflosbar.

(II) @ ist eine unr-Gruppe.

(III) Ist die maximale Untergruppe M der Untergruppe U von
G kein Normalteiler von U, so gibt es einen mit M nicht vergleichbaren
Normalteiler von U.

BEWEIS: Ist @ artinsch und auflosbar, so gilt dasselbe von
allen Untergruppen von G. Aus Hauptsatz 2.3 folgt, dass jede Un-
tergruppe von G eine nr-Gruppe und @G selbst also eine unt-
Gruppe ist.

Ist G eine untr-Gruppe, ist die maximale Untergruppe M der
Untergruppe U von G kein Normalteiler von U, so ist M =ny M c U.
Da U eine nr-Gruppe ist, gibt es eine mit M nicht vergleichbare,
von M normalisierte Untergruppe V von U. Aus der Maximalitit
von M folgt dann U =MV, so dass V ein Normalteiler von U ist.

Wir nehmen schliesslich an, dass G der Bedingung (III) geniigt,
ohne auflosbar zu sein. Da @ artinsch ist, gibt es dann unter den
nicht-auflosbaren Untergruppen von G eine minimale W. Diese Un-
tergruppe W von G ist [mit G] artinsch und geniigt [mit @] der
Bedingung (III). Nach seiner Wahl ist W nicht auflosbar, wihrend
jede echte Untergruppe von W auflosbar ist.

Wiére W nicht endlich erzeugbar, so wire jede endlich erzeug-
bare Untergruppe von W eine echte Untergruppe von W und also
auflosbar. Auflosbare, endlich erzeugbare, artinsche Gruppen sind
endlich ; siehe etwa Baer [2; p. 18, Lemma 3.3]. Also ist jede end-
lich erzeugbare Untergruppe der artinschen Gruppe W endlich und
auflosbar. Anwendung von Baer [2; p. 18, Lemma 3.3] zeigt, dass
W selbst auflosbar ist. Dies widerspricht unserer Wahl von W.
Also ist W endlich erzeugbar.

Von 1 verschiedene, endlich erzeugbare Gruppen besitzen stets
maximale Untergruppen [Maximumprinzip der Mengenlehre]. Also
existiert eine maximale Untergruppe M von W. Diese ist als echte
Untergruppe von W auflosbar. Wire M ein Normalteiler von W,
so wire W/M frei von echten Untergruppen und also zyklisch von
Primzahlordnung, so dass W als Erweiterung seines auflosbaren Nor-
malteilers M durch die zyklische Gruppe W/M selbst auflosbar wire.
Dies widerspricht unserer Wahl von W. Also ist M kein Normal-
teiler von W. Wir konnen folglich Bedingung (1ll) anwenden: es
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gibt einen mit M nicht vergleichbaren Normalteiler ¥V von W. Da
insbesondere V c W ist, ist V auflosbar; und aus der Maximalitit
von M folgt W = MV. Also ist W eine Erweiterung seines auflos-
baren Normalteilers ¥ durch das epimorphe Bild

W/V=VM/VMMn V)

der auflosbaren Gruppe M ; und als solche ist W im Widerspruch
zu seiner Wahl auflosbar. Aus diesem Widerspruch ergibt sich, dass
artinsche Gruppen mit der Eigenschaft (III) auflosbar sind: die Be-
dingungen (I)-(III) sind &dquivalent.

HiLrssATZz 3.7: Die Gruppe G ist dann und nur dann artinsch

und auflosbar, wenn

(A) G eine unr-Gruppe ist,

(B) die Minimalbedingung von den Subnormalteilern von G er-
Sullt wird und

(O) der Subnormalteiler S von G eine maximale Untergruppe
besitzt, wenn sein Zentrum 38 das Produlkt aller echten Normalteiler
von S ist und zwar 38, aber wicht S/38 artinsch ist.

BEWEIS : Ist G artinsch und auflosbar, so ist Bedingung (C)
leer erfiillt [es gibt kein solches S]; Bedingung (B) ist eine Abschwé-
chung der in @ giiltigen Minimalbedingung und die Giiltigkeit von
(A) kann etwa aus Hilfssatz 3.6 gefolgert werden.

Gelten umgekehrt die Bedingungen (A), (B), (C), so wollen wir
die Giiltigkeit der Bedingungen (a), (b), (c) des Hauptsatzes 2.3 ve-
rifizieren. Natiirlich ist (a) nur eine schwache Form von (A) und
(b) = (B). Sei schliesslich das Zentrum 3§ des Subnormalteilers S
das Produkt aller echten Normalteiler von § und 38 artinsch, S/3S
unendlich. Wire §/38 artinsch, so wire § als Erweiterung seines
artinschen Zentrums durch die artinsche Zentrumsfaktorgruppe selbst
artinsch. Da § mit G wegen (A) eine unt-Gruppe ist, folgt aus
Hilfssatz 3.6 die Auflosbarkeit von S. Dann ist §/38 eine auflosbare
einfache Gruppe und eine solche ist zyklisch von Primzahlordnung,
also endlich. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Wahl von §, so
dass 8/38 nicht artinsch ist. Anwendung von (C) zeigt die Existenz
einer maximalen Untergruppe von S, womit auch die Giiltigkeit



394 Reinhold Baer

von (c) dargetan ist. Anwendung des Hauptsatzes 2.3 zeigt, dass @G
artinsch und auflosbar ist.

HILFSSATZ 3.8 : Jeder Torsionssubnormaltetler ist in einem Tor-
sionsnormaltetler enthalten.

BEWEIS : Ist T ein Torsionssubnormalteiler, so gibt es eine end-
liche Kette von Untergruppen 7T (i) von G mit folgenden Eigen-
schaften :

T=T(0), T (i) ist ein Normalteiler von T (i 4+ 1), T (n) = G.
Wir setzen

T (i)* = Produkt aller Torsionsnormalteiler von T ().

Es ist klar, dass 7 (i)* eine charakteristische Torsionsunter.
gruppe von T (i) ist. Da 7 eine Torsionsgruppe ist, ist T = T (0)*.
Da charakteristische Untergruppen von Normalteilern wieder Nor-
malteiler sind, ist T (i)* ein Torsionsnormalteiler von 7 (i + 1), wo-
raus T (i)* € T (¢ + 1)* folgt. Damit haben wir aber

T=TOFC.CcTO*CT(E+1*C...CTn*=G*

gezeigt: T ist in der charakteristischen Torsionsuntergruppe G* von
G enthalten.

Zwecks bequemer Formulierung unseres nichsten Resultats de-
finieren wir :

CG = Kompositum aller hyperabelschen Torsionssubnormalteiler
von @.

Es ist klar, dass 0@ eine wohlbestimmte charakteristische Un-
tergruppe von @ ist. Ist 8§ ein hyperabelscher Torsionssubnormalteiler
von G, so ist S wegen Hilfssatz 3.8 in einem Torsionsnormalteiler
von G enthalten. Insbesondere ist also auch der von S aufgespannte
Normalteiler {§¢} ein selbstverstindlich in CG enthaltener Torsions-
normalteiler von @. Also ist CG das Produkt von Torsionsnormal-
teilern von G und es folgt:

@@ ist eine charakteristische Torsionsuntergruppe von G.

LEMMA 3.9: (1) Die folgenden Eigenschaften von @ sind dquiva-
lent :
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(a) €@ ist artinsch und auflosbar.
(b) €@ ist artinsch.
(c) Jeder abelsche Torsionssubnormalteiler von G 18t artinsch.

(2) Ist jeder abelsche Torsionssubnormalteiler von G artinsch,
so st

(@) C€[6¢/C6] =1,

(b) 1 der einzige artinsche unr-Subnormalteiler von G/CG,

(c) 1 der einzige der Minimalbedingung fiir Subnormalteiler
geniigende unt-Subnormalteiler von G/CGE, wenn wenigstens eine der
beiden folgenden Bedingungen gilt:

(¢’) Der der Minimalbedingung fiir Subnormalteiler gewiigende
unt-Subnormalteiler S von G besitzt eine maximale Untergruppe, wenn
38 das Produkt aller echten Normalteiler von S ist und S nicht artinsch
18t.

(e”’) Jeder einfache, micht artinsche une-Subnormalteiler von
G/CG besitzt eine maximale Untergruppe.

BEwWEIS : Es ist klar, dass (1.b) aus (l.a) folgt; und (1.c) folgt
aus (1.b), da CG alle abelschen Torsionssubnormalteiler von @ ent-
hidlt. Gilt schliesslich (1.c), so ist CG eine Torsionsgruppe, deren
abelsche Subnormalteiler als Torsionssubnormalteiler artinsch sind.
Ist H=1 ein epimorphes Bild von €@, so ist H ebenso wie CG
das Kompositum seiner hyperabelschen Subnormalteiler. Also gibt
es einen hyperabelschen Subnormalteiler S §=1 von H; und dieser
besitzt einen abelschen Normalteiler A 5=1, der natiirlich auch ein
abelscher Subnormalteiler von H ist. Damit haben wir gezeigt, dass
C@ der Bedingung (3) von Baer [3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A]
geniigt und also artinsch und auflosbar ist: (1) ist bewiesen.

Wir nehmen im folgenden stets an, dass jeder abelsche Tor-
gsionssubnormalteiler von @G artinsch ist. Jeder hyperabelsche Tor-
sionssubnormalteiler von @G/CG@ hat die Form S/C@. Dabei ist S ein
Subnormalteiler von @, der mit ¢G und S/CG eine Torsionsgruppe
ist. Da CG@ wegen (1) auflosbar und S/§G hyperabelsch ist, ist 8
hyperabelsch. Es folgt S € €G aus der Definition von €, so dass
8/CG@ =1 ist. Da folglich alle hyperabelschen Torsionssubnormalteiler
von @/C@ trivial sind, ist 1 = C[G/CaG]
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Ist A/CG@ ein artinscher unt-Subnormalteiler von G/C@, so ist
A als Erweiterung der wegen (1) artinschen Gruppe CG durch die
artinsche Gruppe A/CG selbst artinsch. Wegen (1) und Hilfssatz
3.6 ist C@ eine unt-Gruppe; und wegen Lemma 3.3, (A) ist die
Erweiterung der unt-Gruppe CG durch die unv-Gruppe 4/C@Q selbst
eine unt-Gruppe. Anwendung von Hilfssatz 3.6 zeigt die Auflosbar-
keit von A4, so dass der artinsche auflésbare Torsionssubnormalteiler
A in CG enthalten und 4/CG =1 ist: es gilt (2.b).

Gilt (¢’), ist T/CG ein einfacher, nicht artinscher unt-Subnor-
malteiler von G/C@, so ist 7 Subnormalteiler von G. Da CG wegen
(1) auflosbar ist, ist CG wegen Hilfssatz 3.6 eine unt-Gruppe; und
die Erweiterung 7' der unt-Gruppe CG durch die unr-Gruppe 7/CG
ist wegen Lemma 3.3, (A) eine unt-Gruppe. Da CG wegen (1) ar-
tinsch und 7/CG einfach ist, wird die Minimalbedingung von den
Subnormalteilern von 7 erfiillt. Also geniigt 7' den Bedingungen
(A), (B) des Hilfssatzes 3.7 ; und die Giiltigkeit von (C) ergibt sich
aus (¢’) zusammen mit der Tatsache, dass jeder Subnormalteiler des
Subnormalteilers 7' ein Subnormalteiler von G ist. Anwendung von
Hilfssatz 3.7 ergibt, dass 7' artinsch und auflosbar ist: ein Wider-
spruch. Also folgt aus (¢’) die folgende Eigenschaft:

(c*) Es gibt keine einfachen, nicht artinschen unt-Subnor-
malteiler von G/CG.

Natiirlich ist (¢’’) eine Folge von (c*), so dass (¢’’) gilt, wenn
(¢’) oder (¢’’) gilt.

Sei nun S/C@ ein von 1 verschiedener, der Minimalbedingung fiir
Subnormalteiler geniigender unr-Subnormalteiler von G/CG. Aus der
Minimalbedingung folgt die Existenz eines minimalen Subnormalteilers
T/CG von 8/CG. Es ist klar, dass 7/CG ein untr-Subnormalteiler von
G/QC @G ist. Da jeder Normalteiler von 7/CG ein Subnormalteiler von
G/CQ ist, folgt aus der Minimalitit von 7/CG die Einfachheit von
T/CQ@. Anwendung der Bedingung (¢’’) zeigt die Existenz einer maxi-
malen Untergruppe der einfachen unt-Gruppe 7/CG@. Anwendung von
Lemma 1.9 zeigt, dass T/CG zyklisch von Primzablordnung ist. Dies
widerspricht (2.a) und (2.b); und aus diesem Widerspruch folgt die
Giiltigkeit von (c).

BEMERKUNG 3.10 : Wihrend des Beweises haben wir gezeigt,
dass es Subnormalteiler der ad (¢’) und ad (c¢’’) betrachteten Art
gar nicht geben kann. Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir die
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in Bedingung (C) des Hilfssatzes 3.7 betrachteten Subnormalteiler.

HAuprTsaTz 3.11: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind
dquivalent :

(I) G ist artinsch und auflosbar.

(A) G st eine unr-Gruppe.

(B) Abelsche Torsionssubnormalteiler von G sind artinsch.

(C) Ein wicht-artinscher Subnormalteiler von G besitzt eine
maximale Untergruppe, wenn sein Zentrum das Produkt

(II) aller seiner echten Normalteiler ist.

(D) Ist H =1 ein epimorphes Bild von G und 1 der einzige
artinsche Subnormalteiler von H, so ¢ibt es etnen Subnor-
malteiler S == 1 von H, von dessen Subnormalteilern die
Minimalbedingung erfiillt wird.

(A) G st eine UNY-Gruppe.

(B) Abelsche Torsionssubnormalteiler von G sind artinsch.
(III) (O) Ist H3=1 ein epimorphes Bild von G und 1 der einzige
artinsche Subnormalteiler von H, so besiizt H einen ein-
JSachen Subnormalteiler mit maximaler Untergruppe.

(A) G ist eine uUNnt-Gruppe.

(B) Abelsche Untergruppen von G sind artinsch.

(C) Ist H==1 ein epimorphes Bild von G und 1 der einzige

(IV) artinsche Subnormalteiler von H, so gibt es einen Subnor-
malteiler 8 =5=1 von H mit folgender Eigenschaft:

(+) Ist die endlich erzeugbare Untergruppe E von S nicht ar-
tinsch, so ist E eine radikale Gruppe.

\

TERMINOLOGISOHE ERINNERUNG : Die Gruppe G ist eine radi-
kale Gruppe [im Sinne von Plotkin], wenn jedes von 1 verschiedene
epimorphe Bild von @ einen von 1 verschiedenen, lokal nilpotenten
Normalteiler besitzt. Dabei heisst eine Gruppe lokal nilpotent, wenn
jede endlich erzeugbare Untergruppe E nilpotent von endlicher Klasse
ist, d.h. eine 1 mit E verbindende, endliche Zentralreihe besitzt.
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BEWELS : Ist zuniichst G artinsch und auflisbar, so ist G wegen
Hilfssatz 3.6 eine unr-Gruppe ; und nun folgt miihelos, dass G jeder
der Bedingungen (II)-(IV) geniigt.

Wir nehmen umgekehrt an, dass G wenigstens einer der drei
Bedingungen (II)-(IV) geniigt. Dann gilt bestimmt :

(1) @ ist eine unr-Gruppe.
(2) Abelsche Torsionssubnormalteiler von G sind artinsch.

Durch Anwendung von Lemma 3.9, (1) folgt hieraus:

(3) €@ ist artinsch und auflosbar.

Durch Anwendung von Lemma 3.9, (2.a) 4 (2.b) ergibt sich aus
(1), (2):
(4) €[G/CG]=1.

Jeder artinsche Subnormalteiler von G/CG hat die Form S/CG,
wobei § ein Subnormalteiler von G ist. Da 8 die Erweiterung der
wegen (3) artinschen Gruppe CG durch die nach Voraussetzung
artinsche Gruppe S/C@G ist, ist S artinsch und wegen (1) eine unt-
Gruppe. Anwendung von Hilfssatz 3.6 ergibt die Auflosbarkeit von
8, so dass S € CG aus der Definition von € folgt. Also gilt:

() 1 ist der einzige artinsche Subnormalteiler von G/CG.

Wir machen nun die Annahme, dass G nicht artinsch und auf-
16sbar ist. Dann ergibt sich @ == CG aus (3), so dass

(6) H=6/CG*+1
ist.

Wiirde nun (II) gelten, so folgte aus (II.D) und (5) die Exi-
stenz eines Subnormalteilers S 4= 1 von H, von dessen Subnormal-
teilern die Minimalbedingung erfiillt wird. Es gibt dann einen Sub-
normalteiler T' von ¢ mit CG¢ c T und T/CG = S. Jeder abelsche
Torsionssubnormalteiler von 7' ist ein Subnormalteiler von G und
also wegen (2) artinsch. Da 7 als Erweiterung der wegen (3) artin-
schen Gruppe CG@ durch die Gruppe S selbst der Minimalbedingung
fiir Subnormalteiler geniigt, geniigt 7' den Bedingungen (A), (B) des
Hilfssatzes 3.7, dessen Bedingung (C) aus (II.C) folgt. Also ist T
artinsch, so dass auch 8= T/CG artinsch ist. Dies widerspricht
8=1 und (5). Aus diesem Widerspruch folgt :

(7) G geniigt nicht der Bedingung (II).

Wir nehmen als nichstes die Giiltigkeit von (III) an, Wegen

(6) und (III.C) existiert dann ein einfacher Subnormalteiler S von H
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mit maximaler Untergruppe. Es gibt dann einen Subnormalteiler T'
von G mit CG c T und 8 = T/CG. Sei nun X ein nicht-artinscher
Subnormalteiler von 7. Aus (3) folgt X &€ C@. Dann ist CG c XC@G
und XCG/CG ist ein von 1 verschiedener Subnormalteiler der ein-
fachen Gruppe 8. Es folgt § = XCG/CG, so dass T= XCG und

S=XCG/CG = X/(XnCG)

ist. Mit S besitzt folglich auch X eine maximale Untergruppe. We-
gen (1), (2) geniigt also 7 den Bedingungen des Hilfssatzes 3.7, so
dass T artinsch ist. Dann ist aber auch § artinsch, so dass § im
Widerspruch zu (5) ein von 1 verschiedener, artinscher Subnormal-
teiler von H ist. Aus diesem Widerspruch folgt :

(8) G geniigt nicht der Bedingung (III).

Aus (7) und (8) und den von uns gemachten Annahmen ergibt
sich nun die Giiltigkeit der Bedingung (IV). Wegen (IV.C) gilt dann
sogar :

(2*) Alle abelschen Untergruppen von @ sind artinsch.

Sei nun A eine abelsche Untergruppe von H = G/CG. Dann
gibt es eine Untergruppe B von ¢ mit CG € B und A = B/CG.
Aus (3) folgt, dass CG auflosbar ist; und aus der Kommutativitit
von A folgt die Auflosbarkeit von B. Wegen (2*) sind alle abelschen
Untergruppen von B artinsch. Also geniigt B der Bedingung (5)
von Baer [3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A], so dass B artinsch
ist. Also ist auch das epimorphe Bild A von B artinsch; und wir
haben gezeigt:

(9) Abelsche Untergruppen von H sind artinsch.

Ist A eine artinsche Untergruppe von H, so gibt es eine Un-
tergruppe B von G mit CG € B und A4 = B/CG. Wegen (3) ist CG
artinsch, so dass auch B artinsch ist. Wegen (IV.A) ist B eine unt-
Gruppe, so dass aus Hilfssatz 3.6 die Auflosbarkeit von B und also
auch die von A folgt:

(10) Jede artinsche Untergruppe von H ist auflosbar.

Aus Baer [2; p. 18, Lemma 3.3] folgt weiter :

(11) Endlich erzeugbare, artinsche, auflosbare Gruppen sind
endlich.

Ist R eine radikale Untergruppe von H, so folgt aus (9), dass
jede abelsche Untergruppe von R artinsch ist. Also geniigt R der
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Bedingung (5) von Baer [3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A}, so dass
R artinsch und auflosbar ist. Also gilt:
(12) Radikale Uutergrupi)en von H sind artinsch und auf-
losbar.
Aus (5) und (IV.C) folgern wir die Existenz eines Subnormal-
teilers § =1 von H mit folgender Eigenschaft :

(+) Ist die endlich erzeugbare Untergruppe E von S nicht ar-
tinsch, so ist F eine radikale Gruppe.

Sei nun X irgendeine endlich erzeugbare Untergruppe von 8.
Wire X nicht artinsch, so wire X radikal und also wegen (12)
artinsch. Also sind alle endlich erzeugbaren Untergruppen von S
artinsch. Sie sind wegen (10) auflésbar und wegen (11) sogar endlich.
Wir haben gezeigt :

(++) Jede endlich erzeugbare Untergruppe von 8§ ist endlich
und auflosbar.

Wegen (9) ist jede abelsche Untergruppe von S artinsch. An-
wendung eines schonen Satzes von Tschernikow [p. 128, Theorema 3]
zeigt, dass der Subnormalteiler S &= 1 im Widerspruch zu (5) artinsch
ist. Aus diesem Widerspruch ergibt sich die Aquivalenz der Bedin-
gungen (I)(IV).

DiSKUSSION 3.12: A. Die Aquivalenz der Bedingungen (I), (II)
des Hilfssatzes 3.6 ist als trivialer Spezialfall in der Aquivalenz der
Bedingungen (I), (II) des Hauptsatzes 3.11 enthalten.

B. Hilfssatz 3.7 ist als trivialer Spezialfall in der Aquivalenz
der Bedingungen (I), (II) des Hauptsatzes 3.11 enthalten.

C. Beim Nachweis, dass den Bedingungen (II), (III) des Haupt-
satzes 3.11 geniigende Gruppen artinsch und auflésbar sind, kann
man Lemma 3.9, (2.c), so naheliegend dies scheint, nicht ohne wei-
teres anwenden, da ja die Eigenschaft unt nicht epimorphismen-
vererblich ist.

D. Torsionsfreie abelsche Gruppen [== 1] geniigen den Bedin-
gungen (A), (B) der Bedingungen (I), (II) des Hauptsatzes 3.11,
sind aber nicht artinsch. Dies zeigt die — wenigstens formale —
Unentbehrlichkeit der Reste dieser Bedingungen.
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E. Ist A eine abelsche Gruppe vom Priiferschen Typ p=,
entsteht die Gruppe G aus A durch Adjunktion eines der Be-
dingung

b—1 ab = a't? fiir @ aus A

geniigenden Elements b, so ist A ein Normalteiler von G und G/A
ist eine unendliche zyklische Gruppe. Jeder abelsche Subnormaltei-
ler von @ ist in dem abelschen Normalteiler A enthalten. Es folgt,
dass @ eine unv-Gruppe ist, deren simtliche abelsche Subnormal-
teiler artinsch sind; und man sieht leicht ein, dass alle nicht ar-
tinschen Subnormalteiler von G maximale Untergruppen besitzen.
Diese Gruppe geniigt also den Bedingungen (II.A-C) des Haupt-
satzes 3.11, ist aber nicht artinsch: (II.D) ist unentbehrlich. Eine
dhnliche Bemerkung kann man bezgl. (III) und bezgl. Hilfssatz 3.7
machen.

F. Man vergleiche die Bedingungen (a)-(c) des Hauptsatzes 2.3
mit den Bedingungen (A)(C) des Hilfssatzes 3.7. Bedingung (A) ist
schirfer als (a), die Bedingungen (B) und (b) sind identisch, wih-
rend (C) schwiicher als (c) ist.

G. Freie Gruppen sind unr-Gruppen, wie sich etwa aus Lemma
3.1 ergibt. Abelsche Untergruppen nicht-abelscher, freier Gruppen
sind keine Subnormalteiler, wenn von 1 verschieden. Nicht-abelsche,
freie Gruppen geniigen also den Bedingungen (II.A) und (II.B), was
die Unentbehrlichkeit der Restbedingungen von (II) und (III) evi-
dent macht, selbst wenn wir bereit wiren, (II.B) in der schirferen
Form zu postulieren : Abelsche Subnormalteiler sind artinsch.

H. Eine einfache, auflosbare Gruppe ist stets zyklisch von Prim-
zahlordnung ; insbesondere besitzt sie eine maximale Untergruppe.
Infolgedessen folgt aus (I) die Bedingung:

(II.C*) Jedes einfache epimorphe Bild eines Subnormalteilers
von @G besitzt eine maximale Untergruppe.

Es ist klar, dass (II.C) aus dieser Bedingung folgt. Mann kann
also (IL.C) durch die kiirzere, aber schirfere Bedingung (IL.C*) er-
setzen.

Aus (II.C*) folgt auch der nicht-existenzielle Teil von (III.C),
wihrend der existenzielle Teil etwa aus (II1.D) folgt.

26
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§ 4. Die enr-Gruppen.

Diese Gruppenklasse wird durch folgende FEigenschaft charak-
terisiert.

enr: Jedes epimorphe Bild der Gruppe G ist eine NU-Gruppe.

Man sieht sofort, dass die Klasse der ¢nt-Gruppen eine echte
Unterklasse der Klasse der nr-Gruppen ist.

SATZ 4.1: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :

(1) @ ist eine ent-Gruppe.

(2) @ ist das Erzeugnis seiner ent-Subnormalteiler.

(3) Jedes von 1 werschiedeme epimorphe Bild von G besitzt einen
von 1 verschiedenen nt-Subnormalteiler.

BEWEIs : Es ist klar, dass (2) aus (1) folgt. Gilt (2), ist ¢ ein
Epimorphismus von G auf H =1, so gibt es einen ent-Subnormal-
teiler § von G mit 8° &= 1. Man sieht sofort, dass §8° ein nr-Sub-
normalteiler von H ist; und damit haben wir (3) aus (2) hergeleitet.
Gilt (3), so betrachten wir ein epimorphes Bild H =1 von G. Wir
bilden das Erzeugnis nt* H aller von oben erreichbaren nt-Unter-
gruppen von H. Dies ist eine charakteristische nv-Untergruppe von
H [Zusatz 1.6, (a)]; und 1 ist die einzige von oben erreichbare
nt-Untergruppe von H/nt*H [Zusatz 1.6, (d)]. Also ist 1 auch der
einzige nt-Subnormalteiler des epimorphen Bildes H/nt*H von G.
Anwendung von (3) zeigt H/NMt*H = 1, so dass H = nt*H eine nt-
Gruppe ist. Damit haben wir (1) aus (3) hergeleitet und die Aqui-
valenz von (1) (3) bewiesen.

BEMERKUNG 4.2: A. Die Aquivalenz der Bedingungen (1) und
(3) des Satzes 4.1 hat insbesondere die gruppentheoretischen Eigen-
schaftengleichungen

ent = hyper - nt = hyper - ent
zur Folge.

B. Aus der Aquivalenz von (1) und (3) folgt z.B., dass die
Gruppe @G sicher dann eine ent-Gruppe ist, wenn jedes von 1 ver-
schiedene epimorphe Bild von @ einen von 1 verschiedenen Sub-
normalteiler besitzt, der zyklisch oder direkt zerlegbar ist.



Normalisatorreiche Gruppen 403

C. Ob es geniigt, (2) durch die Forderung zu ersetzen, dass G
das Erzeugnis seiner von oben erreichbaren env-Untergruppen ist,
haben wir nicht entscheiden konnen. Dies liegt in erster Linie daran,
dass wir nicht haben entscheiden koénnen, ob Epimorphismen von
oben erreichbare Untergruppen auf von oben erreichbare Untergrup-
pen abbilden.

D. Die wichtigste Folge aus der Aquivalenz von (1) und (2)
ist die « Ko-Residualitit» von ¢nt: Produkte von ent-Normaltei-
lern sind enr-Gruppen.

ZusATz 4.3 : Erweiterungen von ent-Gruppen durch eny-Gruppen
sind ent-Gruppen.

BEWEIs: Ist G eine Erweiterung einer ent-Gruppe durch eine
env-Gruppe, ist H ein epimorphes Bild von @, so ist H eine Er-
weiterung einer nr-Gruppe durch eine nt-Gruppe, so dass H wegen
Zusatz 1.6, (c) eine Nyr-Gruppe ist. Also ist G eine enr-Gruppe.

BEMERKUNG 4.4: Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass
enr nicht untergruppenvererblich ist.

Es sei N = A4 @ B das direkte Produkt zweier isomorpher [end-
licher] einfacher Gruppen A & B, die keine nt-Gruppen sind. G
entstehe aus N durch Adjunktion eines Elements g mit

¢* =1, Ag = ¢B.

Dann ist N der einzige echte Normalteiler von G. Natiirlich sind N,
die zyklische Gruppe G/N und also auch G selbst nr-Gruppen. Da
1, G/N und @ die einzigen epimorphen Bilder von @ sind, ist @
sogar eine ent-Gruppe. Aber der Normalteiler N von G ist keine
enr-Gruppe, da sein epimorphes Bild A keine nt Gruppe ist. enr
ist also nicht einmal auf Normalteiler vererblich.

Wir definieren eine charakteristische Untergruppe :

entr@ = Erzeugnis aller enr-Subnormalteiler der Gruppe Q.

Es gilt der

ZUsATZ 4.5: (a) enr@ ist eine enr-Gruppe.
(b) 1 ist der einzige enr-Subnormalteiler von G/enrd.
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(c) enr [G/ent G]=1.
(d) ent S cent G fiir jeden Subnormalteiler S von Q.

BEWEIS : enrG ist sicherlich das Erzeugnis seiner ent-Subnor-
malteiler, wegen Satz 4.1, (2) also eine enr-Gruppe. Es gilt (a).

Ist §/enrG@ ein enr-Subnormalteiler von G/¢nr@, so ist § ein
Subnormalteiler von G und eine Erweiterung der ¢nr-Gruppe e¢ntr@
durch die entr-Gruppe S/ent G. Wegen Zusatz 4.3 ist § ein ent-
Subnormalteiler von @, so dass Scenr@ und S/enr@ =1 ist. Es
gilt (b) und (c¢) folgt unmittelbar aus (b).

Ist 8 ein Subnormalteiler von G, so ist enrS wegen (a) ein
envr-Subnormalteiler von @, so dass entrS € ¢ntr ¢ aus unserer De-
finition folgt.

BEMERKUNG 4.6: Aus dem in Bemerkung 4.4 angegebenen
Beispiel folgt, dass §nenr@ € entS nicht fiir alle Normalteiler S
von G zu gelten braucht.

BEMERKUNG 4.7: Ist F eine nicht abelsehe, freie Gruppe, so

ist nach einem Satz von F. Levi 1= ﬂ F® 5 vergl. etwa Specht

[p. 211, Beispiel 1]. Nun sind alle F/F(') auflosbare Gruppen und
also insbesondere ent-Gruppen [und mehr], wie etwa aus Satz 4.1, (3)
folgt. Aber F selbst ist keine ¢nr-Gruppe, da einfache, endliche,
nichtabelsche Gruppen epimorphe Bilder von F sind und derartige
Gruppen keine nr-Gruppen sind [Lemma 1.9].

§ 5. Die fnr-Gruppen.

Diese Gruppenklasse wird durch folgende Eigenschaft charak-
terisiert.

tnt : Jeder Faktor von @G ist eine Nr-Gruppe.

Es ist klar, dass fnr eine faktorenvererbliche Unterklasse so-
wohl von unt als auch von ent ist. Da unt wegen Bemerkung 3.2
nicht epimorphismenvererblich und ent wegen Bemerkung 4.4 nicht
untergruppenvererblich ist, ist fnt eine echte Unterklasse sowohl
von unr als auch von ent.



Normalisatorreiche Gruppen 405

Wir beginnen damit, einige mit fint zusammenhiingende Krite-
rien dafiir abzuleiten, dass eine Gruppe artinsech und auflosbar ist.

HAUPTSATZ 5.0 : Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind
dquivalent :

(I) @ ist artinsch und auflosbar.

(A) @ ist eine Tnr-Gruppe.

(B) Abelsche Untergruppen von G sind artinsch.

(C) Ist H==1 ein epimorphes Bild von G und 1 der einzige
artinsche Subnormalteiler von H, so gibt es einen Subnor-
malteiler S ==1 von H, dessen endlich erzeugbare Unter-
gruppen der Minimalbedingung fir Normalteiler geniigen.

(11)

(A) Abelsche Untergruppen von G sind artinsch.

(B) Ist U eine artinsche und auflosbare Untergruppe von @
mit U=nqU c G, so gibt es unter den von U normali-
sierten, mit U nicht vergleichbaren Untergruppen eine mi-
nimale.

(O) Jeder minimale Normalteiler eines Faktors von G besitzt
ein einfaches epimorphes Bild mit maximaler Untergruppe
und der Eigenschaft nr.

(I11)

BEWEIS : Ist zundchst G artinsch und auflosbar, so ist auch
jeder Faktor von G artinsch und auflosbar, wegen Hauptsatz 3.11
also eine nr-Gruppe, so dass G eine fint-Gruppe ist. Nun ist es klar,
dass aus (I) die Bedingungen (II) und (III.A) folgen. Ist weiter
U eine Untergruppe von G mit U = ng U c @, so erinnern wir uns
daran, dass G eine nyr-Gruppe ist und es also Untergruppen X von
G gibt, die von U normalisiert werden und mit U nicht vergleich-
bar sind. Da @ artinsch ist, gibt es unter diesen Untergruppen X
minimale. Ist schliesslich M ein minimaler Normalteiler eines Fak-
tors von @, so ist M eine charakteristisch einfache, artinsche und
auflosbare Gruppe. Man iiberzeugt sich sofort davon, dass M abelsch
und also sogar eine [endliche] elementar abelsche p-Gruppe ist ; und
nun ist es klar, dass auch (III) aus (I) folgt.
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Gilt (II), so folgern wir aus Satz 2.6, dass die Bedingung (IV)
des Hauptsatzes 3.11 gilt und dass also @ artinsch und auflosbar ist.
Wir nehmen schliesslich die Giiltigkeit von (III) an. Ist M ein
minimaler Normalteiler eines Faktors von @, so ist M charakteri-
stisch einfach. Aus (III.C) folgt die Existenz eines einfachen epi-
morphen Bildes B von M mit maximaler Untergruppe und der Ei-
genschaft nt. Anwendung von Lemma 1.9 zeigt die Kommutativitit
von B. Also ist M’ c M; und aus der charakteristischen Einfachheit
von M folgt M’ = 1. Folglich ist M eine charakteristisch einfache,
abelsche Gruppe mit maximaler Untergruppe. Da jede maximale Un-
tergruppe einer abelschen Untergruppe Primzahlindex hat, folgt, dass
M eine elementar abelsche Priméirgruppe ist. Wir haben gezeigt:
(1) Minimale Normalteiler von Faktoren von G sind elemen-
tar abelsche Primirgruppen.

Ist U eine artinsche Untergruppe von @, so besitzt jedes von 1
verschiedene, epimorphe Bild von U einen minimalen Normalteiler,
der wegen (1) abelsch ist. Also ist U artinsch und hyperabelsch
und aus Baer [3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A] folgt die Auflos-
barkeit von U. Wir haben gezeigt :

(2) Artinsche Untergruppen von @ sind auflosbar.

Ist A eine auflosbare Untergruppe von @, so ist wegen (IIL.A)
jede abelsche Untergruppe von A4 artinsch und A ist wegen Baer
[3; p. 359/360, Hauptsatz 8.15, A] artinsch. Wir haben gezeigt :

(3’) Auflosbare Untergruppen von @ sind artinsch.

Ist weiter F eine endlich erzeugbare, auflosbare Untergruppe
von @, so ist F wegen (3’) artinsch und also wegen Baer [2; p. 18,
Lemma 3.3] endlich. Wir haben gezeigt :

(3’7) Endlich erzeugbare, auflosbare Untergruppen von @ sind
endlich,

Sei U eine Untergruppe von @, deren endlich erzeugbare Un-
tergruppen auflosbar sind. Aus (3’’) folgt, dass die endlich erzeug-
baren Untergruppen von U endlich und auflosbar sind. Aus (III.A)
folgern wir, dass die abelschen Untergruppen von U artinsch sind.
Anwendung eines schonen Satzes von Tschernikow [p. 128, Theo-
rema 3] ergibt, dass U artinsch und wegen (2) also auflésbar ist.
Damit haben wir gezeigt:

(3) Lokal auflosbare Untergruppen von G sind artinsch und
auflosbar.
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Aus dem Maximumprinzip der Mengenlehre ergibt sich die Exi-
stenz einer maximalen, lokal auflosbaren Untergruppe M von 6.
Wegen (3) ist M artinsch und auflosbar. Wiire G nicht artinsch und
auflosbar, so wire M c G. Wird M von g in @ normalisiert, so ist
M ein Normalteiler von {M, g} mit zyklischer Faktorgruppe {M, g}/ M.
Hieraus folgt die Auflosbarkeit von {M, g} und aus der Maximalitit
von M folgt M = (M, g}. Damit haben wir M =ne¢Mc G gezeigt;
und aus (IIL.B) folgt die Existenz einer Untergruppe W von @,
die unter den von M normalisierten, mit M nicht vergleichbaren
Untergruppen minimal ist. Dann ist W ein Normalteiler von
V= WM. Ist X ein Normalteiler von V mit Xc W, so wird X
von M normalisiert, enthilt aber M ebensowenig wie W. Aus der
Minimalitit von W ergibt sich X € M. Das Produkt W* aller Nor-
malteiler X von V mit X c W ist also ein in M enthaltener Nor-
malteiler von V, so dass W/W* ein minimaler Normalteiler von
V/W* ist. Anwendung von (1) zeigt, dass W/W* eine elementar
abelsche Primirgruppe ist. Als Untergruppe von M ist W* auf-
losbar, woraus auch die Auflosbarkeit von W folgt. Weiter ist
V/IWX M/(Mn W) mit M auflosbar, woraus die Auflosbarkeit von
V folgt. Da M und W miteinander nicht vergleichbar sind, ist Mc V
und dies widerspricht der Maximalitit von M unter den lokal auf-
losbaren Gruppen. Aus diesem Widerspruch folgt, dass G artinsch
und auflosbar ist: (I) folgt aus (III).

LEMMA 5.1: ftnr dist faktoren- und erweiterungsvererblich.

BEWEIs: Ist N ein fnt-Normalteiler von G mit fnt-Faktor-
gruppe G/N, so ist jeder Faktor F von G Erweiterung eines Fak-
tors von N durch einen Faktor von G/N. Es folgt, dass F Erwei-
terung einer nr-Gruppe durch eine nr-Gruppe und also wegen Zu-
satz 1.6, (c) selbst eine nr-Gruppe ist. Folglich ist G eine fnr-
Gruppe : fnr ist erweiterungsvererblich.

SATZ 5.2: Die folgenden Higenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :
(1) @ ist eine tne-Gruppe.
(2) Jedes von 1 wverschiedene epimorphe Bild von G besitzt einen
von 1 verschiedenen tnr-Subnormalteiler.
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(8) G ist das Brzeugnis seiner Tn-Subnormalteiler.
(4) Jeder von 1 wverschiedene Faktor von G besitzt ein von 1
verschiedenes epimorphes Bild mit der Eigenschaft nt.
Wir schicken dem Beweise dieses Satzes die Beweise einiger
als Hilfssitze formulierter Spezialfille voraus.
(5.2.1) Besitat jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild von @
einen von 1 verschiedenen tnr-Normalteiler, so ist G eine Tny-Gruppe.

BEWEIS : Unsere Voraussetzung besagt, dass G eine Hyper-fnt-
Gruppe ist. Mit fnr ist auch Hyper-fnt faktorenvererblich ; vergl.
Baer [2; p. 17, Lemma 3.1] Ist also F ein Faktor von @, so besitzt
jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild von F einen von 1 ver-
schiedenen fny-Normalteiler, der erst recht ein nt-Normalteiler ist.
Anwendung von Satz 4.1 zeigt, dass F eine ¢nt-Gruppe und a for-
tiori eine ny-Gruppe ist. Folglich ist G' eine fnr-Gruppe.

(5.2.2) Produkte von tnr-Normalteilern sind tne-Gruppen.

BEwEIS: Sei G das Produkt seiner fnr-Normalteiler. Ist F 5= 1
ein epimorphes Bild von @, so ist auch E das Produkt seiner fnr-
Normalteiler. Folglich gibt es wenigstens einen von 1 verschiedenen
fnr-Normalteiler von E. Anwendung von (5.2.1) zeigt, dass G eine
tnr-Gruppe ist.

Es ist zweckmiissig, schon jetzt die folgende charakteristische
Untergruppe einzufiihren :

fnNrG@ = Produkt aller tht-Normalteiler von G.

Diese charakteristische Untergruppe wird uns auch iiber den Beweis
von Satz 5.2 hinaus interessieren.
(5.2.3) tnr@ ist eine tnr-Gruppe.
Dies folgt sofort aus (5.2.2).
(5.2.4) tTnrS c tnr@ fiir jeden Subnormalteiler S von @.

BEWEIS : Ist X ein Normalteiler von Y, so ist die charakteri-
stische Untergruppe fntX von X wegen (5.2.3) ein fnt-Normalteiler
von Y. Also ergibt sich

rXctnrY
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aus der Definition der charakteristischen Untergruppe fntY; und
hieraus folgt (5.2.4) durch eine naheliegende vollstindige Induktion.
(5.2.5) tTnrG ist das Erzeugnis aller tnr-Subnormalteiler von G.

BEwEIs: Ist S ein fnt-Subnormalteiler von &, so folgt
S=fthrScinG

aus (5.2.4); und hieraus folgt unsere Behauptung.
(5.2.6) 1 ist der einzige tnr-Subnormalteiler von G/tnr G.

BEWEIS : Jeder fnt-Subnormalteiler von G/fht@ hat die Form
S/tntG, wobei S ein geeigneter Subnormalteiler von G ist. Wegen
(5.2.3) ist 8 eine Erweiterung der fntr-Gruppe thtG durch die fnt-
Gruppe S/fnrG@. Anwendung von Lemma 5.1 zeigt, dass § ein fnr-
Subnormalteiler von @ ist, so dass S c fnr@ aus (5.2.5) folgt. Also
wird §/fnr@ = 1, wie behauptet.

BEWEIS von Satz 5.2: Es ist klar, dass (2) aus (1) folgt; und es
ergibt sich aus (5.2.3) und (5.2.6), dass (1) aus (2) folgt. Weiter ist
es klar, dass (3) aus (1) folgt; und es ergibt sich aus (5.2.3) und
(5.2.5), dass (1) aus (3) folgt.

Es ist klar, dass (4) aus (1) folgt. Wir nehmen die Giiltigkeit
von (4) an und betrachten einen Faktor F von @. Ist nr,F der
Durchschnitt aller Normalteiler X von F mit ne-Faktorgruppe F/X,
so ist nr, F eine charakteristische Untergruppe mit nt-Faktorgruppe
Fne, F [Zusatz 1.6, (b)]. Wiire der Faktor nt, F von @ von 1 ver-
schieden, so folgte nr, [nr, Flcnr, F aus (4) im Widerspruch zu
Zusatz 1.6, (e). Also ist nt, F=1 und F = F/nr, F ist eine nt-
Gruppe : (1) folgt aus (4).

ZusATz 5.3: tnr [G/fnr G] = 1.
Folgt sofort aus (5.2.6).

BEMERKUNG 5.4: Das in Bemerkung 4.7 konstruierte Beispiel
zeigt, dass die Figenschaft fnt nicht residuell ist.

DISKUSSION 5.5 der Bedingungen des Satzes 5.2 :
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A. Der mit (5.2.1) identische Spezialfall von (2) ldsst sich durch
die Eigenschaftengleichung

thr = hyper - tht
ausdriicken. Die wegen Satz 4.1, (3) naheliegende Vermutung
fnr = hyper - unr

haben wir weder beweisen noch widerlegen konnen.

B. Ob es geniigt, (3) durch die schwiichere Bedingung :

G ist das Erzeugnis seiner von oben erreichbaren fnt-Unter-
gruppen

zu ersetzen, haben wir nicht entscheiden konnen; vergl. Be-
merkung 4.2, C.

C. Es geniigt nicht, (4) durch die folgende zu (2) duale Bedin-
gung zu ersetzen:

(4*) Jede von 1 verschiedene Untergruppe von G besitzt ein
von 1 verschiedenes epimorphes Bild mit der Eigenschaft fnr.

Ist nidmlich U ==1 eine Untergruppe der freien Gruppe @, so
ist bekanntlich U/U’ 4= 1. Also geniigen alle freien Gruppen der
Bedingung (4*), sind aber keine fnt-Gruppen, da ja freie Gruppen
eine Fiille epimorpher Bilder besitzen, die keine nr-Gruppen sind.

Es geniigt auch nicht, (4) durch die folgende Bedingung zu
ersetzen :

(4**) Jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild besitzt ein
von 1 verschiedenes epimorphes Bild mit der Eigenschaft fnt.

Dies macht man sich etwa am Beispiel der symmetrischen
Gruppen [des endlichen Grades = 5] klar.

Um zu zeigen, wie umfassend die Klasse der fnt-Gruppen ist,
wollen wir einige Familien von Unterklassen dieser Klasse konstru-
ieren. Wir beginnen mit einer ganz allgemeinen Konstruktion.

Ist ¢ irgendeine gruppentheoretische Eigenschaft, so wird die
Eigenschaft ¢° fiir jede Ordinalzahl ¢ durch vollstéindige [transfinite]
Induktion folgendermassen definiert :

€0=€,
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die Gruppe @ ist dann und nur dann eine ¢°-Gruppe mit 0 < o,
wenn jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild von @ einen von 1
verschiedenen ¢° -Normalteiler mit ¢’< ¢ besitzt.

Sind ¢’ und ¢’/ Ordinalzahlen mit 0 << ¢’ < ¢’/, so sieht man
gofort ein, dass jede ¢°'-Gruppe auch eine ¢°’-Gruppe ist. Hieraus
folgt etwa, dass die Gruppe G dann und nur dann eine ¢*+!-Gruppe
ist, wenn jedes epimorphe Bild H==1 von G einen ¢’-Normalteiler
N &=1 besitzt ; mit anderen Worten :

¢°*t! = hyper-¢°.

Dies legt es nahe, die ¢°-Gruppen auch als Hyper°-¢-Gruppen zu be-
zeichnen. Weiter bilden die Klassen ¢° eine mit ¢ wachsende Klas-
senfolge. Wir bilden die Vereinigungsklasse ¢*: eine Gruppe G ist
dann und nur dann eine ¢*-Gruppe, wenn @ fiir wenigstens ein o
eine ¢°-Gruppe ist. Man sieht sofort, dass

¢* = hyper-¢*
ist.
LEMMA 5.6: Ist die gruppentheoretische Eigenschaft ¢ faktoren-

vererblich, so gilt :

(a) Ist F3=1 ein Faktor einer ¢°-Gruppe mit 0 < g, so gibt
es einen €° -Normalteiler N &= 1 von F mit o/ < o.

(b) Jede der Eigenschaften ¢° ist faktorenvererblich.

(¢) Produkte von &°-Normalteilern sind €°+!-Gruppen.

(d) e-Subnormalteiler sind in €™ Normalteilern mit n << w ent-
halten.

BEWEI1S : Dass ¢° = ¢ faktorenvererblich ist, ist der Inhalt un-
serer Voraussetzung. Wir machen also die Induktionsannahme, dass
0 < o und ¢* fiir jedes o’ < o faktorenvererblich ist.

Ist F =1 ein Faktor der ¢°-Gruppe G, so gibt es eine Unter-
gruppe U von G und einen Normalteiler V von U mit U/V X F.
Die Menge () der Un X € V erfiilllenden Normalteiler X von @
ist nicht leer ; sie enthilt etwa X = 1. Weiter enthilt () mit ir-
gendeinem « Turm » auch dessen Vereinigungsmenge. Wir konnen
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also das Maximumprinzip der Mengenlehre auf () anwenden: es
gibt einen maximalen Normalteiler M in (). Aus

UnMcVcU

ergibt sich insbesondere M c G. Das epimorphe Bild G/M 5=1 der
¢°-Gruppe G besitzt einen ¢* -Normalteiler L 5= 1 mit ¢’ < 6. Dann
gibt es einen M enthaltenden Normalteiler K von G mit L = K/M;
und aus L==1 folgt M c K. Aus der Maximalitit von M in (I
folgt, dass K nicht in (I liegt: UN K¢ V. Also ist V(UNK)/V
ein von 1 verschiedener Normalteiler von U/V. Weiter gilt

J=V{UNK)V({UnNK)/VnK)

und UN M c VN K. Hieraus folgt, dass J ein Faktor [sogar ein
epimorphes Bild] von (U N K)/(U N M) ist. Nun ist aber

(UNK)(UnM)~M(UnK)/Mc K/M=L.

Damit haben wir gezeigt, dass J ein Faktor der ¢*-Gruppe L ist.
Aus ¢’ < o und unserer Induktionsvoraussetzung folgt nun, dass J
ein von 1 verschiedener ¢*-Normalteiler von U/V ist. Damit haben
wir gezeigt:

(+) Jeder von 1 verschiedene Faktor einer ¢°-Gruppe besitzt
einen von 1 verschiedenen ¢° -Normalteiler mit o’ < o.

Sei wieder F ein Faktor der ¢°-Gruppe G . Jedes von 1 ver-
schiedene epimorphe Bild von F ist ein von 1 verschiedener Faktor
von @, besitzt also wegen (+) einen von 1 verschiedenen o’-Normal-
teiler mit ¢’ < 0. Es folgt, dass F eine ¢°-Gruppe ist. Damit haben
wir die Faktorenvererblichkeit von ¢° dargetan. Dies beendet den
induktiven Beweis von (b); und unter Benutzung von (+) folgt hier-
aus auch (a).

Wir betrachten nun eine Gruppe G, die das Produkt ihrer
¢°-Normalteiler ist. Ist H==1 ein epimorphes Bild von @, so folgt aus
(b), dass auch H das Produkt seiner ¢°-Normalteiler ist. Wegen
H == 1 ist wenigstens ein ¢°-Normalteiler von H von 1 verschieden :
@ ist eine ¢°t'-Gruppe. Damit ist auch (c) bewiesen.
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Ist E ein ¢-Subnormalteiler der Gruppe @, so gibt es nach
Baer [0; p, 403, Lemma 1.2 und p. 404, Satz 1] eine endliche Kette
von Untergruppen K (f) von G mit

E(0)=E,

E (i) ist ein Normalteiler von E (i 4+ 1) und F (¢ + 1) ist ein
Produkt von zu K (i) in E (i + 2) konjugierten Normalteilern von
B+ 1),

E (n) = {E°% und E (n) ist ein Produkt von zu E(n — 1) in @
konjugierten Normalteilern von K (n).

Nach Voraussetzung ist H(0) = E eine ¢-Gruppe; und es ist
¢ = ¢% Haben wir schon gezeigt, dass E (i) eine ¢*-Gruppe ist, so
folgt aus (c), dass E(i 4+ 1) eine ¢t'-Gruppe ist. Vollstindige In-
duktion ergibt, dass {E¢ = E (n) eine ¢"-Gruppe ist [mit n < o)
Damit haben wir auch (d) bewiesen.

SATZ 5.7: Ist die gruppentheoretische Higenschaft ¢ faktorenver-
erblich, so sind die folgenden Eigenschaften der Gruppe G dquivalent :
(1) Jedes von 1 verschiedeme epimorphe Bild von G besitzt einen
von 1 verschiedenen ¢-Subnormalteiler.
(2) G ist eine € Gruppe.
(8) G ist eine €*-Gruppe.

BEWEIS: Aus (1) und Lemma 5.6, (d) folgt, dass jedes von 1
verschiedene epimorphe Bild von G einen von 1 verschiedenen ¢"-
Normalteiler mit n < w besitzt, dass also G eine ¢®-Gruppe ist:
aus (1) folgt (2).

Es ist klar, dass (3) aus (2) folgt. Um schliesslich (1) aus (3)
herzuleiten, beweisen wir zunichst durch vollstindige [transfinite]
Induktion bzgl. ¢ die folgende Aussage:

(0.6) Jede von 1 verschiedene ¢°-Gruppe enthélt einen von 1
verschiedenen ¢-Subnormalteiler.

Wegen ¢° = ¢ ist (0.0) trivialerweise richtig. Wir konnen also
annehmen, dass 0 < ¢ ist und dass (0.6”) bereits fiir jedes o’ <o
bewiesen ist. Ist dann X == 1 eine ¢°-Gruppe, so gibt es einen ¢°-
Normalteiter ¥ 3= 1 von X mit ¢’ <o. Aus (0.0”) folgt die Existenz
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eines ¢-Subnormalteilers F =1 von Y, der dann natirlich auch ein
¢-Subnormalteiler von X ist. Damit ist auch (0.0) bewiesen und der
induktive Beweis ausgefiihrt.

Ist schliesslich G eine €*-Gruppe, so ist @ eine ¢°-Gruppe fiir
geeignetes ¢. Ist H &= 1 ein epimorphes Bild von @, so ist H eben-
falls eine ¢°-Gruppe, besitzt also wegen (0.0) einen ¢-Subnormalteiler
8 &= 1. Damit haben wir (1) aus (3) hergeleitet, die A'quivalenz von
(1)-(3) bewiesen.

ZUsSATZ 5.8: Ist die gruppentheoretische Higenschaft ¢ faktoren-

vererblich, so gilt :

(a) e* ist faktorenvererblich und €* = ¢**.

(b) EBrweiterungen von €*-Gruppen durch ¢€*-Gruppen sind ¢*-
Gruppen.

(c) Erzeugnisse von ¢€*-Subnormalteilern sind €*-Qruppen.

(d) Sind diberdies Produkte beliebiger Mengen von € Normaltei-
lern wieder €-Gruppen, so ist ¢* = ¢l

BeWwEIs : (a) folgt sofort aus Lemma 5.6, (b) und der in Satz
5.7 enthaltenen Eigenschaftengleichung e* = ¢v.

Ist die Gruppe G eine Erweiterung einer ¢*-Gruppe durch eine
¢*-Gruppe, so folgt aus (a), dass das epimorphe Bild H &=1 von G
einen ¢*-Normalteiler N mit ¢*-Faktorgruppe H/N besitzt. Ist erstens
N =1, so ist H= H/N eine ¢*Gruppe und besitzt wegen Satz 5.7
einen ¢-Subnormalteiler § == 1. Ist zweitens N 3=1, so besitzt die
¢*-Gruppe N wegen Satz 5.7 einen ¢-Subnormalteiler §==1, der
natiirlich auch ein Subnormalteiler von H ist. Anwendung von Satz
5.7 zeigt, dass @G eine ¢*-Gruppe ist. Damit haben wir (b) bewiesen.

Ist die Gruppe G das Erzeugnis ihrer ¢*-Subnormalteiler, so
ist auch jedes epimorphe Bild H =1 von G wegen (a) das Erzeug-
nis seiner ¢*-Subnormalteiler. Insbesondere besitzt H einen ¢*-Sub-
normalteiler § &= 1; und dieser enthilt wegen Satz 5.7 einen ¢-Sub-
normalteiler F 5= 1. Natiirlich ist F ein Subnormalteiler von H.
Anwendung von Satz 5.7 zeigt, dass G eine ¢*-Gruppe ist: (c) ist
bewiesen.

Um (d) zu beweisen, machen wir die Zusatzannahme, dass jedes
Produkt von ¢-Normalteilern wieder eine ¢-Gruppe ist. Wir setzen
dann
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EG = Produkt aller ¢-Normalteiler der Gruppe @.

Aus unserer Zusatzvoraussetzung folgt dann, dass JEG stets
eine charakteristische ¢-Untergruppe von @G ist.

Ist G eine ¢*>Gruppe und H ==1 ein epimorphes Bild von G,
so gibt es einen ¢!-Normalteiler N &= 1 von H., Da N einen von 1
verschiedenen ¢-Normalteiler besitzt [wegen ¢ = ¢°], ist EN 5= 1 als
charakteristische Untergruppe eines Normalteilers ein ¢-Normalteiler
von H. Es folgt, dass @ eine ¢!-Gruppe ist: ¢* = ¢!. Hieraus folgt
sofort e* = ¢l.

Ist X irgendeine gruppentheoretische Eigenschaft, so sei

8X G = Kompositum aller X-Subnormalteiler von G.

Dies ist selbstverstindlich eine wohlbestimmte charakteristische
Untergruppe von G.

ZusATzZ 5.9 : Ist die gruppentheoretische Eigenschaft € faktoren-
vererblich, so gilt :
(a) 8€G und 8&*Q@ sind charakteristische e*-Untergruppen von G.
(b) 1 ist der einzige €*-Subnormalteiler von G/S€*@.
(c) 8¢ [G/8e*@] = 8¢e* [G/8e*@] = 1.
(d) Die folgenden Higenschaften der Gruppe G sind dquivalent :
(1) @ ist eine €*Qruppe.
(2) @ = se*aq.
(3) 8€H =1 fiir jedes epimorphe Bild H 4=1 von G.

BEwEIS : (a) folgt aus Zusatz 5.8, (c). Weiter ergibt sich (b) aus
(a) und Zusatz 5.8, (b). Aussage (¢) ergibt sich aus (a) und (b); und
(d) folgert man schliesslich aus (a) und der FEigenschaftengleichung
¢* = hyper-¢*.

Um die folgenden Resultate bequem formulieren und anwenden
zu konnen, erinnern wir an einige mehr oder weniger iibliche Be-
griffsbildungen.

Eine Normalteilerkette der Gruppe G ist eine Menge 1R von Nor-
malteilern von G mit folgenden Eigenschaften :

(a) 1 und @ gehoren zu R.

(b) Irgendzwei Normalteiler aus TR sind vergleichbar.

(¢} Ist T eine Teilmenge von TR, so gehiéren Durchschnitt
und Erzeugnis (= Vereinigungsmenge] von T zu ‘R.
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Das Paar X, Y von Normalteilern aus TR definiert einen Faktor
von TR, wenn X c Y ist und es keinen Xc N c Y erfiillenden Nor-
malteiler ¥ in R gibt. Der von dem Paar X, Y definierte Faktor
ist natiirlich Y/X [und jede dazu isomorphe Gruppe].

Die Wichtigkeit dieser Begriffsbildungen fiir uns beruht auf
folgender, Satz 1.5 verwandter Aussage.

LEMMA 5.10: Die Gruppe G ist [dann und nur dann] eine NY.
Gruppe, wenn @ eine Normalteilerkette mit nv-Faktoren besitzt.

BEWEIS : Ist TR eine Normalteilerkette von G mit nr Faktoren
und U eine U =nqg Uc @ erfiillende Untergruppe von @, so un-
terscheiden wir zwei Fille.

FALL 1: U ist nicht mit allen Normalteilern aus 1R vergleichbar.
Dann gibt es einen Normalteiler V in ‘R, der nicht mit U ver-
gleichbar ist, und der natiirlich von U normalisiert wird.

FALL 2: U ist mit allen Normalteilern aus TR vergleichbar-

Dann bemerken wir zunichst, dass unsere iiber U gemachte
Angabe nach sich zieht, dass U kein Normalteiler von G ist und
also nicht zn TR gehort. Weiter ist der Durchschnitt D aller U ent-
haltenden Normalteiler aus TR ein wohlbestimmter, U enthaltender
Normalteiler aus TR; und ebenso ist das Erzeugnis K aller in U
enthaltenen Normalteiler aus TR ein wohlbestimmter, in U enthal-
tener Normalteiler aus TR. Da U nicht in 1R liegt, gilt

EcUcD.

Ist X irgendein Normalteiler aus ‘R, so folgt aus der Voraussetzung
des Falles 2, dass X entweder U enthilt oder in U enthalten ist,
dass also entweder D € X oder X € K gilt. Es folgt, dass das Paar
E, D einen Faktor von TR definiert, so dass D/F eine nt-Gruppe ist.
Da U/E eine echte normalisatorgleiche Untergruppe dieser nr-Gruppe
D/E ist, gibt es eine von U/E normalisierte, mit U/E nicht ver-
gleichbare Untergruppe von D/E; und hieraus folgt wieder die Exi-
stenz einer von U normalisierten, mit U nicht vergleichbaren Un-
tergruppe V von G.
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Damit ist der Beweis erbracht, dass G eine nr-Gruppe ist.
Unter einer Hauptreihe der Gruppe G werde eine Normalteiler-
kette TR von G verstanden, die noch der weiteren Maximalititsfor-
derung geniigt :
(d) Ist 1 eine TR umfassende Normalteilerkette von @, so ist
bH="1.
Aus dem Maximumprinzip der Mengenlehre folgert man miihelos:
(5.11) Jede Normalteilerkette von G ist in einer Hauptreihe
von G enthalten.
Da insbesondere 1, G eine Normalteilerkette von G ist, so er-
gibt sich aus (5.11) weiter :
(5.12) Jede Gruppe besitzt eine Hauptreihe.
Schliesslich wollen wir noch in Anpassung an die iibliche Ter-
minologie die Faktoren von Hauptreihen als Hauptfaktoren bezeichnen.

LeMMA 5.13: Die Gruppe X ist dann und nur dann ein Hawpt-
faktor der Gruppe G, wenn sie einem minimalen Normalteiler eines
epimorphen Bildes von @G isomorph ist.

BEWEIS: Ist erstens X einem minimalen Normalteiler eines
epimorphen Bildes von G isomorph, so gibt es Normalteiler A, B
von G mit Ac Bund X > B/A derart, dass zwischen 4 und B
weiter kein Normalteiler von G liegt. Die Normalteilerkette 1, A, B, G
von @ ist in einer Hauptreihe 1) von G enthalten [wegen (5.11)]
und das Paar A, B definiert einen Faktor von ), so dass X ein
Hauptfaktor von G ist. Ist umgekehrt X ein Hauptfaktor von @,
80 gibt es eine Hauptreihe IR von G und ein Paar L,J von Nor-
malteilern aus R, das einen Faktor von TR definiert und X > J/L
erfiillt. Wire J/L kein minimaler Normalteiler von @/L, so gibe es
einen Normalteiler W von @ mit Lc Wc J; und durch Hinzufii-
gen von W zu TR entstiinde im Widerspruch zur Maximalitdt von
TR eine umfassendere Normalteilerreihe.

SATz 5.14: Die folgenden Eigenschaften der faktorenvererblichen
gruppentheoretischen Higenschaft ¢ sind dquivalent :
(1) Jede e*-Gruppe ist eine thr-Gruppe.
(2) Jede charakteristisch-einfache €-Gruppe ist eine Nr-Gruppe.

27
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(3) Minimale Normalteiler wvon €-Gruppen sind NY-Gruppen.
(4) Jede € Gruppe besitzt eine Normalteilerkette mit nr-Faktoren.
(5) e-Gruppen sind nr-Gruppen.

BEWEIS : Da jede ¢-Gruppe auch eine €*-Gruppe ist [wegen der
Faktorenvererblichkeit von ¢ und Satz 5.7], folgt aus (1), dass
¢-Gruppen stets fnt-Gruppen sind. Hieraus folgt (2).

Da charakteristische Untergruppen von Normalteilern immer
auch Normalteiler sind, sind minimale Normalteiler charakteristisch-
einfach. Also folgt (3) aus (2).

Gilt (3), so sind wegen Lemma 5.13 alle Hauptfaktoren der
¢-Gruppe @ auch nr-Gruppen. Wegen (5.12) gibt es Hauptreihen von
G. Also folgt (4) aus (3).

Wegen Lemma 5.10 folgt (5) aus (4).

Wir nehmen schliesslich die Giiltigkeit von (5) an und betrach-
ten eine ¢*-Gruppe G. Ist H 3=1 ein epimorphes Bild von @, so
folgt aus Satz 5.7 die Existenz eines ¢-Subnormalteilers § =1 von H.
Ist F ein Faktor von S, so ist auch F eine ¢-Gruppe [Faktorenver-
erblichkeit von ¢]. Wegen (5) ist F eine nt-Gruppe, so dass S eine
fnr-Gruppe ist. Anwendung der A'quivalenz der Bedingungen (1),
(2) des Satzes 5.2 zeigt, dass G eine fntr-Gruppe ist. Damit haben
wir (1) aus (5) hergeleitet und die I&quivalenz von (1)-(5) bewiesen.

Ist ¢ irgendeine gruppentheoretische Eigenschaft, so wollen wir
wie iiblich unter [¢ = lokal-¢ die folgendermassen definierte [abge-
leitete] Eigenschaft verstehen :

le: Die Gruppe @ ist dann und nur dann eine 1¢-Gruppe, wenn
jede endlich erzeugbare Untergruppe von G eine €-Gruppe ist.

Ist ¢, wie das im gegenwirtigen Zusammenhang stets der Fall
sein wird, faktorenvererblich, so ist jede ¢-Gruppe auch eine [¢-Gruppe
und [e ist ebenfalls faktorenvererblich.

FOLGERUNG 5.15: Ist ¢ eine faktorenvererbliche gruppentheore-
tische Higenschaft, besitzt jede ¢-Gruppe eine Normalteilerkette mit
abelschen Faktoren, so besitzt jede 1¢-Gruppe eine Hauptreithe mit abel-
schen Faktoren und jede (1¢)*-Gruppe ist eine fny-Gruppe.

BEwEIS : Ist F eine ¢-Gruppe, so gibt es nach Voraussetzung
eine Normalteilerkette TR von E mit abelschen Faktoren. Wegen (5.11)
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ist R in einer Hauptreihe ) von E enthalten. Jeder Faktor von
ist ein Faktor eines Faktors von TR und also abelsch. Es folgt:

(+) Jede ¢-Gruppe besitzt eine Hauptreihe mit abelschen Faktoren.

Durch Anwendung eines Satzes von Mal’cev — vergl. Kurosh
[I1; p. 183, unten] — ergibt sich aus (+), dass auch jede [¢-Gruppe
eine Hauptreihe mit abelschen Faktoren besitzt. Da abelsche Gruppen
stets ny-Gruppen sind, wird Bedingung (4) des Satzes 5.14 von [¢
erfiillt. Da le faktorenvererblich ist, folgt aus Satz 5.14, dass (le)*-
Gruppen auch fnr-Gruppen sind.

DISKUSSION 5.16: A. Die umfassendste gruppentheoretische
Eigenschaft, auf die wir die vorangehenden Resultate anwenden kon-
nen, ist die durch folgende Bedingung definierte Eigenschaft

W: Jeder Faktor von G besitzt eine Normalteilerkette mit abel-
schen Faktoren.

Die Eigenschaft n ist per definitionem faktorenvererblich. Die
schwichere Eigenschaft :

@ besitzt eine Normalteilerkette mit abelschen Faktoren
vererbt sich offenbar auf Untergruppen. Sie vererbt sich aber nicht
auf epimorphe Bilder, wie das Beispiel der freien [nicht abelschen]
Gruppen zeigt, deren Ableitungen ja eine Normalteilerkette mit
abelschen Faktoren bilden, die aber viele epimorphe Bilder ohne
derartige Ketten besitzen, etwa einfache Gruppen.

Ist 1R eine Normalteilerkette von G mit abelschen Faktoren, so
ist TR wegen (5.11) in einer Hauptreihe 1) von @ enthalten. Jeder
Faktor von b ist ein Faktor eines Faktors der Kette TR und also
abelsch. Daraus folgt :

(A.1) Die Gruppe G ist dann und nur dann eine n-Gruppe,
wenn jeder Faktor von G eine Hauptreihe mit abelschen Faktoren
besitzt.

Aus Lemma 5.13 ergibt sich unter Hinzuziehung eines erst
weiter unten zu beweisenden Resultats [Satz 5.17] die folgende Cha-
rakterisierung der n-Gruppen, die wir aber wiihrend der gegenwir-
tigen Diskussion nicht benutzen werden :
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(A.1*) Die Gruppe @ ist dann und nur dann eine W-Gruppe,
wenn jeder minimale Normalteiler eines jeden Faktors von G abelsch
ist.

Aus der Faktorenvererblichkeit von u ergibt sich, dass jede
n-Gruppe eine [W-Gruppe und [u faktorenvererblich ist. Ist G eine
[n-Gruppe, so ist jeder Faktor F von G eine [1-Gruppe. Jede endlich
erzeugbare Untergruppe von F ist also eine W-Gruppe und besitzt
wegen (A.1) eine Hauptreihe mit abelschen Faktoren. Anwendung
eines Satzes von Mal’cev — vergl. Kurosh [IT; p. 183, unten] —
zeigt, dass F selbst eine Hauptreihe mit abelschen Faktoren besitzt.
Also ist @ eine U-Gruppe. Damit haben wir gezeigt:

(A.2) u=Iun

Aus dem vorhergehenden ersehen wir die Anwendbarkeit von
Satz 5.14 auf n. Also gilt:

(A.3) u*-Gruppen sind tnr-Gruppen.

B. ap = Anti-Perfektheit.

Die Zugehorigkeit einer Gruppe G zu dieser Klasse wird durch
folgende Regel erkkirt :

G ist eine ap-Gruppe, wenn F’ c F fiir jeden Faktor F 3=1 von
G gilt.

Natiirlich ist ap faktorenvererblich. Ist weiter H ein Haupt-
faktor einer ap-Gruppe, so ist H wegen Lemma 5.13 minimaler
Normalteiler einer ap-Gruppe und also eine charakteristisch-einfache
ap-Gruppe. Es folgt H’ = 1; und wir haben gezeigt :

ap-Gruppen sind W-Gruppen.

Hieraus und aus (A.2) ergibt sich, dass jede [ap-Gruppe eine
W-Gruppe ist; und Anwendung von (A.3) ergibt:

Jede (lap)*-Gruppe ist eine tnr-Gruppe.

C. ba = Hyperkommutativitit [= Hyperabelschsein].

Dies ist die zur Anti-Perfektheit duale Eigenschaft, die durch
die Regel
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von 1 verschiedene epimorphe Bilder besitzen von 1 verschie-
dene abelsche Normalteiler

definiert wird. Es ist wohlbekannt, dass diese Eigenschaft
faktorenvererblich ist, und dass hyperabelsche Gruppen Normal-
teilerketten mit abelschen Faktoren besitzen. Also sind hyperabelsche
Gruppen auch W-Gruppen. Es folgt aus (A.2) und (A.3):

(Iba)*-Gruppen sind tnr-Gruppen.

D. 8 = Auflosbarkeit.

Auflosbarkeit ist faktorenvererblich und jede auflosbare Gruppe
ist sowohl eine hyperabelsche als auch eine anti-perfekte Gruppe. Es
folgt :

(I8)*-Gruppen sind tnr-Gruppen.

Aus Satz 5.7 folgt, dass eine Gruppe G dann und nur dann eine
(I8)*-Gruppe ist, wenn jedes epimorphe Bild H 41 von @G einen
lokal auflosbaren Subnormalteiler 8 &= 1 besitzt.

E. p = Polyzyklizitiit.

Dabei heisst eine Gruppe polyzyklisch, wenn sie gleichzeitig
noethersch und auflosbar ist. Es ist P eine faktorenvererbliche Un-
terklasse von §; und hieraus folgt:

(E.1) (Ip)*-Gruppen sind tnr-Gruppen.

Uber diese Gruppenklasse ldsst sich noch etwas mehr sagen.
Wir definieren dazu das [p-Radikal einer Gruppe G durch die
Formel :

LPG = Produkt aller lokal polyzyklischen Normalteiler von G.

Dies ist eine wohlbestimmte charakteristische Untergruppe von
G; und es gilt:

(E.2) LWPG ist lokal polyzyklisch.

BEwEIS : Wir betrachten zunichst zwei lokal polyzyklische Nor-
malteiler A und B von G. Da A und B insbesondere lokal noethersch
sind, ist auch AB lokal noethersch; vergl. Baer [6; p. 353, Folge-
rung 1]. Ist S eine endlich erzeugbare Untergruppe von AB, so
ist also S gewiss noethersch. Weiter ist

S/ANS)> AS/A c AB/A ~ B/(4 N B),

so dass S/(A N S) einer endlich erzeugbaren Untergruppe der mit
B lokal polyzyklischen Gruppe B/(A N B) isomorph und also insbe-
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gondere polyzyklisch ist. Als Untergruppe der noetherschen Gruppe
S ist 4 n S endlich erzeugbar; und als Untergruppe der lokal po-
lyzyklischen Gruppe A ist A N 8 also polyzyklisch. Als Erweiterung
der polyzyklischen Gruppe A NS durch die polyzyklische Gruppe
8/(4 n 8S) ist 8 polyzyklisch. Damit ist die lokale Polyzyklizitit von
AB dargetan.

Aus dem eben bewiesenen folgt durch eine naheliegende voll-
stindige Induktion, dass jedes Produkt endlich vieler lokal polyzyk-
lischer Normalteiler lokal polyzyklisch ist. Ist schliesslich E eine
endlich erzeugbare Untergruppe von AP G, so ist H bereits in
einem Produkt endlich vieler lokal polyzyklischer Normalteiler von
G enthalten. Dieses Produkt ist lokal polyzyklisch, so dass E po-
lyzyklisch ist: L G ist lokal polyzyklisch.

(E.3) LP G ist das Kompositum aller lokal polyzyklischen Sub-
normaltetler von Q.

BEwEls : Ist 8 ein lokal polyzyklischer Subnormalteiler von G,
go gibt es eine endliche Untergruppenkette S (¢) von G mit

8=8(0), 8(i) =8 @) €8+ 1), Sm)= G,

Natiirlich ist S = AP S(0). Weiter ist LP S (¢) als lokal polyzykli-
sche, charakteristische Untergruppe des Normalteilers S(¢) von S(i41)
ein lokal polyzyklischer Normalteiler von § (i 4 1). Es folgt
LPSBEHCLDP S(¢+ 1); und hieraus ergibt sich

S=APSO)c..cLPSHCSLIPS(i+1)c.cLPSH=LDG,
woraus unsere Behauptung folgt.

(E.4) (Ip)* = (Ip)*.

BEWEIS : Wegen Satz 5.7 ist die Gruppe G dann und nur dann
eine (Ip)*-Gruppe, wenn jedes epimorphe Bild H==1 von @G einen
Ip-Subnormalteiler § 3= 1 besitzt. Wegen (E. 2) und (E. 3) ist diese
Bedingung gleichwertig mit der Eigenschaft :

(+) LP H =1 fiir jedes epimorphe Bild H %=1 von Q.

Gruppen mit der Eigenschaft (+) sind wegen (E.2) aber (Ip)!-Grup-
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pen, woraus (E.4) folgt. [Nb.: Wir hiitten (E.4) auch direkt aus (E.2)
und Zusatz 5.8, (d) folgern konnen.]

F. n = Nilpotenz [von endlicher Klasse]

Es ist n eine faktorenvererbliche Unterklasse von &. Hieraus
folgt :

(In)*-Gruppen sind tnr-Gruppen.

Weiter ist wohlbekannt, dass das Produkt iR G aller lokal [von
endlicher Klasse] nilpotenten Normalteiler von G eine lokal nilpo-
tente, charakteristische Untergruppe von @ ist: das Hirsch-Plotkin-
sche Radikal von G; und LM G ist sogar das Kompositum aller
lokal nilpotenten Subnormalteiler von G. Hieraus [und aus Zusatz
5.8, (d) bzw. Satz 5.7] ergibt sich noch (In)* = (In). Es folgt ins-
besondere, dass die Klasse (In)* sich mit der Klasse der radikalen
Gruppen im Sinne von Plotkin deckt.

G. a = Kommutativitiit [= Abelschsein].

Es ist 8 eine faktorenvererbliche Unterklasse von n. Weiter
ist a=1a; und es folgt:

(G.1) a*-Gruppen sind fnr-Gruppen.

Zur weiteren Analyse dieser Klasse sei an einige Begriffe er-
innert: g ist ein subnormales Element der Gruppe G, wenn {g} ein
Subnormalteiler von @ ist. Bekanntlich ist die Menge S G aller
subnormalen Elemente der Gruppe G eine lokal nilpotente charakte-
ristische Untergruppe von G ; vergl. Baer [0; p. 418, Satz 2 & 3].

(G.2) Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dquivalent :

(1) @ ist eine a*-Gruppe.

(2) Jedes epimorphe Bild H ==1 von G besitzt ein subnormales
Blement t == 1.

(3) SN H &= 1 fiir jedes epimorphe Bild H % * von @.

BEwEIS: Ist G eine a*-Gruppe und H == 1 ein epimorphes Bild
von @, so folgt aus Satz 5.7 die Existenz eines abelschen Subnor-
malteilers 4 =1 von H. Die von 1 verschiedenen Elemente aus A
sind dann subnormale Elemente von H, womit wir (2) aus (1) her-
geleitet haben. Dass (3) aus (2) folgt, ist in der Definition von iR
enthalten.

Gilt schliesslich (3), so zeigt die Definition von &I die BExi-
stenz von 1 verschiedener subnormaler Elemente in von 1 verschie-
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denen epimorphen Bildern. Da subnormale Elemente zyklische Sub-
normalteiler erzeugen, folgt, dass jedes von 1 verschiedene epimorphe
Bild einen von 1 verschiedenen abelschen Subnormalteiler besitzt ;
und aus Satz 5.7 folgt, dass G eine a*-Gruppe ist, dass also (1)-(3)
dquivalent sind.

TERMINOLOGISOHE BEMERKUNG : Gruppen, deren séimtliche Ele-
mente subnormale Elemente sind, werden auch als Nilgruppen be-
zeichnet. ((.2) legt es also nahe, die a*-Gruppen auch Hypernil-
gruppen zu nennen.

ac ist genau die Klasse der von Heribert Baur eingefiihrten
o-hyperabelschen Gruppen. Satz 5.7 besagt noch, dass

a*=a

ist. Aus einem Satz von Kovacs & Neumann ergibt sich fiir jede
positive ganze Zahl n die Existenz einer perfekten n-hyperabelschen
Gruppe G(n), die keine (n — 1)-hyperabelsche Gruppe ist. Das direkte
Produkt G dieser Gruppen @ (n) ist dann perfekt und w-hyperabelsch,
aber nicht n-hyperabelsch mit n < w. Dies zeigt, dass die Klassen
a' eine streng monoton aufsteigende Klassenfolge bilden und dass
die Klasse a* der Hypernilgruppen umfassender als die Vereinigungs-
klasse der Klassen 8" mit n < w ist.

Ob die iibrigen hier diskutierten Gruppenklassen simtlich ver-
schieden sind, und wie sie sich zueinander verhalten, diirfte in den
meisten Fillen noch unentschieden sein.

DER ABLEITUNGSOPERATOR 0° wird durch vollstindige [trans-
finite] Induktion folgendermassen definiert: Ist ¢ irgendeine grup-
pentheoretische Eigenschaft, so sei

Ve=¢;

ist 0 << o, so ist @ dann und nur dann eine d° ¢-Gruppe, wenn
jeder Faktor F von G eine Normalteilerkette I} mit der Eigenschaft
besitzt :

ist L ein Faktor von 1B, so ist L eine dfe-Gruppe mit g < o.

Aus der Definition folgt sofort, dass jede Eigenschaft 0*¢ mit
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0 << ¢ faktorenvererblich ist. Ist ¢ selbst faktorenvererblich, was wir
im folgenden fast immer voraussetzen werden, so ist auch d°¢ fak-
torenvererblich und jede ¢-Gruppe ist eine d’¢-Gruppe fiir jedes o.
Ist 0 <<o < 4, so ist jede D°¢-Gruppe eine D*¢-Gruppe.

O0* ¢ = Vereinigungsklasse aller Klassen °¢.

Es ist also @ dann und nur dann eine d*¢-Gruppe, wenn es eine
Ordinalzahl ¢ derart gibt, dass G eine 0,¢-Gruppe ist. Es gibt dann
auch eine eindeutig bestimmte minimale Ordinalzahl ¢G derart, dass
G eine D°%-Gruppe ist; und wir wollen ¢G = o.G die [¢-] Stufe
der d* ¢-Gruppe G nennen.

SATZ 5.17: Ist ¢ faktorenvererblich, so sind die folgenden Eigen-
schaften der Gruppe G und der Ordinalzahl o &= 0 dquivalent :
(1) G ist ein D°C-Gruppe.
(2) Ist F ein Faktor von G, so gibt es eine Hauptreihe T von
F mit der Bigenschaft :
Ist L ein Faktor von T, so ist L eine Of ¢-Gruppe mit B < o.
(3) Ist H ein Hauptfaktor eines Faktors von G, so ist H eine
Of ¢-Gruppe mit § < o.

BEWEIs : Ist @ eine d° ¢-Gruppe und F ein Faktor von @, so
folgt aus 0 <o die Existenz einer Normalteilerkette I} von F mit
der Eigenschaft:

(+) Ist L ein Faktor von {f}, so ist L eine df ¢-Gruppe mit 8 < ¢

Aus (5.11) folgt, dass P in einer Hauptreihe ) von @ enthalten
ist. Ist A ein Hauptfaktor von 1, so gibt es Normalteiler J und
K in b mit den Eigenschaften :

++) Jc K, K/JX A, es gibt keinen Normalteiler X mit
JcXcK in b.

Das Produkt J* aller in J enthaltenen Normalteiler aus 1P ist
ein in J enthaltener Normalteiler aus {0 ; und der Durchschnitt K*
aller K enthaltenden Normalteiler aus f}} ist ein K enthaltender
Normalteiler aus ). Dann ist

(+++) J*cJc K € K*,

Wiire X ein Normalteiler aus ) mit J*c X< K*, so ist X ¢ J und
K & X. Da aber X auch in der i} umfassenden Hauptreihe T liegt,
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so folgt Jc Xc K im Widerspruch zu (++). Also ist K*/J* ein
Faktor von {}; und es folgt aus (+), dass K*/J* eine O ¢-Gruppe
mit g < ¢ ist. Da ¢ faktorenvererblich ist, ist auch 0f ¢ faktoren-
vererblich. Wegen (+++) ist K/J ein Faktor von K*/J*. Wegen (++)
ist also A = K/J eine Df ¢-Gruppe mit g8 < o. Damit haben wir (2)
aus (1) hergeleitet.

Wir nehmen die Giiltigkeit von (2) an und betrachten einen
Hauptfaktor H eines Faktors F von G. Wegen Lemma 5.13 ist H
einem minimalen Normalteiler M/ eines epimorphen Bildes B von
F isomorph. Da B ebenfalls ein Faktor von G ist, so ergibt sich
aus (2) die Existenz einer Hauptreihe ) von B mit der Eigenschaft :

(*) Ist L ein Faktor von T, so ist L eine df ¢-Gruppe mit § < o.

Es gibt Normalteiler X in ) mit M N X =1 wie etwa X = 1.
Das Produkt J aller dieser Normalteiler X aus T gehort auch zu
T ; und da J sogar die Vereinigungsmenge dieser Normalteiler X
mit M N X=1 ist — 1 ist ja durch Inklusion linear geordnet —
so gilt M NJ = 1. Wir bilden weiter den Durchschnitt K aller M
enthaltenden Normalteiler aus 1. Dann ist auch K ein M enthal-
tender Normalteiler aus . Aus ¥ NJ =1c M c K folgt zuniichst
K & J und hieraus Jc K, da J und K Glieder der Hauptreihe b
sind. Ist X ein Normalteiler aus T mit J c X, so ist M NX 51
und aus der Minimalitdt des Normalteilers M folgt ¥ = M n X € X,
8o dass sogar K€ X ist. Also definiert das Paar J, K einen Haupt-
faktor K/J von 1, der wegen () eine O’ ¢-Gruppe mit f<To ist.
Weiter ist

M= M/MnJ)xJIMJ c KlJ

[es gilt sogar K = MJ], so dass M als Faktor der ¢ Gruppe K/J
wegen der Faktorenvererblichkeit von df ¢ — wieder wird die Fakto-
renvererblichkeit von ¢ benutzt — eine df ¢-Gruppe ist. Wegen
H 2> M ist also auch H eine 0#¢-Gruppe mit < o; und damit
haben wir (3) aus (2) hergeleitet.

Wir nehmen schliesslich die Giiltigkeit von (3) an und betrach-
ten einen Faktor F von G. Dieser besitzt wegen (5.12) eine Haupt-
reihe . Ist L ein Faktor von ), so ist L ein Hauptfaktor des
Faktors F von G und also wegen (3) eine Of ¢-Gruppe mit f<o.
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Vergleich mit unserer Definition von d° ¢ zeigt, dass G eine d° ¢-
Gruppe ist. Damit haben wir (1) aus (3) hergeleitet und die Aqui-
valenz von (1)-(3) dargetan.

ZusAtz 5.18: Jede ¢°-Gruppe ist eine 0° ¢-Gruppe und jede
¢*-Gruppe ist eine De-Gruppe.

BewElS: Aus unseren Definitionen folgt zuniichst
=ec=0c

Wir konnen also die Induktionsvoraussetzung machen, dass 0 <o
und jede e*Gruppe mit 1 < o eine d*¢-Gruppe ist. Ist nun G eine
¢°-Gruppe, so besitzt jedes epimorphe Bild H==1 von G einen
¢*-Normalteiler N3=1 mit i<{o. Hieraus folgt miihelos die Existenz
einer Normalteilerkette TR von @, die wohlgeordnet aufsteigt und
deren Faktoren ¢*-Gruppen mit A < ¢ sind. Nach Induktionsannahme
sind die Faktoren von 1R also auch d* ¢-Gruppen mit 4 << o, 80 dass
G eine O° ¢-Gruppe ist. Damit haben wir den induktiven Beweis
unserer ersten Behauptung erbracht. Wegen Satz 5.7 ist ¢* = ¢v,
woraus auch unsere zweite Behauptung folgt.

ABSTEIGENDE HAUPTFAKTORENFOLGEN EINER GRUPPE @ sind
Folgen von Gruppen H; derart, dass

H, ein Hauptfaktor eines Faktors von G und

H;y, fiir 0 <<i ein Hauptfaktor eines Faktors von H; ist.

Bedenken wir, dass epimorphe Bilder von Faktoren wieder Fak-
toren sind, so ergibt sich aus Lemma 5.13 die Aquivalenz der obi-
gen Bedingungen mit den folgenden Eigenschaften :

H, ist ein minimaler Normalteiler eines Faktors von @G ;

Hy, ist fiir 0 <<+¢ ein minimaler Normalteiler eines Faktors
von H;.

Aus der Transitivitit des Faktorseins ergibt sich noch, dass
alle H; Faktoren von G und jedes H; Faktor eines jeden H; mit

0<<j<<i ist.

SATz 5.19: Ist ¢ eine faktorenvererbliche gruppentheoretische Ei-
genschaft, so sind die folgenden Eigenschaften der Gruppe G dquivalent :
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(1) @ ist eine D* e-Gruppe.

(2) Jeder Hauptfaktor eines jeden Faktors von @ ist eine D* e-
Gruppe.

(3) G st eine D* (O* &)-Gruppe.

(4) Absteigende Hauptfaktorenfolgen von G enthalten ¢-Gruppen.

() Absteigende Hauptfaktorenfolgen wvonm @G enthalten O* ¢
Gruppen.

BEWEIS : Erinnern wir uns daran, dass d* ¢ faktorenvererblich
ist, und dass Hauptfaktoren von Faktoren wieder Faktoren sind, so
sehen wir, dass (2) aus (1) folgt. Gilt umgekehrt (2), so hat jeder
Hauptfaktor H eines Faktors von @ als d* ¢-Gruppe eine wohlbe-
stimmte ¢-Stufe ¢ H. Da die Hauptfaktoren der Faktoren von @G
natiirlich eine Menge bilden, existiert eine Ordinalzahl 1 mit

o H < ) fiir alle Hauptfaktoren H von Faktoren von @.

Es ist dann auch 0 <1 und aus der Aquivalenz der Bedin-
gungen (1) und (3) des Satzes 5.17 ergibt sich, dass G eine d*¢
Gruppe und also auch eine O* ¢-Gruppe ist. Damit haben wir (1)
aus (2) hergeleitet und die Aquivalenz von (1) und (2) dargetan.

Erinnern wir uns daran, dass d* ¢ faktorenvererblich ist, so
sehen wir, dass jede D* ¢-Gruppe auch eine d* (D* ¢)-Gruppe ist : (3)
folgt aus (1). Um wumgekehrt (1) aus (3) abzuleiten, beweisen
wir durch vollstindige [transfinite] Induktion die Giiltigkeit von
(3.0) Jede D° (D* €)-Gruppe ist eine d* e-Gruppe.

Trivialerweise ist (3.0) richtig. Wir konnen also die Induktions-
annahme machen, dass 0 <o ist und alle (3.8) mit f < o richtig
sind. Ist @ eine O° (D* ¢)-Gruppe und H ein Hauptfaktor eines Fak-
tors von @, so ergibt sich aus Satz 5.17, dass H eine df (0* ¢)-Gruppe
mit < o ist. Wegen (3.8) ist also H eine d* ¢-Gruppe : G geniigt
der Bedingung (2) und ist also eine d* ¢-Gruppe. Damit haben wir
auch (3.0) bewiesen und den Induktionsbeweis vollstindig ausge-
fiihrt. Ist nun @ eine d* (D* €)-Gruppe, so ist G eine d° (O* ¢)-Gruppe
fir geeignetes 0. Wegen (3.0) ist G also eine O* ¢-Gruppe. Damit
haben wir (1) aus (3) hergeleitet und die Aqulvalenz von (1)-(3) be-
wiesen.

‘Wir nehmen die Giiltigkeit der dquivalenten Bedingungen (1)-(3)
an und betrachten eine absteigende Hauptfaktorenfolge H; von G.
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Dann ist jedes H; [wegen (2)] eine d* ¢-Gruppe und hat also eine
wohlbestimmte Stufe o;. Unter diesen Ordinalzahlen o; gibt es eine
minimale o, . Wire 0 <o,, 80 ergibe Anwendung von Satz 5.17
auf die d’™ ¢-Gruppe H,,, dass der Hauptfaktor H,y,; eines Fak-
tors von H,, eine Of ¢-Gruppe mit f <o, ist. Aus der Definition
der Stufe ergibt sich dann

Om+1 éﬂ < Om

im Widerspruch zur Minimalitit von o, . Es folgt ¢, = 0, so dass
H,, eine ¢-Gruppe ist; und damit haben wir (4) aus (2) hergeleitet.

Da ¢ faktorenvererblich ist, ist jede ¢ Gruppe eine d* ¢-Gruppe :
(5) folgt aus (4). Wir nehmen schliesslich an, dass G keine O* ¢-
Gruppe ist. Wegen (2) besitzt dann G einen Hauptfaktor H, eines
Faktors von @, der keine D* ¢-Gruppe ist. Wir konnen dann die
folgende Induktionsannahme machen :

Keine der Gruppen H; mit 0 << i<k ist eine d* ¢-Gruppe und
H;y, ist fiir 0 <<i <k ein Hauptfaktor eines Faktors von H;.

Wir wenden (2) auf H; an. Folglich gibt es einen Hauptfaktor
Hyy, eines Faktors von H;, der keine d* ¢-Gruppe ist.

Damit ist aber die induktive Konstruktion einer absteigenden
Hauptfaktorenfolge H; von @, in der keine d* ¢-Gruppe vorkommt,
vollstindig durchgefiihrt : G geniigt nicht der Bedingung (5). Also

folgt (1) aus (5) und wir haben die Aquivalenz der Bedingungen (1)-
(5) bewiesen.

BEMERKUNG 5.20: A. Die Aquivalenz der Bedingungen (1) und
(3) kann man auch durch die Eigenschaftenidentitiiten

O*e =0*(0*e)=0°(d*¢) fiir alle Ordinalzahlen o
ausdriicken.

B. Ist X irgendeine faktorenvererbliche gruppentheoretische Ei-
genschaft, kommt in der Hauptfaktorenfolge H; eine X-Gruppe H,
vor, so sind alle Gruppen H; mit k < i Faktoren von H; und also
X-Gruppen. Aus der Existenz einer X-Gruppe in der absteigenden
Hauptfaktorenfolge H; ergibt sich damit, dass fast alle H; die Ei-
genschaft X haben. Man kann also das «enthalten » in den Bedin-
gungen (4) und (5) durch ein entsprechendes «fast alle sind » er-
setzen.
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C. Verzichten wir auf die vorausgesetzte Faktorenvererblichkeit
von ¢, so sind alle Eigenschaften d° ¢ mit 0 << ¢ und d* ¢ fakto-
renvererblich. Weiter gilt

d*e=0*(dte)

Satz 5.19 bleibt also richtig, wenn wir einerseits auf die Voraus.
setzung der Faktorenvererblichkeit von ¢ verzichten, andererseits ¢
in Bedingung (4) durch d! ¢ ersetzen.

ORDNUNG DER HAUPTFAKTOREN : Ist H ein Hauptfaktor eines
Faktors von @, so ergibt sich aus Lemma 5.13, dass H ein mini-
maler Normalteiler eines Faktors von @G ist. Im Gegensatz zu Fak-
toren kommt es bei Hauptfaktoren nicht nur auf die abstrakte Struk-
tur, sondern auch auf die konkrete Art der Einlagerung in G an.
Ist H minimaler Normalteiler eines Faktors F von @, so gibt es
einen Normalteiler N einer Untergruppe U von G mit F2 U/N;
und diese Isomorphie bildet H auf den minimalen Normalteiler M/N
von U/N ab. Wir definieren deshalb [konkreter als bisher]:

Das Paar H = (H*, H**) ist ein Hauptfaktor eines Faktors von
G, wenn es eine Untergruppe U von @G mit folgenden Eigenschaften
gibt :

H* und H** sind Normalteiler von U :

H™™cH* und H*/H** ist ein minimaler Normalteiler von U/H **,

Wiihrend H und die «Koordinaten» H* und H** von H sich
gegenseitig eindeutig bestimmen, konnen viele Untergruppen U in
der obigen Definition auftreten ; und wir werden anstelle von H*/H™*
auch H sagen, wenn es uns nur auf die abstrakte Struktur der
Gruppe H*/H** [nicht auf ihre Einlagerung in @] ankommt.

Sind 4 und B Hauptfaktoren von Faktoren von @, so bedeute
A = B, dass A Hauptfaktor eines Faktors von B ist. Man tberzeugt

sich miihelos davon, dass dann und nur dann Ag B gilt, wenn
B** QA** c A*c B*

ist und es eine A*, A** normalisierende Untergruppe U mit
A* € U € B* derart gibt, dass A*/A* ein minimaler Normalteiler
von U/A™* ist.
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Sind A und B Hauptfaktoren von Faktoren von G mit 4 = B
und A* = B*, so0 ist A*/A** zwangsliufig ein minimaler Normalteiler
seiner selbst, also eine einfache Gruppe. Insbesondere folgt also aus
A ¢ B = A die Einfachheit dieses Hauptfaktors, so dass 4 = A mit
der Einfachheit von A iquivalent ist.

Ist B ein Hauptfaktor eines Faktors von G und A ein Haupt-
faktor eines Faktors von B [genauer von B*/B**|, so folgt aus der
Transitivitit der Beziehung des Faktorseins, dass A auch ein Haupt-
faktor eines Faktors von G ist. Ebenso ergibt sich aus A%B und
B c C die Giiltigkeit von 4 = C. Geniigen weiter die Hauptfakto-
ren A und B von @ gleichzeitig den Beziehungen A% B und B = A,
so wird

B%# gA*lthich*gA#g Bi’

woraus wir A = B und die Einfachheit von A erschliessen.

Die Beziehung X = Y definiert zwar nicht eine richtige Halb-
ordnung im Bereich der Hauptfaktoren von Faktoren von @, da ja
AgA nicht immer gelten wird. Aber die Beziehung ist jedenfalls

anti-symmetrisch und transitiv; und dies wird fiir unsere Zwecke
ausreichen.

DIir HAUPTMINIMALBEDINGUNG wird von der Gruppe G erfiillt,
wenn es in jeder nicht leeren Menge () von Hauptfaktoren von
Faktoren von G ein [minimales] Element M derart gibt, dass

M% X fiir jedes X 3= M aus (D
gilt.
Sei H; eine absteigende Hauptfaktorenfolge von G. Dann gilt
also
-c Hiy, c H; c.we H, = G.

Geniigt nun G der Hauptminimalbedingung, so gibt es unter den
H; ein minimales Element H,, . Wire m <¢ und H; 5= H,,, 8o wiirde
H,-% Hm%Hi gelten, woraus wir schon friither H; = H,, gefolgert
haben. Also folgt H,, = H; aus m <i; und hieraus folgt, wie schon
friiher bemerkt, die Einfachheit von H,,. Damit haben wir gezeigt :
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Absteigende Hauptfaktorenfolgen brechen in einem einfachen Gliede
ab.

Wir nehmen umgekehrt die Ungiiltigkeit der Hauptminimalbe-
dingung an. Dann gibt es eine nicht leere Menge () von Haupt-
faktoren von Faktoren von @, die kein minimales Element enthilt.
Da () nicht leer ist, gibt es ein H, in {l). Angenommen, wir haben
bereits Elemente H,, ..., H; in () derart gefunden, dass

H; = Hj fiir 0 <i<j<k und

HH.](G:H,' fiir 0£i<k

gelten, Da Hj; aus () und also nach Voraussetzung nicht minimal
in () ist, gibt es ein Hiy; in () mit Hiyy € Hy == Hia . Wiire
Hyyy, = H; mit 0 <<i<Ck, so wire sogar ¢ << k und wir hitten

Hiets ¢ Hi ¢ Hi= Hita,s

woraus dann doch Hy = H;, folgen wiirde. Damit haben wir die
induktive Konstruktion einer in () enthaltenen, absteigenden Haupt-
faktorenfolge mit lauter verschiedenen Gliedern vollstindig durch-
gefiihrt. Aus unseren bisherigen Betrachtungen ergibt sich die Aqui-
valenz der folgenden drei Eigenschaften der Gruppe G :

(I) Die Hauptminimalbedingung wird von G erfiillt.

(II) Absteigende Hauptfaktorenfolgen von @G enden nach endlich
vielen Schritten in einem einfachen Gliede.

(III) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von @ bricht ab.

Es ist klar, dass aus diesen drei iquivalenten Bedingungen
das folgende Eigenschaftenpaar folgt :

(a) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von @ enthiilt einen
einfachen Hauptfaktor.
(IV) (b) Jede nur aus einfachen Gruppen bestehende absteigende
Hauptfaktorenfolge von G bricht [nach endlich vielen
Schritten] ab.
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Gilt umgekehrt (IV), ist H; [mit 0 << i] eine absteigende Haupt-
faktorenfolge von @G, so bilden auch fiir jedes positive &k die H; mit
I < i eine absteigende Hauptfaktorenfolge von G, die wegen (IV. a)
ein einfaches Glied enthiilt. Hieraus folgert man die Existenz einer
Zahlenfolge n (¢) mit

0<<n(0)<...<<n(t)<<m( -+ 1) <.. und einfachem H, .

Die H, bilden ebenfalls eine absteigende Hauptfaktorenfolge von
G, die wegen (IV.Db) nach endlich vielen Schritten abbricht. Ist m
so gewihlt, dass

H, oy = H, 3 fir m <1

ist, ist weiter n (m)<Cj und j von allen = (i) verschieden, so gibt
es ein und nur ein j° mit n (j') <<j << n(j’ + 1). Es wird

Hym) = Hy jrg) = ng Hyjy = Hym);

und hieraus folgt
H, () = H; fiir n (m) <i.

Damit haben wir bewiesen, dass die Bedingung (IV) mit (I)-(I1I)
dquivalent ist.

Es geniige @ der Hauptminimalbedingung. Weiter sei 4, B ein
Paar von isomorphen Hauptfaktoren von Faktoren von G mit A = B.

Dann ist natiirlich A = (A*, A**), B = (B*, B*) mit
A*/A%* g B*/B**
und es gibt eine A*, A** normalisierende Untergruppe U mit
B**EA**CA*E U'gB*

derart, dass A*/A** ein minimaler Normalteiler von U/A** ist. Der
Isomorphismus von B*/B** auf A*/A** produziert dann wieder einen
isomorphen Hauptfaktor eines Faktors von A usw., so dass aus der
Verschiedenheit von A und B die Existenz einer unendlichen, nicht
abbrechenden, absteigenden Hauptfaktorenfolge von G sich ergeben
wiirde. Dies widerspricht (III). Also gilt:

28
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(V) Wird die Hauptminimalbedingung von G erfiillt, sind 4, B
isomorphe Hauptfaktoren von Faktoren von G mit 4 < B, so ist
A =B.

KLASSIFIZIERUNG DER GRUPPEN MIT HAUPTMINIMALBEDIN-
GUNG : Zu diesem Zweck konstruieren wir durch vollstindige [trans-
finite] Induktion eine wohlgeordnete [transfinite] Folge von Grup-
penklassen R, .

R,: Die Gruppe G ist dann und nur dann eine R, Gruppe, wenn
jeder Hauptfaktor eines Faktors von @ zyklisch von Primzahlordnung
ist.

Da jeder einfache Faktor auch Hauptfaktor seiner selbst ist,
so sind alle einfachen Faktoren von R,-Gruppen zyklisch von Prim-
zahlordnung.

Verstehen wir, wie iiblich, unter einer dedekindschen Gruppe
eine Gruppe, deren simtliche Untergruppen Normalteiler sind, so
sieht man sofort ein, dass alle dedekindschen Gruppen auch R,
Gruppen sind. Ebenso kann man sich davon iiberzeugen, dass alle
iiberauflosbaren Gruppen [= hyperzyklische Gruppen = Gruppen,
deren nicht triviale epimorphe Bilder nicht triviale zyklische Nor-
malteiler besitzen] R,-Gruppen sind.

R, [mit 0 << ¢]: Die Gruppe G ist dann und nur dann eine
R,-Gruppe, wenn jeder von G verschiedene Hauptfaktor eines Faktors
von G eine Rg-Gruppe mit 0 << g <o ist.

Natiirlich hingt das 8 von dem betrachteten Hauptfaktor eines
Faktors von G ab; ist freilich 0 = ¢’ + 1 keine Limeszahl, so sind
alle von @ verschiedenen Hauptfaktoren von Faktoren von @ ins-
besondere R,-Gruppen. Die an die Hauptfaktoren von Faktoren von
G in R, gestellte Anforderung betrifft nur die von G verschiedenen.
Aber @ ist nur dann Hauptfaktor eines Faktors von @, wenn @
einfach ist.

R*: Die Gruppe @ ist dann und nur dann eine R"-Gruppe,
wenn G eine R,-Gruppe fiir geeignetes o ist.

Es ist direkt in den Definitionen enthalten, dass jede der Ei-
genschaften R, und also auch die Eigenschaft R* faktorenvererblich
ist. Sind weiter §,4 Ordinalzahlen mit g <C 4, so ist jede Rs-Gruppe
auch eine R;-Gruppe. Die Klassen R, bilden also eine aufsteigende
Folge und R* ist ihre Vereinigungsklasse.
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Da alle abelschen Gruppen R,-Gruppen sind, kann man durch
vollstindige [transfinite] Induktion beweisen, dass jede 0° a-Gruppe
eine R°-Gruppe und also auch jede d* 8-Gruppe eine R*-Gruppe ist.
Insbesondere umfasst die Klasse R, allerlei Klassen auflosbarer Grup-
pen, die etwa in O'a enthalten sind.

SATz 5.21: Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :
(1) G geniigt der Hauptminimalbedingung.
(2) Jeder Hauptfaktor eines Faktors von G ist eine R*-Gruppe.
(8) G ist eine R*-Qruppe.
(4) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G enthilt eine R*-
Gruppe.

BEWE1S: Wir nehmen zunichst die Giiltigkeit der Hauptmini-
malbedingung an. Sei () die Menge aller der Hauptfaktoren von
Faktoren von @, die keine R* Gruppen sind. Wire (2) falsch, so wiire
D nicht leer und es folgte aus der Hauptminimalbedingung die
Existenz eines minimalen Elements M aus (. Sei (H* die Menge
aller Hauptfaktoren X von Faktoren von G mit X c M == X. Wire

{D* leer, so wire M wegen (5.12) frei von eigentlichen Untergrup-
pen, also zyklisch von Primzahlordnung und also eine R, Gruppe,
was der Definition von (M) und der Wahl von M widerspricht. Also
ist (D* nicht leer. Liegt X in (I)*, so folgt aus der Minimalitiit
von M in {) die Nicht-Zugehorigkeit von X zu (. Also ist X eine
R* Gruppe. Es folgt die Existenz einer [eindeutig bestimmten mini-
malen] Ordinalzahl o (X) derart, dass X eine R°X)-Gruppe ist. Da
{ID* eine Menge ist, gibt es eine Ordinalzahl ¢ mit

o (X) <o fiir alle X aus {IH*.

Natiirlich ist 0 < 6. Weiter ist {Id* die Menge aller von M verschie-
denen Hauptfaktoren von Faktoren von M. Folglich ist M eine
R°-Gruppe im Widerspruch zu unserer Definition von () und Wahl
von M in (). Aus diesem Widerspruch ergibt sich, dass (2) aus (1)
folgt.



436 Reinhold Baer

Gilt (2), ist H ein Hauptfaktor eines Faktors von @, so gibt es
eine [und nur eine] minimale Ordinalzahl o (H) derart, dass H eine
Re H).Gruppe ist. Da diese Hauptfaktoren eine Menge bilden, gibt
es eine positive Ordinalzahl ¢ mit

o (H)< ¢ fiir alle Hauptfaktoren H von Faktoren von @.

Dann ist @ eine R°-Gruppe und also auch eine R*-Gruppe :(3)
folgt aus (2).

Gilt (3), so ergibt sich (4) [und mehr] aus der Faktorenvererb-
lichkeit von R*. Gilt schliesslich (4), so betrachten wir eine abstei-
gende Hauptfaktorenfolge H; von G. Es gibt dann ein H, , das die
Eigenschaft R* hat; und aus der Faktorenvererblichkeit von R* folgt,
dass jedes H; mit m <<{ die Eigenschaft R* hat. Also gibt es zu
jedem ¢ mit m << ¢ eine und nur eine minimale Ordinalzahl ¢ (i) der-
art, dass H; eine R°®)-Gruppe ist. Aus der Wohlordnung der Or-
dinalzahlen ergibt sich die Existenz einer ganzen Zahl k mit m <<k
und o (k) << o (i) fiir m <. Ist k<i und Hy== H;, so folgt aus
H;c H;, und der Minimalitit von o (i), dass o (i) <o (k)<< o (i) ist,
ein Widerspruch. Also wird H; = H; fiir k<{+¢: die absteigende
Hauptfaktorenfolge H; bricht ab. Damit haben wir die zur Haupt-
minimalbedingung #quivalente Bedingung (III) aus (4) abgeleitet und
die Aquivalenz von (1)-(4) bewiesen.

SPEZIALFALLE 5.22: A. Enthilt jede absteigende Hauptfakto-
renfolge der Gruppe G eine dedekindsche Gruppe, so erinnern wir
uns an die friither gemachte Bemerkung, dass dedekindsche Gruppen
Ro-Gruppen und erst recht R* Gruppen sind. Anwendung von Satz
5.21 ergibt dann, dass G der Hauptminimalbedingung geniigt.

B. Wir betrachten eine artinsche Gruppe G und eine abstei-
gende Hauptfaktorenfolge H; = (H¥, H**) von @. Dann bilden aber
die Untergruppen H} von @ eine absteigende Folge von Untergrup-
pen der artinschen Gruppe @, die zwangsliufig nach endlich vielen
Schritten abbricht. Es gibt also ein ganzes m mit Hj = H} fiir
m < i. Dann sind aber alle H¥/H}** = HY/H¥ mit m < ¢ einfache
epimorphe Bilder der einfachen Gruppe Hpi,/Hns%;, woraus wir
Hpyy = H; fiir m <7 i schliessen konnen. Damit haben wir das Ab-
brechen jeder absteigenden Hauptfaktorenfolge einer artinschen
Gruppe dargetan; und aus der Aquivalenz der Bedingungen (I)-(1IT)
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ergibt sich, dass alle artinschen Gruppen der Hauptminimalbedingung
geniigen, wegen Satz 5.21 also R*-Gruppen sind. Eine zweite An-
wendung von Satz 5.21 zeigt dann die Giiltigkeit des folgenden
Kriteriums :

Die Gruppe G geniigt der Hauptminimalbedingung, wenn jede
_absteigende Hauptfaktorenfolge von G eine artinsche Gruppe enthilt.

Insbesondere geniigt also jede artinsche Gruppe der Hauptmi-
nimalbedingung, die damit als [wesentliche] Abschwichung der Mi-
nimalbedingung erkannt ist.

EIGENSCHAFTEN MIT HAUPI'MINIMALBEDINGUNG : Die fakto-
renvererbliche gruppentheoretische Eigenschaft ¢ geniigt der Haupt-
minimalbedingung, wenn jede ¢-Gruppe der Hauptminimalbedingung
geniigt. Aus der ‘Aquivalenz der Bedingungen (I)-(III) ergibt sich
dann sofort:

Die faktorenvererbliche Eigenschaft ¢ geniigt dann und nur dann
der Hauptminimalbedingung, wenn jede absteigende Hauptfaktoren-
folge einer ¢-Gruppe nach endlich vielen Schritten mit einer einfa-
chen ¢-Gruppe endet.

SATz 5.23: Qeniigt die faktorenvererbliche gruppentheoretische Hi-
genschaft € der Hauptminimalbedingung, so ist die Gruppe G dann
und nur dann eine d* ¢ Gruppe, wenn

(a) jeder einfache Faktor von G eine ¢-Gruppe ist und
(b) absteigende Hauptfaktorenfolgen von G mach endlich vielen
Schritten abbrechen.

BEWEIS : Ist erstens G eine O* ¢-Gruppe, so ist auch jeder
einfache Faktor E von G eine d* ¢-Gruppe. Wiire E keine ¢ Gruppe,
so wire die Stufe o B == 0. Als einfache Gruppe ist E ein Haupt-
faktor von K ; und aus Satz 5.17 ergibt sich, dass F eine df e-Gruppe
mit f < ¢ E ist. Dies widerspricht der Minimaleigenschaft der Stufe
o E. Algo ist K eine e-Gruppe. Ist weiter H; eine absteigende Haupt-
faktorenfolge der d* ¢ Gruppe G, so ergibt sich aus Satz 5.19 die
Existenz eines Index m derart, dass H,, eine ¢-Gruppe ist. Natiir-
lich bilden die H; mit m <{i eine absteigende Hauptfaktorenfolge
der ¢-Gruppe H,,, die wegen der Aquivalenz der Bedingungen
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(I)-(III) nach endlich vielen Schritten abbricht. Damit ist die Notwen-
digkeit der Bedingungen (a), (b) dargetan.

Gelten umgekehrt die Bedingungen (a), (b), so betrachten wir
eine absteigende Hauptfaktorenfolge H; von @. Diese bricht wegen
(b) nach endlich vielen Schritten ab; und daraus folgt, wegen der
Aquivalenz der Bedingungen (I)(III) die Existenz eines einfachen
H;, das wegen (a) als Faktor von @ eine ¢-Gruppe ist. Damit haben
wir die Giiltigkeit der Bedingung (4) des Satzes 5.19 dargetan: @
ist eine O* e-Gruppe.

Zusarz 5.24: Ist ¢ eine faktorenvererbliche gruppentheoretische
EBigenschaft, so ist dann und nur dann d* € = d° €, wenn J? ¢ = D°t' ¢
ist.

BewELS: Bedenken wir, dass jede d? ¢-Gruppe eine d°+1¢-Gruppe
und jede d°t!e-Gruppe eine d*¢-Gruppe ist, so folgt aus d°¢ = d*e
sofort 0’¢ = d°+1¢. Ist umgekehrt d°e=0°t+'e, so setzen wir f=0°¢.
Dann ist f eine faktorenvererbliche gruppentheoretische Eigenschaft
mit d*¢ = O*f und f = D!f. Die letzte Gleichung ist wegen Satz 5.17
gleichwertig mit der Aussage :

(+) Dann und nur dann ist G eine f-Gruppe, wenn jeder Haupt-
faktor eines Faktors von @ eine f-Gruppe, ist.

Wir beweisen nun durch vollstindige [transfinite] Induktion die
Giiltigkeit von

(++) T=0'f

fiir alle Ordinalzahlen A. Da f-Gruppen stets auch d* f-Gruppen sind,
ist (++) mit der Aussagenfamilie

(++. 4) jede d* {-Gruppe ist eine f-Gruppe

gleichwertig. Es ist klar, dass (++. 0) richtig ist. Wir konnen also
annehmen, dass 0 < 4 ist und alle Aussagen (++. ) mit g <4 be-
reits als richtig erwiesen sind. Ist dann G eine d* f-Gruppe, so folgt
aus Satz 5.17, dass jeder Hauptfaktor eines Faktors von @G eine
0f f-Gruppe mit 8 < 1 und wegen (++.8) also sogar eine f{-Gruppe
ist. Anwendung von (+) zeigt, dass G selbst eine f-Gruppe ist.
Damit ist auch (++.1) bewiesen : der induktive Beweis dieser Aus-
sagenfamilie ist vollstindig ausgefiihrt.
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Damit haben wir aber auch (++) bewiesen. Es folgt
e={=0"[=0"¢;
und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

SATZ 5.25: (A) tnr = 0* (fnv).

(B) Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dquivalent :

(1) G st eine tnr-Qruppe.

(2) Jeder Hauptfaktor eines jeden Faktors von G ist eine Tny-
Gruppe.

(3) Jede absteigende Hauptfaktorenkette von G enthilt eine Tny-
Gruppe.

(4) Jede echte Untergruppe von G ist eine tNr-Gruppe und ein-
fache epimorphe Bilder von G sind entweder frei von maximalen Unter-
gruppen oder zyklisch von Primzahlordnung.

(5) Ist der Hauptfaktor H eines Faktors von G mnicht abelsch,
so ist jede echte Untergruppe von H eine tny-Gruppe; und falls H
einfach ist, ist H frei von maximalen Untergruppen.

BewEIs: Natiirlich ist jede fnr-Gruppe auch eine d*(fnt)-Gruppe.
Ist umgekehrt ¢ eine ®! (fnr)-Gruppe und F ein Faktor von @, so
besitzt F eine Normalteilerkette i), deren Faktoren fnt-Gruppen
und a fortiori nr-Gruppen sind; vergl. die Definition des Operators
0!. Anwendung von Lemma 5.10 zeigt, dass F' eine nt Gruppe und
G mithin eine fnt-Gruppe ist. Damit haben wir

fnr = d! (fnr)

bewiesen. Hieraus und aus Zusatz 5.24 folgt unsere Behauptung (A).

Ist G eine fnr-Gruppe, so ist auch jeder Faktor und erst recht
jeder Hauptfaktor eines Faktors von G eine fnt-Gruppe: (2) folgt
aus (1). Es ist klar, dass (3) aus (2) folgt, da ja jedes Glied einer
absteigenden Hauptfaktorenkette ein Hauptfaktor eines Faktors ist.
Gilt schliesslich (3), so folgern wir aus Satz 5.19, dass G eine
O* (fnt)-Gruppe ist. Wegen (A) ist G also sogar eine fnr-Gruppe :
(3) folgt aus (1) und (1)-(3) sind dquivalent.
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Ist G eine fnt-Gruppe, so ist auch jede Untergruppe und jedes
epimorphe Bild von @ eine fnr-Gruppe. Ist insbesondere ¥ ein ein-
faches epimorphes Bild von @, besitzt diese fnr-Gruppe maximale
Untergruppen, so ergibt Lemma 1.9, dass F zyklisch von Primzahl-
ordnung ist. Damit haben wir (4) aus (1) hergeleitet.

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (4) an. Ist der Haupt-
faktor H eines Faktors von @G ein epimorphes Bild einer echten
Untergruppe U von @, so ist mit U auch H eine fir-Gruppe. Wir
notieren :

(+) Hauptfaktoren von @ sind fnt-Gruppen, wenn sie epimorphe
Bilder echter Untergruppen von @ sind.

Ist der Hauptfaktor H eines Faktors von @ nicht epimorphes
Bild einer echten Untergruppe von @, so folgert man aus Lemma
5.13, dass H ein epimorphes Bild von G und als Hauptfaktor seiner
selbst einfach ist. Ist H zyklisch von Primzahlordnung, so ist H na-
tiirlich eine fnr-Gruppe. Ist H nicht zyklisch von Primzahlordnung,
so hat H wegen (4) die folgenden Eigenschaften :

(«) H ist einfach; jede echte Untergruppe von H ist eine fnr-
Gruppe ; H ist frei von maximalen Untergruppen.

Sei @ ein Faktor von H. Ist ¢ ein epimorphes Bild einer echten
Untergruppe von H, so ist ¢ eine fnt Gruppe und erst recht eine
nr-Gruppe. Ist aber ¢ kein epimorphes Bild einer echten Untergruppe
von H, so ist ¢ als epimorphes Bild der einfachen Gruppe H [entwe-
der 1 oder| H. 1st dann U eine Untergruppe von H mit U=ng UcH,
so folgt aus der Nicht-Existenz maximaler Untergruppen von H,
dass U keine maximale Untergruppe von H ist und es also eine
Untergruppe V mit Uc Vc H gibt. Da V wegen (x) eine fnt-
Gruppe ist, gibt es eine von U normalisierte, mit U nicht vergleich-
bare Untergruppe von V. Es folgt, dass ¢ = H eine nr-Gruppe ist.
Damit haben wir aber gezeigt, dass alle Faktoren von H die Eigen-
schaft nt haben, so dass also H selbst eine fntr-Gruppe ist. Damit
haben wir in Verbindung mit (+) gezeigt:

alle Hauptfaktoren H von Faktorem von @G sind fnt-Gruppen.

Wir haben (2) aus (4) hergeleitet und die I&quivalenz von (1)-(4)
bewiesen.

Wir nehmen wieder an, dass @ eine fnr-Gruppe ist und betrach-
ten einen Hauptfaktor H eines Faktors von G. Dann ist auch H
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eine fnr-Gruppe, so dass erst recht jede echte Untergruppe von H
eine fnr-Gruppe ist. Ist H eine einfache Gruppe mit maximalen
Untergruppen, so ist die fnr-Gruppe H zyklisch von Primzahlord-
nung [Lemma 1.9]; und damit haben wir (5) aus (1) abgeleitet.

‘Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit von (5) an und betrachten
einen Hauptfaktor H eines Faktors von G. Wegen Lemma 5.13 ist
H charakteristisch-einfach. Angenommen, H ist keine fnr-Gruppe.
Dann ist H gewiss nicht abelsch; und aus (5) folgt, dass

(+) jede echte Untergruppe von H eine fnr-Gruppe und

(++) H nicht gleichzeitig einfach und im Besitz maximaler Un-
tergruppen sein kann.

Wir nehmen nun an, dass H das Produkt seiner echten Normal-
teiler ist. Ist M ein maximaler Normalteiler von H, so gibt es einen
Normalteiler N von H mit N ¢ H und N ¢ M. Dann wird H = MN
wegen der Maximalitit von M, so dass

H/M = MN/M >~ N/(Mn N)

ist. Wegen (+) ist N und also auch das epimorphe Bild H/M von
N eine fnv-Gruppe. Wegen Lemma 1.9 ist eine einfache fnt-Gruppe
mit maximalen Untergruppen zyklisch von Primzahlordnung. Damit
haben wir gezeigt, dass jedes einfache epimorphe Bild von H eine
fnr-Gruppe und entweder frei von maximalen Untergruppen oder
zyklisech von Primzahlordnung ist. Wegen (+) geniigt also H der
Bedingung (4); und aus der bereits bewiesenen Aquivalenz von (1)
und (4) folgt, dass H eine fnt-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch
ergibt sich, dass H nicht das Produkt seiner echten Normalteiler ist.

Das Produkt aller echten Normalteiler von H ist also eine
von H verschiedene, charakteristische Untergruppe von H. Da H
charakteristisch-einfach ist, ergibt dies, dass dieses Produkt tri-
vial ist, woraus die Einfachheit von H folgt. Aus (+), (++) folgern
wir nun, dass die einfache Gruppe H frei von maximalen Unter-
gruppen ist und dass die echten Untergruppen von H simtlich tny-
Gruppen sind. Also geniigt H wieder der Bedingung (4), so dass
H eine tTnhr-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch ergibt sich, dass
H auf jeden Fall eine fnr-Gruppe ist; und damit haben wir (2) aus
(5) hergeleitet, die Aquivalenz von (1)-(5) bewiesen.
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FOLGERUNG 5.26: Ist € eine faktorenvererbliche gruppentheore-
tische Higenschaft, so ist dann und nur dann jede e-Gruppe eine fnr-
Gruppe, wenn jede O* ¢-Gruppe eine tnr-Gruppe ist.

Dies ergibt sich miihelos aus Satz 5.25, (A).

Wir wollen die bisherigen Resultate auf die Eigenschaft 0* a
anwenden. Hierfiir benttigen wir das folgende

LeMMA 5.27: Es sei G 5= 1 eine charakteristisch-einfache Gruppe.

(A) Dann und nur dann ist G abelsch, wenn G eine thr-Gruppe
mit artinschen epimorphen Bildern == 1 ist.

(B) Die folgenden Eigenschaften von G sind dquivalent :

(1) G ist eine elementar-abelsche Primdrgruppe.

(2) @ ist eine tnr-Gruppe, die ein einfaches epimorphes Bild
mit maximaler Untergruppe besitzat.

(3) @ ist eine tnNr-Gruppe mit noetherschem epimorphem Bilde ==1.

BEWEIS: Es sei zuniichst G eine abelsche charakteristisch-ein-
fache Gruppe. Ist erstens G radizierbar [d.h. G" = @ fiir alle posi-
tiven ganzen Zahlen =], so ist G bekanntlich ein direktes Produkt
von Gruppen des Ranges 1, die entweder vom Typ der Additions-
gruppe der rationalen Zahlen oder vom Priiferschen Typ p* sind;
vergl. Fuchs [p. 64, Theorem 19.1] — iibrigens koénnen die Torsionsfak-
toren wegen der charakteristischen Einfachheit nicht auftreten. In
diesem Falle besitzt G gewiss ein epimorphes Bild vom Typ p=,
das natiirlich artinsch und von 1 verschieden ist. Ist zweitens G
nicht radizierbar, so gibt es eine Primzahl p mit G? c G, so dass
G? =1 aus der charakteristischen Einfachheit von @ folgt. Dann
ist @G eine elementar-abelsche p-Gruppe und besitzt ein epimorphes
Bild der Ordnung p. Aus diesen Bemerkungen folgt :

(+) Ist G =1 eine charakteristisch-einfache abelsche Gruppe,
80 besitzt @ ein artinsches epimorphes Bild &=1; und G ist dann
und nur dann eine elementar abelsche Primirgruppe, wenn G ein
epimorphes Bild von Primzahlordnung besitzt.

Aus (+) folgt sofort die Notwendigkeit der ad (A) angegebenen
Bedingungen. Ist umgekehrt G eine fnt-Gruppe mit artinschem
epimorphem Bild 4 5=1, so ist A eine artinsche fnr-Gruppe, die
nach Hilfssatz 3.6 sicherlich auflosbar ist. Also ist A’c A und hieraus



Normalisatorreiche Grappen 443

folgt G’< G. Aus der charakteristischen Einfachheit von @ ergibt
sich dann G’ =1, so dass G abelsch und (A) bewiesen ist.

Ist die charakteristisch-einfache Gruppe @ Z=1 eine elementar-
abelsche Primirgruppe, so ergibt sich aus (+) die Existenz eines
epimorphen Bildes von Primzahlordnung von G. Hieraus ergibt sich
gofort, dass (B.3) — und ‘sehr viel mehr — aus (B.1) folgt. Von 1
verschiedene noethersche Gruppen besitzen natiirlich einfache epi-
morphe Bilder, die noethersch sind und also maximale Untergruppen
besitzen : (B.2) folgt aus (B.3). Gilt schliesslich (B.2), so ergibt
Lemma 1.9 die Existenz eines epimorphen Bildes B von @, das
zyklisch von Primzahlordnung p ist. Hieraus folgern wir G’ G?c G,
woraus @' G? =1 wegen der charakteristischen Einfachheit von @
folgt. Also ist G eine elementar-abelsche p-Gruppe, womit wir (B.1)
aus (B.2) abgeleitet und die Aquivalenz von (B.1)-(B.3) bewiesen
haben.

Um unser nédchstes Resultat bequem aussprechen zu konnen,
filhren wir den u. a. durch Lemma 5.27, (B.2) nahegelegten Begriff
der anndhernd mnoetherschen oder an-Gruppe ein :

Die Gruppe G ist dann und nur dann eine gn-Gruppe, wenn jeder
von 1 verschiedene Falktor von @G ein von 1 wverschiedenes einfaches
eptmorphes Bild mit maximaler Untergruppe besitzt.

Man sieht leicht ein, dass noethersche Gruppen auch an-Gruppen
sind, und dass an faktorenvererblich ist. Also ist auch [an [=lo-
kal annihernd noethersch] faktorenvererblich.

FOLGERUNG 5.28 : Eine lan-Gruppe ist dann und nur dann eine
tne-Gruppe, wenn sie eine d! a-Gruppe ist.

BEWEIS : Da abelsche Gruppen trivialerweise fint-Gruppen sind,
so folgt aus Folgerung 5.26, dass auch jede d! a-Gruppe eine fnr-
Gruppe ist. Sei umgekehrt G sowohl eine lan-Gruppe als auch eine
tnr-Gruppe. Ist E eine endlich erzeugbare Untergruppe von G, so
ist F eine an-Gruppe. Ist H ein Hauptfaktor eines Faktors von E,
80 besitzt H als Faktor ==1 von FE ein einfaches epimorphes Bild
mit maximaler Untergruppe. Weiter ist H wegen Lemma 5.13 einem
minimalen Normalteiler eines Faktors von F isomorph und also
charakteristisch-einfach. Da H als Taktor der fnr-Gruppe G selbst
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eine fnr-Gruppe ist, kénnen wir Lemma 5.27, (C) anwenden : H ist
eine elementar-abelsche Primérgruppe. Da alle Hauptfaktoren von
E damit als abelsch erwiesen sind, folgt aus Satz 5.17, dass K eine
O! a-Gruppe ist. Erinnern wir daran, dass 0! a-Gruppen W-Gruppen
im Sinne der Diskussion 5.16, A sind, so haben wir gezeigt, dass @
eine [-Gruppe ist. Aus Diskussion 5.16, (A.2) folgt, dass G eine
n-Gruppe ist; und n-Gruppen sind wegen Satz 5.17 auch d! a-Gruppen.
Also ist @ eine D! a-Gruppe.

Sa1z 5.29 : Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent :

(1) @ ist eine D* a-Gruppe.

(2) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G enthilt einen
lokal noetherschen tny-Hauptfaktor.

(3) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G enthdilt einen
tnr-Hauptfaktor mit einem von 1 verschiedenen epimorphen Bilde, das
noethersch oder artinsch ist.

(4) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G bricht nach end-
lich vielen Schritten ab und einfache Falktoren von G sind abelsch.

(5) Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G bricht nach end-
lich vielen Schritten ab und einfache Faktoren von G sind fnt-Grup-
pen mit maximalen Untergruppen.

(6) @ ist sowohl eine O* (lan)-Gruppe als auch eine tTne-Gruppe.

BEWEIS: Aus Satz 5.19 ergibt sich die Aquivalenz von Be-
dingung (1) und folgender Eigenschaft von G :

(1*) Absteigende Hauptfaktorenfolgen von G enthalten abel-
sche Gruppen.

Da abelsche Gruppen lokal noethersche fnt-Gruppen sind,
folgt (2) aus (1*). Gilt (2), so enthiilt jede absteigende Hauptfakto-
renfolge eine lokal noethersche Gruppe, also eine [an-Gruppe, so
dass @ wegen Satz 5.19 eine O* (lan)-Gruppe ist. Weiter enthilt
jede absteigende Hauptfaktorenfolge von @ eine fnr-Gruppe, so dass
G wegen Satz 5.25, (B) eine fnt-Gruppe ist. Damit haben wir (6)
aus (2) abgeleitet.

Gilt (6), so enthilt wegen Satz 5.19 jede absteigende Haupt-
faktorenfolge von @ eine lan-Gruppe, die mit G eine fnt-Gruppe
ist. Sie ist wegen Folgerung 5.28 eine ! a-Gruppe und a fortiori
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eine d* a-Gruppe. Anwendung von Satz 5.19 zeigt, dass @ eine d* q-
Gruppe ist. Damit ist die Aquivalenz von (1), (1%), (2), (6) dargetan.

Geniigt G den #quivalenten Bedingungen (1) und (1%*), so ent-
hiilt jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G eine abelsche Gruppe.
Diese ist Hauptfaktor eines Faktors von G und wegen Lemma 5.13
ist sie einem minimalen Normalteiler eines Faktors von G isomorph.
Algo ist diese abelsche Gruppe charakteristisch einfach; und An-
wendung . von Lemma 5.27 zeigt, dass sie eine fnr-Gruppe ist, die
ein von 1 verschiedenes epimorphes Bild besitzt, das artinsch oder
noethersch ist. Damit haben wir (3) aus (1*) abgeleitet.

Gilt umgekehrt (3), so enthilt jede absteigende Hauptfaktoren-
folge von G eine fnr-Gruppe H mit einem von 1 verschiedenen
epimorphen Bild, das noethersch oder artinsch ist. Wegen Lemma
5.13 sind Hauptfaktoren, wie schon hiufig bemerkt, charakteristisch-
einfach ; und Lemma 5.27 zeigt, dass H abelsch ist. Damit haben
wir (1*) aus (3) hergeleitet und die Aquivalenz von (1) und (3) dar-
getan.

Absteigende Hauptfaktorenfolgen abelscher Gruppen brechen
nach endlich vielen Schritten mit einfachen abelschen Gruppen ab
[Bemerkung 5.22]. Wir konnen also Satz 5.23 anwenden, der die
ﬁquivalenz der Bedingungen (1) und (4) in Evidenz setzt. Beden-
ken wir, dass einfache abelsche Gruppen zyklisch von Primzahlord-
nung sind, so sehen wir, dass (5) aus (4) folgt. Aus Lemma 5.27,
(B) folgt weiter, dass einfache fnr-Gruppen mit maximalen Unter-
gruppen abelsch sind. Also folgt (4) aus (5), womit die Aquivalenz
von (1), (4) und (5) dargetan ist: die Bedingungen (1)-(6) sind fqui-
valent.

BEMERKUNG 5.30 : Im Laufe des Beweises hat sich gezeigt,
dass eine Gruppe G dann und nur dann eine d* 8-Gruppe ist, wenn
(4*) absteigende Hauptfaktorenfolgen von G nach endlich vielen
Schritten abbrechen und einfache Faktoren von G zyklisch von
Primzahlordnung sind.

Ohne grosse Miihe folgert man weiter aus Satz 5.29, Folgerung
5.28, dass G dann und nur dann eine O* &-Gruppe ist, wenn
(3*) G eine fnr-Gruppe ist und jede absteigende Hauptfaktoren-
folge von @ eine artinsche oder eine noethersche Gruppe enthilt.
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BEMERKUNG 5.31: A. Wir wissen nicht, ob die Gruppenklassen
O°a, d*a, fnr simtlich verschieden sind; und ihr Verhiltnis zur
Klasse a* der Hypernilgruppen ist auch noch ungeklirt.

B. ota=0dt@p).

BEwWEIs: Wir erinnern zunichst daran, dass die Gruppe G dann
und nur dann eine aP Gruppe ist, wenn F’' c F fiir jeden Faktor
F 1 von @G gilt. Insbesondere sind also alle abelschen Gruppen
auch ap-Gruppen, so dass d! & Gruppen stets d! (ap)-Gruppen sind.
Ist weiter G eine D! (ap)-Gruppe, so ist jeder Hauptfaktor H eines
Faktors von G eine gp-Gruppe [Satz 5.17]. Also ist H’ < H. Aus
Lemma 5.13 folgert man die charakteristische Einfachheit von H.
Es folgt H’=1, so dass alle Hauptfaktoren von Faktoren von @
abelsch sind und G eine d! a-Gruppe ist [Satz 5.17]

C. Aus Satz 5.29 und Folgerung 5.28 folgert man miihelos die
Aquivalenz der folgenden Eigenschaften der noetherschen Gruppe G :

ap, ota, da, fnr.

Dagegen wissen wir nicht, ob noethersche fnr-Gruppen stets poly-
zyklisch sind. Gibe es noethersche fnr-Gruppen W, die nicht poly-
zyklisch sind, so konnte W auch keine polyzyklische Untergruppe
von endlichem Index in W besitzen. Es ist aber eines der offenen
Probleme der Theorie der noetherschen Gruppen, ob jede noether-
sche Gruppe eine polyzyklische Untergruppe von endlichem Index
besitzt.

D. Sei n eine Menge von Primzahlen und ¢, die aus 1 und
allen zyklischen Gruppen mit Primzahlordnung p aus = bestehende
Gruppenklasse. Dann ist ¢, faktorenvererblich und geniigt der Haupt-
minimalbedingung ; vergl. Spezialfall 5.22, B.

(D.1) Ist n die Menge aller Primzahlen, so ist d*e,= d*a.

BEWE1ISs: Da ¢, eine Teilklasse der Klasse & aller abelschen
Gruppen ist, ist d* ¢, eine Teilklasse von d*a. Da jede abelsche
Gruppe eine Hauptreihe mit zyklischen Faktoren von Primzahlord-
nung besitzt, ist g in d'¢e, enthalten. Also ist d*aq in
O* Ote,) = d*¢. enthalten, womit wir d*a = d* ¢, bewiesen haben.
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(D.2) Ist = weder leer noch die Menge aller Primzahlen, so ist
die Gruppe G dann und nur dann eine d)* ¢,-Gruppe, wenn @ eine
Torsionsgruppe aus d* a ist und die Ordnungen der Elemente aus
G nur durch Primzahlen aus = teilbar sind.

BEWEIS : Da jede €.-Gruppe abelsch ist, ist d* ¢, eine Teilklasse
von d*a. Ist weiter G irgendeine d* ¢,-Gruppe, so ist auch jede
zyklische Untergruppe {g} eine d* ¢,-Gruppe. Aus Satz 5.23 folgt,
dass jeder einfache Faktor von {g} eine ¢,-Gruppe und also zyklisch
von Primzahlordnung p aus s ist. Wire {g} unendlich, so erinnern
wir uns daran, dass {g} dann auch zyklische Faktorgruppen der in
s nach Voraussetzung nicht vorkommenden Primzahlordnungen besit-
zen wiirde. Es folgt, dass {g} endlich ist und die Ordnung von g nur
durch Primzahlen aus = teilbar ist: die Bedingungen sind notwendig.

Ist umgekehrt G eine d* a-Torsionsgruppe, sind die Ordnungen
von Elementen aus G nur durch Primzahlen aus = teilbar, so er-
gibt sich aus Satz 5.29:

Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von G bricht nach endlich
vielen Schritten ab und einfache Faktoren von @ sind zyklisch von
Primzahlordnung.

Natiirlich ist aber ein Faktor von &, der zyklisch von Prim-
zahlordnung ist, eine p-Gruppe mit p aus n. Anwendung von Satz
5.23 zeigt dann, dass G eine D* ¢,-Gruppe ist.

Die Wichtigkeit der damit charakterisierten Klassen d*e¢, be-
ruht auf ihrem Minimalcharakter : Ist ¢ irgendeine [faktorenvererb-
liche] gruppentheoretische Eigenschaft und = die Menge aller Prim-
zahlen, die Ordnungen von Gruppen aus O* ¢ sind, so enthilt d* ¢
die ganze Klasse D* ¢, und es ist [wegen (D.1) und (D.2)]

0*e,=0"end*a.

Sarz 5.32: Brechen absteigende Hauptfaktorenfolgen der Gruppe
G ab, 80 ist G dann und nur dann eine Tnr-Gruppe, wenn jeder ein-
fache Faktor von @, der eine maximale Untergruppe besitzt, zyklisch
von Primzahlordnung ist.

BewEIs : Ist erstens G eine fnr-Gruppe und F ein einfacher
Faktor von @ mit maximaler Untergruppe, so ist E eine nt-Gruppe
und also wegen Lemma 1.9 zyklisch von Primzahlordnung.
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Wir nehmen umgekehrt an, dass alle maximale Untergruppen
besitzenden einfachen Faktoren von @ zyklisch von Primzahlord-
nung sind. Sei nun F ein Faktor von G, dessen einfache Faktoren
simtlich fny-Gruppen sind. Jede absteigende Hauptfaktorenfolge von
F ist dann auch eine absteigende Hauptfaktorenfolge von G ; und
als solche bricht sie nach endlich vielen Schritten ab. Wie schon
bemerkt, bricht jede absteigende Hauptfaktorenfolge, wenn iiberhaupt,
in einem einfachen Gliede ab. Also enthilt jede absteigende Haupt-
faktorenfolge von F einen einfachen Faktor, der nach Voraussetzung
eine fnr-Gruppe ist: F geniigt der Bedingung (3) des Satzes 5.25,
(B) und ist also eine fnt-Gruppe. Damit haben wir gezeigt :

(1) Ist jeder einfache Faktor des Faktors F von G eine fnt-
Gruppe, 8o ist F selbst eine fnr-Gruppe.

Weiter sei EF ein einfacher Faktor von @, dessen echte Unter-
gruppen simtlich fnr-Gruppen sind. Ist B ein einfaches epimorphes
Bild von E, so ist H = B und B ist nach Voraussetzung entweder
frei von maximalen Untergruppen oder zyklisch von Primzahlordnung.
Die Gruppe E geniigt also der Bedingung (4) des Satzes 5.25, (B)
und ist folglich eine fntr-Gruppe. Damit haben wir bewiesen :

(2) Ist E ein einfacher Faktor von @, dessen echte Unter-
gruppen simtlich fnt-Gruppen sind, so ist E eine fnt-Gruppe.

Sei wieder F ein einfacher Faktor von G. Wire E keine fnt-
Gruppe, so folgte aus (2) die Existenz einer echten Untergruppe U
von H, die keine fnr-Gruppe ist; und aus (1) folgt die Existenz
eines einfachen Faktors von U, der keine fnt-Gruppe ist. Damit
haben wir gezeigt:

(3) Ist der einfache Faktor E von G keine fnr-Gruppe, so
gibt es einen einfachen Faktor E* == F von E, der keine fnt-Gruppe
ist.

Wire nun G keine fnt-Gruppe, so folgte aus (1) die Existenz
eines einfachen Faktors B, von @, der keine fnr-Gruppe ist. Wegen
(3) kann man dann eine Folge F; mit folgenden Eigenschaften
konstruieren :

Jedes F; ist einfach und kein E; ist eine fnr-Gruppe; stets
ist FEiy, ein von E; verschiedener Faktor von E;.

Nun sind einfache Gruppen Hauptfaktoren ihrer selbst. Die H;
bilden also eine nicht abbrechende, absteigende Hauptfaktorenfolge
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von @. Dies widerspricht unserer Voraussetzung; und damit haben
wir gezeigt, dass G eine fnr-Gruppe ist.

BEMERKUNG 5.33: Wir haben schon darauf hingewiesen, dass
jede a*-Gruppe eine D* a-Gruppe ist; und wir wissen nicht, ob es
O* a-Gruppen gibt, die keine @*-Gruppen sind. Aus Satz 5.29 er-
gibt sich, dass jede O* a-Gruppe die folgende Eigenschaft hat :

ae: Absteigende Hauptfaktorenfolgen brechen nach endlich vie-
len Schritten ab und einfache Faktoren mit maximaler Untergruppe
sind zyklisch von Primzahlordnung.

Wieder wissen wir nicht, ob jede ae-Gruppe auch eine d* a-
Gruppe ist. Satz 5.32 zeigt, dass jede ae¢-Gruppe eine fnr-Gruppe
ist; und wir wissen wieder nicht, ob alle fnr-Gruppen der Bedin-
gung a¢ geniigen.

FOLGERUNG 5.34: Die folgenden Eigenschaften der artinschen
Gruppe G sind dquivalent :

(1) @ ist eine tnr-Gruppe.
(2) G ist auflosbar.

(3) Hinfache Faktoren von G sind zyklisch von Primzahlord-
nung.

(4) Jeder einfache Faltor von G, der eine maximale Untergruppe
besitet, ist eine tnr-Gruppe.

BEWEIS : Ist erstens G eine fnr-Gruppe, so ergibt sich aus Mi-
nimalbedingung und Hilfssatz 3.6 die Auflosbarkeit von G. Ist zwei-
tens G auflosbar, so ist auch jeder einfache Faktor von G auflosbar,
also abelsch, also zyklisch von Primzahlordnung.

Zyklische Gruppen von Primzahlordnung sind fnt-Gruppen, so
dass auch (4) aus (3) folgt. Gilt schliesslich (4), so folgt aus der
Minimalbedingung, dass alle absteigenden Hauptfaktorenfolgen von
G abbrechen [Spezialfall 5.22, B]. Aus Lemma 1.9 folgt weiter, dass
einfache fnr-Gruppen mit maximalen Untergruppen zyklisch von
Primzahlordnung sind. Anwendung des Satzes 5.32 ergibt schliess-
lich, dass G eine fnr-Gruppe ist: die Bedingungen (1)-(4) sind dqui-
valent.



450 Reinhold Baer

LITERATURVERZEICHNIS

REINHOLD BAER

[0] Nilgruppen, Math. Zeitschr. 62, 402-437 (1955).

[1] Classes of finite groups und their properties, Illinois J. Math. 1, 115-187
(1957).

[2] Gruppen mit Minimalbedingung, Math. Ann. 150, 1-44 (1963).

[8] Aufiosbare, artinsche, noethersche Gruppen, Math. Ann. 168, 325-363 (1967).

[4] Supersoluble groups, Proc. Amer. Math. Soc. 6, 16-32 (1955).

[5] Uberaufiosbare Gruppen, Hamburger Abhandlungen 23, 11-28 (1959).

[6] Lokal noethersche Gruppen, Math. Zeitschr. 66, 341-363 (1957).

M. HaLry, Jr.
The Theory of Groups, New York, 1959.

HERMANN HEINEKEN

Eine Verallgemeinerung des Subnormalteilerbegriffs, Archiv der Mathematik
11, 244-252 (1960).

B. HUPPERT

Normalteiler und maximale Untergruppen endlicher Gruppen, Math. Zeitschr.
60, 409-434 (1954).

L. G. Kovics & B. H. NEUMANN

Baur-Soluble groups of arbitrary height, Acta Sci. Math. 26, 1-2 (1965).
A. G. Kurosn

The Theory of Groups, Second English Edition, New York (1960).
D. H. McLaIN

A characteristically-simple group, Proc. Cambridge Phil. Soc. 50, 641-642
(1954).

WILHELM SPECHT

Gruppentheorie, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1957.
S. N. TSCHERNIKOW

Uber lokal auflisbare Gruppen, die der Minimalbedingung fiir Untergruppen
geniigen, ‘Mat. Sbornik, 28, 119-129 (1951).

Manoscritto pervenuto in redaziome il 3 marzo 1967



