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VERBANDSHOMOMORPHISMEN
ENDLICHER GRUPPEN

ROLAND SOHMIDT *)

Einleitung

In ihrer Arbeit « Endomorphisms of Lattices» [6] hat A.
Hostinsky den Begriff des Homomorphismus von Gruppen auf Ver-
binde verallgemeinert und insbesondere Homomorphismen von mo-
dularen Verbinden untersucht.

In seiner Arbeit « On the lattice of subgroups of finite groups »
{11] hat M. Suzuki Verbandsisomorphismen endlicher Gruppen un-
tersucht und dabei unter anderem die folgenden Ergebnisse erhalten :

Sei o ein Verbandsisomorphismus der endlichen Gruppe G auf
die Gruppe Go. Dann gilt :

1: Ist G eine p-Gruppe, dann ist auch Go eine p-Gruppe, ausser

wenn G zyklisch oder elementarabelsch ist [11, Th. 3, 8. 352].
2 : Ist o nicht indexerhaltend, dann existiert ein Primteiler p von o (G),

so dass G eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zyklischem oder

elementarabelschem @/G, ist [10, Th. 8, S. 45].

3: Ist G perfekt bzw. auflosbar, so ist Go ebenfalls perfekt bzuw.

auflosbar [11, Th. 12, S. 359].

Ziel unserer Arbeit ist es, diese Siitze auf den Fall der Ver-
bandshomomorphismen (im Sinne der Hostinskyschen Definition) zu
verallgemeinern. Es wird sich zeigen, dass das fiir eine gewisse Klasse

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitit, Frankfurt a.
M., Germania occidentale
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von Verbandshomomorphismen von Gruppen G mdoglich ist, ndimlich
fiir die, deren Kern (8. Definition 1.2) eine quasinormale Untergruppe
von @G ist.

Um diese Verallgemeinerungen durchfiihren zu koénnen, miissen
wir zuniichst einige vorbereitende Sitze iiber Verbandshomomorphis-
men von Gruppen beweisen, die sogar fiir Homomorphismen belie-
biger Verbinde gelten. Deshalb beschiftigen wir uns in Teil I der
Arbeit allgemein mit Homomorphismen von Verbinden, und wir
beschrinken uns dabei auf endliche Verbinde, da wir uns spiter
nur fiir Verbandshomomorphismen endlicher Gruppen interessieren
werden. (In unendlichen Verbdinden gelten einige unserer Sitze
nicht, z. B. der « Homomorphiesatz » fiir Verbinde (Satz 1.1), der
den Homomorphiesatz fiir Gruppen verallgemeinert und der grund-
legend fiir alles Folgende ist.)

In Teil II der Arbeit werden dann die erwihnten Suzukischen
Sitze verallgemeinert. Wir erhalten dabei unter anderem folgende
Ergebnisse :

Sei ¢ ein Verbandshomomorphismus der endlichen Gruppe G auf
die Gruppe Go und sei der Kern K = K (¢) von o quasinormal in G.
Dann gilt :

1: (a) Ist 0 (Go)=p" und [G: K]=Ep» (p Primzahl), so ist Go
zyklisch oder elementarabelsch (Satz. 2.1, (b)).
(b) Ist [G: K]=p™ und 0(Go) &= p*, so ist Go zyklisch oder
elementarabelsch (Satz 2.2).
2: Ist o nicht indexerhaltend, dann existiert ein Primteiler p von
0 (Go), so dass Go eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zyklischem
oder elementarabelschem Go/(Go), ist (Satz 2.3).
3: Ist K, das Herz von K, so gilt:
(a) Ist G/K, perfekt, so ist auch Go perfekt. Ist Go perfekt, so
ist K, = K und G/K perfekt (Satz 2.4).
(b) Go ist dann und nur dann euflosbar, wenn G/K, auflosbar ist
(Satz 2.5).

Zum Beweis dieser Sitze werden im allgemeinen die Suzuki-
schen Sitze und Methoden benutzt.

Herrn Prof. Dr. R. Baer und Herrn Dr. O. H. Kegel bin ich
fir ihre Ratschlige und Hinweise zu grossem Dank verpflichtet.
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I. — HOMOMORPHISMEN ENDLIOCHER VERBANDE.

1.1. Bezeichnungen.

Wir betrachten nur endliche Verbinde; « Verband » bedeutet
also immer endlicher Verband.

Seien X, 1), Z Verbinde, U,V Elemente von X (kurz: U,V €X)
mit UC V und « bzw. f Abbildungen von X in 1) bzw. von ) in
Z. Dann bezeichnen wir mit

I, das Einselement von X,

0, das Nullelement von X,

[V/U] den Verband aller WeX mit Uc WeV,

af die Abbildung von X in Z, die durch Hintereinanderaus-
filhren der Abbildungen « und S entsteht.

1.2. Grundlegende Definitionen.

DEFINITION 1.1: (a) Ein Homomorphismus des Verbandes X in
den Verband )) ist eine eindeutige Abbildung o von X in ) mit:
(1) zu jedem VcI,osc]) existiert ein UeX mit Uo =V,
(2) (Uv V)o= Uos v Vo fiir alle U, VeX und

(8) ist Uo = Vo, so existieren U/, V' €X mit U'o=V'6=0,

und Do U ' =Vu V.
(b) Ein Homomorphismus ¢ heisst ausschopfend, wenn gilt:
(1’) zu jedem V€ Wo (WEK, VeD) existiert ein U € X mit

Uc W und Us= V.

Die hier gegebene Definition des Homomorphismus ist eine
leichte Abschwiichung der Definition von A. Hostinsky (fiir endliche
Verbiinde) [s. 6, S. 332). Nach der iiblichen Definition [s. 4, S. 16]
ist ein Homomorphismus des Verbandes X in den Verband )) eine
eindeutige Abbildung von X in )), die Vereinigung und Durchschnitt
erhilt. Unser Homomorphiebegriff deckt sich also zwar nicht mit
dem in der Verbandstheorie iiblichen, wohl aber mit dem in der
Gruppentheorie gebriduchlichen, und ist damit fiir Anwendnngen
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in der Gruppentheorie geeigneter: wihrend nédmlich ein Homomor-
phismus o einer Gruppe G in eine andere H im allgemeinen keinen
Homomorphismus im iiblichen Sinn des Untergruppenverbandes von
G in den von H induziert — D. G. Higman [s. 5, Th. 2.1, S. 471]
und G. Zappa [s. 12, Teor., S. 191] zeigten, dass das nur in ganz
speziellen Fillen geschieht — , induziert « immer einen Homomor-
phismus im Hostinskyschen Sinne des Untergruppenverbandes von
G in den von H, wie man leicht zeigt. Wir werden uns nur mit
Homomorphismen im Sinne unserer Definition 1.1 beschiiftigen ; es
kann also keine Verwirrung durch die gleiche Benennung der beiden
verschiedenen Begriffe entstehen.

DEFINITION 1.2: Der Kern K (o) eines Homomorphismus o des
Verbandes X in den Verband )) ist die Vereinigung aller Ue€ X
mit Uo=0,.

LEMMA 1.1: o sei ein Homomorphismus des Verbandes X in den
Verband ). Dann gilt fiir U, VeEX:

(i) UceV=—>UocCc Vo,
(i) Uo =0, <=—> U € K (0),
(iii) Uo= Vo<=—>Uv K(o6)= V v K (o)

Beweis : (i) folgt aus Def. 1.1, (2). (ii) ist triviale Folge von
Def. 1.1, (2), Def. 1.2 und Lemma 1.1, (i). (iii) folgt aus Def. 1.1,
(2) und (3) sowie Lemma 1.1, (ii).

DEFINITION 1.3: Ein Homomorphismus ¢ des Verbandes X in
den Verband }) ist ein
(a) Epimorphismus, wenn I,o = I, ist,
(b) Endomorphismus, wenn X = 1) ist,
(¢) Isomorphismus, wenn I,o = I, und K (o) = 0, ist.
Es ldsst sich leicht zeigen, dass unser Isomorphiebegriff mit
den anderen in der Verbandstheorie gebriuchlichen Isomorphiebe-
griffen [s. 4, S. 16] zusammenfillt.
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1.3. Der Homomorphiesatz.

Wir geben nun eine Verallgemeinerung der Homomorphiesitze
fiir Gruppen auf Homomorphismen von Verbéinden.

LEMMA 1.2: Sei X ein Verband und K € X.
Dann ist die Abbildung

P X3 U—=>Ugp, =Uv Ke[I/K]
ein Epimorphismus von X auf [I,/K] mit Kern K.

Beweis : Man verifiziert ohne Miihe alle in Definition 1.1 und
1.2 geforderten Eigenschaften fiir ¢, .

SATZ 1.1.: Set o e¢in Homomorphismus des Verbandes X in den
Verband 1) mit Kern K = K (o).

Dann induziert o einen Isomorphismus o von[I,/K| auf den Ver-
band [I,06/0,] durch

o (Iz/K]3U— Uos€[I;0/0,),

und es ist 6 =@ K_o, wo @, der in Lemma 1.2 definierte Epimorphis-
mus von X auf [I,/K] ist.

Beweis : Die Abbildung o ist wegen Lemma 1.1, (i) eine ein-
deutige Abbildung von [I,/K] in [I,0/0,]. Zu zeigen sind zunichst

(1), (2) und (3) von Definition 1.1 fiir 6. Ist V € I, 6, dann existiert
nach (1) von Def. 1.1 ein U, €X mit U,6=V. Fir U=U,vK
gilt dann U€[I,/K] und Uo = V, womit (1) gezeigt ist. (2) ist
trivial. Ist Us= Vo (U, V€[I,/K], dann ist Us = Vo, also
UvK=VuRK. Da Ke[I,/K] und Ko =0, ist, ist (3) fir U’ =
= V’ = K erfiillt. Damit ist o ein Homomorphismus von [I,/ K| in
[I,6/0,). Der Kern von ¢ ist K, d.h. das Nullelement von [I,/K].
Da ferner I,6 = I, das KEinselement von [I,¢/0,] ist, ist also
schliesslich ¢ nach Definition 1.3 ein Isomorphismus. Nach Lemma
1.1 ist ferner Uo = (U v K)o = U (¢ ko) fiir alle U€X. Damit ist
0=¢pK;, womit Satz 1.1 bewiesen ist.
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Fiir das Folgende bendtigen wir noch ein Lemma.

LEMMA 1.3: Seien o bzw. p Abbildungen der Verbinde X in 1)
bzw. 1) in Z. Dann gilt :
(i) Ist oo Epimorphismus und f Homomorphismus, dann ist of
Homomorphismus.
(i) Ist o ausschopfender Epimorphismus und f ausschopfender
Homomorphismus, dann ist off ausschopfender Homomorphismus.

Beweis : (i) Dass af eindeutige Abbildung von X in Z ist, ist
klar. Zu zeigen ist (1), (2), (3) von Definition 1.1 fiir «f. Ist
V € I,(af), so existiert ein U, €I, «€)) mit U, =V und dazu
ein U,eX mit Uya = U, also U, (af) = V. Damit ist (1) gezeigt.
(2) ist trivial. Seien U, VeX mit U(af)=V («f) und sei R= W(}/_‘;)=Oz

Dann ist R (xf) =0, und (Uv R)a)B8 = ((V v R)a) . Nach Lemma
1.1 folgt (UuR)a =(VuR)a (da K (f)C Ra ist) und schliesslich
Uuv R= VvuR, wonit (3) gezeigt ist. Damit ist «f ein Homomor-
phismus von X in Z.

(ii) Zu zeigen ist wegen (i) nur, dass «f ausschopfend ist. Sei
also V€ W (af) (WeX). Dann existiert, da § ausschopfend ist, ein
U, € Wa mit U;f=7V und, da « ausschopfend ist, ein U, W
mit U,a= U,, also U, («f) = V. Damit ist (ii) gezeigt.

BEMERKUNG: Die Voraussetzung « o Epimorphismus » lisst
gich nicht zu « o Homomorphismus » abschwichen. Es braucht
nicht einmal das Produkt zweier ausschopfender Endomorphismen
eines Verbandes wieder ein Endomorphismus zu sein, selbst wenn
der Verband der Untergruppenverband einer Gruppe ist. Dies zeigt
das folgende

BEISPIEL : Sei G das direkte Produkt einer elementarabelschen
Gruppe R der Ordnung 4 und einer Gruppe 8§, die isomorph zur
alternierenden Gruppe von 4 Elementen ist, und sei X der Unter-
gruppenverband von G. Sei weiter U die Untergruppe der Ordnung
4 von S und V das (direkte) Produkt von R und einer Untergruppe
der Ordnung 3 von 8. Dann ist Un V =0. Sei weiter a = ¢;0,
wobei ¢ irgendein Isomorphismus des Verbandes [G/S] auf [U/0]
ist, und B = @, v, wobei z ein Isomorphismus von [@/V] auf [W/0]
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(W eine Untergruppe der Ordnung 2 von @) ist. Dann sind « und
B ausschipfende Endomorphismen von X; wire aber «f ebenfalls
ein Endomorphismus von X, dann miisste nach Satz 1.1 [G/S] iso-
morph zu [W/0] sein, was sicher nicht der Fall ist.

1.4 Ausschipfende Homomorphismen.

SATZ 1.2: Sei o ein Homomorphismus des Verbandes X in den
Verband 1) mit Kern K = K (o).
Dann sind folgende Higenschaften dquivalent :

(1) o ist ausschopfend,
(ii) @, ist ausschipfend,
(i) (Un VYO K=(UvK)aV fir alle U,VeX mit KCV.

Beweis: Zunidchst zeigen wir, dass (ii) aus (i) folgt, nehmen
also an, dass ¢ ausschopfend ist. Sei weiter V€[Ix/K] und WeX
mit V€ We, . Dann ist Vo € Wo; da o ausschopfend ist, existiert
also ein UeX mit UC€ W und Us = Vo. Nach Lemma 1.1 ist
Upp= Vo= V; @, ist also ausschipfend.

Nun nehmen wir an, dass (ii) erfiillt, ¢, also ausschipfend ist.
Sei dann U,VeX mit K€ V. Dann ist K€ (UvK)nVC UvK;
da ¢, ausschopfend ist, existiert also ein WC U mit Wu K =
=(Uv K) o V. Danmit ist W€ Un ¥V, womit (v K)an VC(Un V)uK
folgt. Die umgekehrte Ungleichung gilt bekanntlich immer [s. 4,
S. 43]. Damit ist (iii) aus (ii) hergeleitet.

Als letztes nehmen wir an, dass (iii) gilt, und wollen zeigen,
dass o ausschopfend ist. Sei dazu Vel), WeX mit V€ Wo. Sei
U= Vo'!nW. Dann ist Uc W und nach Satz 1.1 und (iii) Uo =
=((Vo'anW)uvK)s=(WuK)n Vol)o= V. Damit ist gezeigt,
dass (i) aus (iii) folgt, womit Satz 1.2 bewiesen ist.

DEFINITION 1.4: Sei ¢ ein Homomorphismus des Verbandes X
in den Verband }) und Le€X. Dann ist o, die Beschrinkung von o

auf [L[0]:
oy - [_IJ/OX]B U— UGElD.

22
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Es braucht ¢, nicht fiir jedes L€ X ein Homomorphismus zu
sein. Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wann das der Fall
ist.

SATz 1.3: Die folgenden Eigenschaften des Homomorphismus o
des Verbandes X in den Verband 1) sind dquivalent :
(a) o, ist fiir jedes L € X ein Homomorphismus von [L/0x] in 1.
(b) o, st fiir jedes L€X ein ausschopfender Homomorphismus
von [L/0x] in 1.
(¢) Der Kern K = K (o) von o bildet mit jedem U€X ein mo-
dulares Paar von Elementen von X, d.h. es gilt:
N (UnV)uK=(UvK)aV fir alle U, VEX mit K€V
und
(i) (TvK)nL= Uv(LaK) fiir alle U, LeX mit UC L.

Beweis : Dass (a) aus (b) folgt, ist trivial.

Wir wollen nun (¢) aus (a) folgern, nehmen also an, dass oy
fiir jedes L€X ein Homomorphismus ist. Ist dann WeX, Ve
mit V € Wo, so existiert, da oy ein Homomorphismus ist, ein
Ue[W/0x] mit Uow = Uo= V. Damit ist ¢ ausschopfend, und (i)
von (c) folgt aus Satz 1.2. Nach Lemma 1.1 ist K(oz)€ L n K,
andererseits aber (L n K)oz, =0,; es ist also K (o) = L n K. Sei
nun U,LeX mit UC L. Dann ist Uuv(LnK)C(UvK)nLC
C(Uv (L~ K)) v K, nach Lemma 1.1 also (U v (L n K)) 6 =
=(UvK)nL)o und damit (U v (L n K)) o, = (Uv K)n L)oy.
Aus Lemma 1.1 und K (oz) = L n K folgt schliesslich Uv (L n K)=
= (Uv K)nL, womit auch (ii) von (c¢) aus (a) hergeleitet ist.

Wir nehmen nun an, dass (¢) gilt und wollen (b) zeigen. Sei
dazu Le€X; dann sind (1’), (2), (3) von Definition 1.1 fiir ¢z nach-
zuweisen. Wegen (i) von (¢) ist o ausschopfend (Satz 1.2). Ist also
Vel, We[L/0x] mit V& Wor, so existiert ein UeX mit U W
und Uo = Usz = V. Damit ist (1) gezeigt. (2) ist trivial. Sei
schliesslich U, V € [L/0x] mit Uoy = Vor, also Uo = Ve. Nach
Lemma 1.1 und (ii) von (c) folgt Uv(La K)= V uv(L n K), ausser-
dem (L n K)or=0,; (3) ist also fiir oy, erfiillt. Damit ist auch (b)
aus (c) gefolgert, womit Satz 1.3 bewiesen ist.

BEMERKUNG : Ist oz ein Homomorphismus, so ist K n L der
Kern von og.
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II. VERBANDSHOMOMORPHISMEN (ZWISOHEN GRUPPEN)
MIT QUASINORMALEM KERN.

2.1. Bezeichnungen, Definitionen nnd Vorbemerkungen.

Wir betrachten nur endliche Gruppen; « Gruppe» bedeutet
also immer endliche Gruppe.

Sei G eine Gruppe, U, V Untergruppen von ¢ (U, V € G¢) und
g ein Element von @ (g € G). Dann bezeichnen wir mit

0 (@) die Ordnung von @,

d (@) die Frattiniuntergruppe von G (= Durchschnitt aller
maximalen Untergruppen von @),

V(@) den Untergruppenverband von G,

[G: U] den Index von U in G,

[G/U] den Verband aller We VY (G) mit U€ WC G,
UvV die minimale Uund V enthaltende Untergruppe von @,
UnV  den (mengentheoretischen) Durchschnitt von U und V,
uv die Menge aller v mit we U, ve V,

U die Menge aller g—!ug mit u€ U.

Weiter bedeutet

U a@G: U ist normal in G,
U aG: U ist nicht normal in @,

U <a@G: U ist quasinormal in G, d.h. UW = WU fiir alle
q
wWea.

Das Herz von U (genauer G-Herz von U) ist der Durchschnitt
aller U” mit x€ @. (Es ist das Produkt aller in U enthaltenen
Normalteiler von @, also der maximale in U enthaltene Normalteiler
von @.)
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G heisst perfekt, wenn es keinen Normalteiler mit Primzahlindex
in G gibt.

G heisst p’-abgeschlossen (p Primzahl), wenn die Menge G, der
Elemente mit zu p teilerfremder Ordnung eine (charakteristische)
Untergruppe von G ist.

G ist eine P-Gruppe [s. 10, S. 11]), wenn G entweder eine ele-
mentarabelsche p-Gruppe ist oder von Elementen a,,...,a, und b
erzeugt wird mit a? = b? = 1, a; aj = aj a;, ba; b~ = a mit 77 =1 (p),
r=%£1 (p), p,q Primzahlen, p 5= q.

DEFINITION 2.1: Ein Verbandshomomorphismus (-epi- ,-endo-, -iso-
morphismus) (kurz : <Y)-Homomorphismus, ...) einer Gruppe G in eine
Gruppe H ist ein Homomorphismus (Epi-, Endo-, Isomorphismus)
des Untergruppenverbandes von G in den von H.

Sei ¢ ein Y-Homomorphismus von G in H mit Kern K.
Dann bezeichne

o den nach Satz 1.1 von ¢ in [6¢/K] induzierten Isomorphismus,

R’: Ro—! fiir RC Go,

G H: G ist verbandsisomorph zu H (d.h. ¢ ist ein Y-Iso-
morphismus).

Satz 1.3 zeigt, dass ¢ nur dann in jeder Untergruppe von @
wieder einen ¢)-Homomorphismus induziert, wenn der Kern von o
modular in G ist, d.h. mit jeder Untergruppe von G ein modulares
Paar von Untergruppen bildet. Man wird deshalb, wenn man inter-
essante Ergebnisse erhalten will, voraussetzen miissen, dass K mo-
dular in @ ist. Modulare Untergruppen einer Gruppe brauchen nicht
subnormal zu sein; da man aber iiber modulare (und nicht notwen-
dig subnormale) Untergruppen von Gruppen recht wenig weiss,
werden wir uns im folgenden auf <Y-Homomorphismen ¢ beschrin-
ken, deren Kerne modular und subnormal und somit bekanntlich
(8. etwa [3, Satz 7]) quasinormal sind. Damit ist fiir jedes L€ @
or, ein Y-Homomorphismus mit Kern K n L, also mit quasinormalem
Kern [s. 8, 8. 208]. Das wird bei unseren Induktionsbeweisen immer
wieder benutzt.

Ausserdem wird beim Beweis unserer Sitze der folgende Satz
von Ito und Szép (s. [7, S. 168]; ein #hnlicher Satz wurde von
Kegel [8, Satz 3] bewiesen) eine wichtige Rolle spielen.
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LeEMMA 2.1: (Ito, Szép) Sei K ein Quasinormalteiler der end-
lichen Gruppe G und sei K, das Herz von K. Dann gilt:

(a) K/K, ist nilpotent,

(b) G enthilt 2w jedem Primteiler p wvon [K:K,] einen K
enthaltenden Normalteiler N mit [G: N]=p.

Bemerkung : 1. Ito und Szép setzen noch voraus, dass K kein
Normalteiler von @ ist. Ist aber K< ¢, dann ist K, = K, und (a)
und (b) sind trivialerweise richtig.

2. Die Behauptung N D K in (b) fehlt in der Formulierung
des Satzes bei Ito und Szép. Sie beweisen sie aber mit. Sie zeigen :
ist p ein Primteiler von [K : K,], so existiert ein Normalteiler H/K,
von G/K,, dessen Faktorgruppe eine p-Gruppe ist, so dass (KH)/K,
echt in G/K, enthalten ist [a.a.O., S.169]. Dann existiert eine
maximale Untergruppe N von G, die K H enthiilt; N hat natiirlich
die in (b) genannten Eigenschaften.

2.2. Y-Homomorphismen auf p Gruppen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit ©))-Homomorphismen
mit quasinormalem Kern auf p-Gruppen beschiiftigen.

SATZ 2.1: Sei o ein Y-Homomorphismus der endlichen Gruppe G
auf die p-Gruppe Go der Ordnung p" und sei K (o)< G.
q

Dann gilt :
(a) K(o)a G oder [G: K (o)] = q", ¢ Primzahl.
(b) Ist[G: K (a)] &= p*, so ist Go zyklisch oder elementarabelsch.

Beweis : Wir beweisen zunichst (a)) Wir nehmen an, (a) sei
falsch. Seien dann @, ¢ unter allen Gegenbeispielen zu (a) minimal,
d. h. Go habe unter allen p-Gruppen, zu denen es ein G und ein
o gibt, so dass der Satz falsch wird, minimale Ordnung p*, und G
sei unter den zu Go gehorigen Urbildgruppen, fiir die der Satz
falsch wird, erneut minimal. Wir zeigen nun

(i) G o ist nicht zyklisch.
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Bew.: Angenommen G o wire zyklisch. Sei R die maximale

Untergruppe von Go. Dann ist R’ = Ro—! die einzige maximale
Untergruppe von @, die K = K (¢) enthilt. Wire R’ einzige maxi-
male Untergruppe von @, so folgte G =zyklisch, also K< G, was
nicht geht. Sei also S eine weitere maximale Untergruppe von @,
S8 == R'. Dann ist K& 8, also Kv = @. Damit ist Sos= Go;
wegen der Minimalitit von @ ist also K ~ S<a 8 oder [S: K n 8]=g¢" ¢
Primzahl. Im ersten Falle ist nach Satz 1.1 S/(K ~ 8){ G o, also
S/(K ~ 8) verbandsisomorph zu einer zyklischen Gruppe der Ord-
nung p", damit selbst eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢*, q
Primzahl [s. 1, (2.2), S.5]. In jedem Fall ist also [S: K n 8]=g¢" ¢
Primzahl. Da K<ql G ist ist " =[8: Kn S]= [KuS: K]=[G: K].

Das ist ein Widerspruch, womit (i) gezeigt ist.

Sei nun K, das Herz von K. Da G/K, und der von ¢ in G/K,
induzierte ¢Y-Homomorphismus ein Gegenbeispiel zur Behauptung
darstellen, folgt K, = 1 wegen der Minimalitit von G. Es ist

(i) K ¢-Gruppe, ¢ Primzahl.

Bew.: Angenommen K wire keine Gruppe mit Primzahlpotenz-
ordnung. Dann gibe es also zwei Primzahlen p, 4=p,, die o (K)
teilen. Nach dem Lemma von Ito und Szép existierten Normalteiler
N;D K von @G mit [G: N;]=p; (i =1, 2). Sei M eine weitere maxi-
male Untergruppe von G mit K € M. Dann teilt [M: M n N;]=
=[G : N;] = p; den Index von K in M (i =1, 2). Damit ist [M: K]
keine Primzahlpotenz; da G minimales Gegenbeispiel zu (a) war,
folgt also K< M. Somit ist K <«a N;(i =1, 2); nach Induktionsan-
nahme ist also [N, : K] = p}~! und [N, : K] = p}~'. Da aber KcN,aN,
ist, ist p, =p,, was nicht der Fall sein sollte. Damit ist (ii)
gezeigt.

Nach dem Lemma von Ito und Szép existiert nun ein
Normalteiler N von ¢ mit K € N und [G: N]=gq. Es ist

(ili) K<a N und [M : K] = ¢! fiir jede maximale Untergruppe

M 3= N von G mit K € M. '
Bew.: Angenommen K < N. Nach Induktionsannahme ist dann
[N: K]=1r""1, r Primzahl. Sei K, das N-Herz von K. Da ¢ die
Ordnung von K/K, teilt, existiert nach Lemma 2.1 ein Normalteiler



Verbandshomomorphismen endlicher Gruppen 343

N, von N mit [N: N,]=q und K€ N,. Damit ist r =g, also
[G: K]=g¢", was ja nicht der Fall ist. Es ist also K< N. Ist nun
M eine maximale Untergruppe von G mit K € M == N, so ist K<a M,
also nach Induktionsannahme [M: K]=g¢"!, da ¢=[M: M n N] ein
Teiler von [M: K] ist.

Wir zeigen schliesslich :

(iv) N/K ist nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung p»—2»(p >,
r Primzahl); ferner ist n =3 und ¢ =2p oder g =r.

Bew. : Nach (i) ist Go nicht zyklisch, somit n 4= 1. Wire n = 2,
gso wire K< G. Es ist also n = 3.

Daher teilt nach (iii) ¢ die Ordnung von N/K. N/K kann aber
keine g¢-Gruppe sein, da sonst [G : K] = ¢" folgen wiirde. Somit ist
N/K iiberbaupt keine Gruppe mit Primzahlpotenzordnung. Anderer-
seits ist N/K verbandsisomorph zur p-Gruppe N¢ (der Ordnung p»—1).
Dann ist No abelsche P-Gruppe [10, Th. 12, S.12] und somit [1, Th.
11.2,, 8. 23] N/K nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung p"—27r,r < p,r
Primzahl. Da ¢ ein Teiler von o(N/K) ist, ist also ¢ = r oder ¢ = p,
womit (iv) bewiesen ist.

Wir nehmen nun zunichst an: ¢ = p.

Dann sei L/K die p-Sylowuntergruppe von N/K. L/K hat dann
die Ordnung p"—2. Ferner ist nach (iii) (M n N: K] = p"»—2 fiir jede
maximale Untergruppe M von G mit K€ M= N, also Man N= L
fur alle solchen M. Damit ist L der Durchschnitt aller K enthalten-
den maximalen Untergruppen von G und somit Lo die Frattinigruppe

& (Go) von Go. Es folgt L<a G und Lo<a Go. o induziert also einen
Y-Isomorphismus von G/L auf die elementarabelsche p-Gruppe
Go/ D (Go); G/L ist also nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung pr,p>r.
N/L ist dann eine r-Sylowgruppe von G/L, die normal in G/L ist.
Das widerspricht aber der Struktur der P-Gruppe.

Es ist also ¢ =& p, somit nach (iv) ¢ =r.

Nach (iii) teilt dann ¢*—? die Ordnung von N/K ; nach (iv) ist
also n = 3. Wire nun & (Go) = 1, dann existierten minimale Unter-
gruppen U; von Go¢ mit UU; = Go. Es wire somit K in jedem U;'
maximale Untergruppe 1;.nd Quasinormalteiler, also Normalteiler
[s. 9, Th. 16, S. 438]. Damit wire schliesslich K< @, was nicht der

Fall ist. Es ist also ® (Go) = 1. Sei P = (& (Go)) o—%. Dann ist P @
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und [G@: P]=pq. Damit ist P/K ein Normalteiler vom Index p in
N/K ; einen solchen Normalteiler gibt es aber in einer nichtabelschen
Gruppe der Ordnung pg (p > ¢) nicht.

Das ist ein endgiiltiger Widerspruch, womit Satz 2.1, (a) bewie -
sen ist.

(b) ist eine einfache Folgerung aus (a). Nach (a) ist K=K (¢)<a G
oder [G:K]=q" q Primzahl. Im ersten Fall induziert o—! einen
Y-Isomorphismus von Go auf G/K, also einer p-Gruppe auf eine
Gruppe, die keine p-Gruppe ist. Nach einem Satz von Suzuki [10, Th.
12,8.12] ist Go dann zyklisch oder elementarabelsch. Im zweiten
Fall ist [G: K] = ¢* q == p, und wir konnen annehmen, dass K G
ist. Wir konnen ausserdem annehmen, dass das Herz K, von K
gleich 1 ist, da sich die weiteren Betrachtungen in G/K, abspielen.
Dann ist nach dem Lemma von Ito und Szép K und damit auch
G eine q Gruppe. Wiire Go nicht zyklisch, dann existierte ein Nor-
malteiler N von G¢ mit elementarabelscher Faktorgruppe der Ordnung
p% Da @ eine ¢-Gruppe ist, wire N'<a G. Damit induzierte ¢ einen
Y-Isomorphismus von G/N’ auf Go/N, also einer elementarabelschen
Gruppe der Ordnung ¢? auf eine elementarabelsche Gruppe der Ord-
nung p% Das ist aber fiir p 3= ¢ unmoglich. Es ist also Go zyklisch,
was zu zeigen war.

Damit ist Satz 2.1 bewiesen.

SATz 2.2: Sei o ein V-Homomorphismus der endlichen Gruppe
G auf Go mit K(o)a G und [G: K (0)] = p™
q

Dann ist Go p-Gruppe oder zyklische q-Gruppe, q Primzahl (und
damit [G/K] Kette) oder nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung pm—!gq,
p > q (und damit K<a G und G/K elementarabelsche p-Gruppe).

Beweis: Ist K = K (o)< G, so ist Satz 2.2 triviale Folge eines
Satzes von Suzuki [10, Th. 12, 8. 12]. Sei also K 9 G. Wir nehmen
an, dass die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind und G¢ keine
p-Gruppe ist. Wir konnen ausserdem wieder annehmen, dass das Herz
K, von K gleich 1 ist. Dann ist, da [G : K] = p* ist, K, also auch @,
eine p-Gruppe (nach dem Lemma von Ito und Szép). Dann ist V(@)
ein nach unten semimodularer Verband, dessen Intervalle alle irre-
duzibel sind [10, Prop. 1.5, 8. 12]. Das gleiche gilt fiir [G/K] und
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damit auch, nach Satz 1.1, fiir <Y (Go). Nach Suzuki [10, Prop. 1.5.,
S.12] ist dann entweder

(i) Go ¢-Gruppe (¢ Primzahl), oder es gilt

(ii) Go besitzt einen Normalteiler N mit N abelsche g-Gruppe,
Go/N zyklisch der Ordnung r (g, r Primzahlen), und es existiert ein
b€ @ mit bab—! = a*, a € N, wobei s unabhingig von a und s=£1,
s =1 (q) ist.

Im Fall (i) ist Go zyklisch nach Satz 2.1, (b). Dann ist [G/K]
natiirlich eine Kette.

Im Fall (ii) wollen wir zeigen, dass N elementarabelsch ist.
Angenommen N enthielte Elemente der Ordnung ¢?. Sei dann N,
eine zyklische Untergruppe von N der Ordnung ¢? sei R eine »-Sy-
lowgruppe von Go¢ und sei M = N, R. Dann ist o (M)=¢®*r und
N,«a M. Weiter enthiilt M genau ¢* Untergruppen der Ordnung r,
insgesamt also ¢®> 4- 1 minimale Untergruppen. Damit wird M
Vereinigung minimaler Untergruppen, woraus K< M’ folgt. o
induziert also einen ¢)-Isomorphismus der p-Gruppe M’/K auf
M. Es folgt p=gq, und, da ¢ > 2 ist, ist die Anzahl der mini-
malen Untergruppen von M’/K nach einem Satz von Kulakoff
[s.13,8.153]=p + 1 (p?), andererseits, wie eben gezeigt, gleich
p? + 1. Das ist aber unmdoglich. Damit ist N elementarabelsch und
daher Go Vereinigung minimaler Untergruppen. Es folgt K< G,
im Widerspruch zur Annahme K q G. Der Fall (ii) kann also nicht
auftreten, womit Satz 2.2 bewiesen ist.

2.3. Singuliire Y-Homomorphismen.

DEFINITION 2.2: Sei o ein “Y-Homomorphismus der Gruppe G
in die Gruppe H mit Kern K.
(a) o heisst indexerhaltend, wenn fiir alle U € VY (G) mit
KcUcG@Ggilt: [G: Ul=[Go: Ugl.
(b) o heisst singulidr, wenn o nicht indexerhaltend ist.

LEMMA 2.2: Sei o ein V-Homomorphismus der Gruppe G auf
die Gruppe Go, sei K (o)< G und sei [S;—l: K (0)] = 0 (8) fiir jede
Sylowgruppe S von G o. !

Dann ist o indexerhaltend.
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Beweis : Die Voraussetzungen vererben sich auf Untergruppen
U von G mit K(6)=Kc U und die darin induzierten “)-Homo-
morphismen o¢,. Wir machen Induktion und haben daher nur zu
zeigen, dass [G: K| =0(Go) ist. Sei also p irgendeine Primzahl
und sei p” bzw. p™ die maximale p-Potenz, die 0 (G o) bzw. [G : K]
teilt. Sei T eine p-Sylowgruppe von @. Da K<ql G ist, ist [Tv K: K |=
=|[T:T K] eine p-Potenz, andererseits p kein Teiler von [G:T v K],
also [T v K: K]=p™. Ferner ist (I'v K)o eine p-Gruppe, da eine
¢-Untergruppe von (7’v K)o in einer ¢-Sylowgruppe @ von Go
enthalten wiire, fiir die die Bedingung [Q’: K] = 0(Q) sicher ver-
letzt wire. 1st also § eine p-Sylowgruppe von Go, die (Tv K)o
enthilt, dann ist T7v K € 8’. Da aber [8: K] eine p-Potenz ist,
ist schliesslich 7v K = 8/, also p" = p™. Damit ist Lemma 2.2
gezeigt.

DEFINITION 2.3: Sei o ein ¢Y-Homomorphismus der Gruppe G

in die Gruppe H und p eine Primzahl. Dann heisst

(a) o singulidr an der Stelle p, wenn es eine p-Sylowgruppe
8 von Go mit [So—!: K(0)]==0(S) gibt,

(b) o singulidr von 1. Art an der Stelle p, wenn o singulir an
der Stelle p ist und es keine P-Gruppe T € Go gibt, die eine p-
Sylowgruppe S von G o als echten Normalteiler enthilt,

(c) o singuldr von 2. Art an der Stelle p, wenn ¢ singulir an
der Stelle p, die Singularitit aber nicht von 1. Art ist.

Lemma 2.2 besagt also, dass es, wenn o ein singulirer )-Ho-
momorphismus mit quasinormalem Kern ist, eine Primzahl p gibt,
so dass o singuldr an der Stelle p ist. Es gilt aber sogar :

LEMMA 2.3: Sei o ein singuldrer <V)-Homomorphismus der Gruppe
G auf Go mit quasinormalem Kern K = K (o).

Dann existiert eine Primzahl p, so dass o singulir von 1. Art
an der Stelle p ist.

Beweis : [s. 10, S. 43] Angenommen, das Lemma wiire falsch.
Sei dann ¢ ein “Y-Homomorphismus von G auf Go, der nicht in-
dexerhaltend ist, dessen Singularititen aber alle von 2. Art sind.
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Nach Lemma 2.2 ist [8: K]==0(8) fiir eine ¢-Sylowgruppe 8 von
Go, o also singulir an der Stelle ¢. Da o nur Singularititen 2.
Art hat, existiert eine P-Gruppe T € G o, in der S ein echter Nor-
malteiler ist. Die Ordnung von 7 ist dann gleich ¢"r, » <gq, r
Primzahl. Da 7 Vereinigung minimaler Untergruppen ist, ist K<a 1",
also 7”/K eine P-Gruppe der Ordnung q¢"t+! oder ¢"s, s << gq. Da
aber ¢ singulir an der Stelle ¢ ist, ist 1”"/K keine g¢-Gruppe, also
0(T"/K)=q"s. Sei @ die Untergruppe von @G o, fiir die Q’/K die
¢-Sylowuntergruppe von 7"/K ist. Dann ist @ keine ¢-Gruppe, ent-
hilt also eine Untergruppe R der Ordnung ». R ist in einer #-
Sylowgruppe U von G o enthalten. Da o (R’/K)=q==r ist, ist o
singuldr an der Stelle r. Nach Voraussetzung ist die Singularitit
von 2. Art. Damit ist U in einer P-Gruppe V € Go als echter
Normalteiler enthalten, womit » der grossere Primteiler von o0 (V)
ist. Weiter ist wie oben K «q V’ und V’/K P-Gruppe der Ordnung
r™t, r >, t Primzahl. Da aber Rc Uc V ist, ist ¢ =[R’: K]
ein Teiler der Ordnung von V’/K; es ist also ¢ =1t. Wir haben
somit r << ¢ und r>gq, was offensichtlich ein Widerspruch ist.
Damit ist Lemma 2.3 bewiesen.

LEMMA 2.4: Set o ein V-Homomorphismus mit quasinormalem
Kern K = K (o) der Gruppe G auf Go, der singulir von 1. Art an
der Stelle p ist (p Primzahl).

Dann ist Go p’-abgeschlossen.

Beweis : Wir nehmen an, das Lemma sei falsch. Sei dann @G,o
ein minimales Gegenbeispiel, d. h. das Lemma fiir alle Gruppen H
mit 0 (H) < 0(G) und deren “Y-Homomorphismen richtig.

Wire K<« @, so induzierte ¢ einen <)-Isomorphismus von G/K
auf Go, der singulidr von 1. Art an der Stelle p wire. Nach einem
Satz von Suzuki [10, Prop. 2.8., S.43] wire dann Go p’-abgeschlos-
sen. (Die Suzukische Definition von « singulir an der Stelle p »
fiir <Y-Isomorphismen stimmt mit unserer nicht genau iiberein.
Wenn ein )-Isomorphismus z von G, auf @, (nach unserer Defi-
nition) singuldr an der Stelle p ist, so ist nach Suzukischer Defi-
nition r—! singuldr an der Stelle p. Damit ergibt der oben erwihnte
Satz von Suzuki hier wirklich, dass G ¢ und nicht G/K p’-abgeschlos-
sen ist.) Da G aber ein Gegenbeispiel ist, ist das unmdoglich.
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Damit ist K9 @¢. Sei K, das Herz von K. Da G/K, und der
von ¢ in G/K, induzierte ¢))-Homomorphismus ein Gegenbeispiel
zu unserem Lemma darstellen, folgt K, = 1 wegen der Minimalitit
von @.

Sei nun § eine p-Sylowgruppe von Go (0 (S) = p”). Dann gilt:

(i) S<a Ga, S zyklisch oder elementarabelsch und Go/S zyk-
lisch der Ordnung q™, ¢ Primzahl.

Bew.: Da ¢ singuldr an der Stelle p ist, existiert eine p-Sy-
lowgruppe 8, von G¢ mit [8;: K]==0(8;). Nach Satz 2.1, (b) ist
dann 8, zyklisch oder elementarabelsch. Wire der Normalisator H
von 8, in Go eine echte Untergruppe von Go, dann wire H nach
Induktion p’-abgeschlossen und, da S, <« H ist, wire H=_8, < Hy.
Da 8§, abelsch ist, lige also S, im Zentrum seines Normalisators.
Nach einem Satz von Burnside [2, Th. 2, 8. 327] wiire dann aber
G o p’-abgeschlossen, was ja nicht der Fall sein sollte. Es ist also
H= Go, d. h. §= 8, Go. Wire nun Go¢/S nicht zyklisch von
Primzahlpotenzordnung, so enthielte G'c mindestens 2 maximale
Untergruppen U,, U,, die 8 enthalten. Nach Induktionsannahme
wiren beide p’-abgeschlossen. Damit lige S im Zentrum jeder dieser
beiden Gruppen und daher im Zentrum von Go. Somit wire Go
aber erneut (nach dem Satz von Burnside) p’-abgeschlossen, was
nicht geht. Damit ist (i) bewiesen.

Sei nun @, eine ¢-Sylowgruppe von Go¢. Dann ist @, zyklisch
und @, <@ Go (da G Gegenbeispiel). Sei ¢) die maximale Untergruppe
von ¢,. Dann ist SQ c Go und nach Induktionsannahme also
Q< 8@, somit §¢Q = § >< Q. Ferner ist Q< ¢,, also Q< Go. Damit
ist @ der Durchschnitt aller ¢-Sylowgruppen von Go.

Wir unterscheiden nun 2 Fille:

1. Fall: 8 ist zyklisch.

Sei dann 8§, die maximale Untergruppe von 8. Es gilt:

(ii) P(Go)=28, < @, Go/P (Go) ist nichtabelsche P-Gruppe
der Ordnung pq, p > q; ferner ist G o die Vereinigung ihrer ¢-Sy-
lowgruppen.

Bew. : Da () einzige maximale Untergruppe jeder ¢-Sylowgruppe
von G o ist, ist ¢ in jeder maximalen Untergruppe von Go enthalten.

e
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Das gleiche gilt fiir §,. Damit ist ®(G6)D S, < Q. Da [Go: 8, < Q]=
=pq ist, ist also @ (Go)= 8, < @ und G o/P (Go) nichtabelsche
P-Gruppe der Ordnung pq. Da SQ/P (Go)a Go/D (Gos) vom Index
q ist, ist p > q. Es existiert somit kein Normalteiler vom Index p
in Go; die Vereinigung der ¢-Sylowgruppen von G o ist also gleich
G 6. Damit ist (ii) gezeigt.

Da K g G ist, existiert nach Lemma 2.1 ein Normalteiler N
von G mit [G : N] =+ (r Primzahl) und K € N. Sei P = (P (G o)) ol
Bs gilt:

(iif) K ist »-Gruppe, P9 G und G/P nichtabelsche P-Gruppe
der Ordnung pr,p > r.

Bew.: Da Go/P (Go) eine P-Gruppe ist, existieren ausser N
noch zwei weitere maximale Untergruppen U, ,U, von @ mit U; D K.
Dann ist Nn U;= P (i =1, 2), also Pq @G. ¢ induziert somit einen
Y-Isomorphismus von G/P auf die nichtabelsche P-Gruppe G o/ D (Go)
der Ordnung pg,p > ¢q. Damit ist ¢/P entweder elementarabelsch
der Ordnung p® oder nichtabelsch der Ordnung pp, ,p > p,. Das
erste ist unmoglich; denn nach Satz 2.1, (a) ist [8": K] =s",s
Primzahl (oder K<« §8’; dann ist aber auch [§’: K]=s", da S
zyklisch ist) und, da o singulir an der Stelle p ist, ist s 3= p. Es
folgte somit 8’ € P, also S € @ (G o), was sicher nicht der Fall ist.
Es ist also 0 (G/P)=pp,,p > p,. Da N/P Normalteiler vom Index
r in @/P ist, ist schliesslich p, = r. Ferner ist, da G/P nichtabelsch
ist, N die einzige K enthaltende maximale Untergruppe von @, die
normal in G ist. Nach dem Lemma von Ito und Szép ist also K
eine r-Gruppe. Damit ist (iii) bewiesen.

(iv) @’ G.

Bew.: Sei U irgendeine ¢-Sylowgruppe von Go. Dann ist, wie
gezeigt wurde, ) maximale Untergruppe von U. Wir zeigen, dass
@’ < U’ ist. Dann folgt @'« G, da Go nach (ii) Vereinigung ihrer
¢-Sylowgruppen ist. Ist K<« U’, so ist U’/K zyklische ¢-Gruppe
(¢ Primzahl), also @'« U’. Ist Ka U’ so folgt aus Satz 2.1, (a)
und Lemma 2.1 [U’: K]=1™, also U’ r-Gruppe. Dann ist aber
ebenfalls @'« U’. Damit ist (iv) gezeigt.
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s induziert also einen <Y-Isomorphismus o von &/’ auf G o/Q,
der singulidr an der Stelle p ist. Wire die Singularitit von 1. Art,
so folgte [10, Prop. 2.8, S. 43], dass Go¢/Q und damit auch Go
p’-abgeschlossen wire. Die Singularitit ist also von 2. Art, d. h.
Go/Q P-Gruppe. Damit ist SQ/Q elementarabelsch, ausserdem zyk-
lisch, hat also die Ordnung p. Es folgt §; =1 und somit nach (ii)
D (Go)=¢@, d.h. @’ = P. Ferner ist @’ 7= K und damit, wegen
(iii) und Satz 2.1, [U’: K]= ™ fiir jede ¢-Sylowgruppe U von Go.
Da nach (iii) [N: P]=p == r ist, ist also U’ 3= N fiir jedes solche
U und folglich N = (8¢)". Damit ist [§’: K]=[N: ¢']=p, was
ein Widerspruch ist, da ¢ singulir an der Stelle p sein sollte.
Fall 1 kann also nicht auftreten.

2. Fall: 8 ist elementarabelsch, aber nicht zyklisch.
Wir zeigen auch hier zunichst:

(v) K ist r-Gruppe, r Primzahl.

Bew.: Angenommen, das wiire nicht so. Dann teilten Primzahlen
Py yeeey Ps (§=2) die Ordnung von K. Nach dem Lemma von Ito
und Szép ist K nilpotent, also p;-abgeschlossen fiir jedes p;. Es
ist ferner K« 8’, da 8 Vereinigung minimaler Untergruppen ist.
Sei U eine ¢-Sylowgruppe von Go¢. Dann ist K q U’, nach Satz
2.1, (a) also [U’: K]|=1t™,t Primzahl. Sei D das U’-Herz von K.
Dann ist nach dem Lemma von Ito und Szép K/D t-Gruppe, also
t = p; fiir ein <. Sei D, = K,,;. Dann ist D, charakteristische Un-
tergruppe von K und, da K < 8§’ ist, ist D, 9 8”. Ferner ist D, €D
und somit D, =Dp:_, also D, charakteristisch in D. Da D<q U’
ist, ist also D, <« U’ und somit schliesslich D,«q G. Da s =2 war,
ist D, &=1. Das ist ein Widerspruch, da K keinen Normalteiler
==1 von G enthiilt.

(vi) Es ist K<« 8/, 8’/K nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung
p—1s, s <p,[U’: K]= rm fiir jede ¢-Sylowgruppe U von Go und
pErs

Bew : Da § Vereinigung minimaler Untergruppen ist, ist K< §’
und damit 8’/K nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung p"*—!s, s <p,
da o singulir an der Stelle p ist. Sei U eine ¢-Sylowgruppe von
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Go.Da K< U’ ist, ist nach Satz 2.1, (a) und Lemma 2.1[U”: K]=1r™.
Ausserdem folgt 0 (U) = ¢? also 0(Q)=gq. Sei nun W die Unter-
gruppe der Ordnung ¢ von ¢. Dann ist SUW = 8 x W, ferner
(0(8), 0 (W)) =1. Nach einem Satz von Suzuki [10, Th. 4, 8. 5] ist
dann Y (S v W)= VY (8) x Y(W). Ferner ist K< W’ (da maximal
in W’), also K <a (Su W)’. Damit induziert o1 einen Y-Tsomorphismus
von S uW auf (S uW)’/K. Es folgt also V(8 v W)/K)= VY (§/K) <
XY (W’/K). Nach Suzuki [10, Th. 4, 8. 5] ist dann (Sv W)'/K =
= (8"/K) < (W’/K) und (0 (8’/K),0(W’/K)) =1, also (p"~ls,r)=1.
Da n=>=2 ist, folgt p =+ r s, womit (vi) vollstindig bewiesen
ist.
(vii) @"<a G.

Bew : Wir wollen zeigen, dass ¢’ der Durchschnitt der r-Sylow-
gruppen von @ ist. Dann folgt natiirlich @’< G. Sei also R eine
r-Sylowgruppe von G. Dann ist, da K »-Gruppe und Quasi-
normalteiler von G ist, KR wieder eine r-Gruppe, damit KR = R,
d.h. K R. Es folgt also K€ Rn 8’; da aber (nach (vi))  kein
Teiler von [§’: K] ist, ist K =R » §’. Dann ist Ro n § =1 die
p-Sylowgruppe von R; also Ro g¢-Gruppe. Sei U eine ¢-Sylowgruppe
von Go, die Rs enthilt. Dann ist R € U’; da aber nach (vi) U’
eine r-Gruppe ist, ist R = U’. Ist andererseits V eine beliebige
q-Sylowgruppe von Go, 8o ist V’ (nach (vi)) eine r-Sylowgruppe von
@G. Der Durchschnitt der r-Sylowgruppen von G ist also gleich ¢’,
da der Durchschnitt der ¢-Sylowgruppen von Go gleich ¢ ist.

Wie im ersten Fall induziert ¢ nun einen C©V-Isomorphismus
von G/Q’ auf Go/Q, der singulir von 2. Art an der Stelle p ist.
Es ist also Go/Q und damit auch G/Q’ eine P-Gruppe. Nach (vi)
teilen aber p, r und s die Ordnung von G/Q’, und es ist p=r3=s=p
(ebenfalls nach (vi)). Damit hitte die Ordnung der P-Gruppe G/¢)’
drei verschiedene Primteiler, was sicher unmoglich ist.

Dieser Widerspruch zeigt, dass auch der 2. Fall nicht auftreten
kann, also § weder zyklisch noch elementarabelsch sein kann. Das
ist aber ein Widerspruch zu (i), womit das Lemma bewiesen ist.

Es folgt nun sofort :

SATz 2.3: Sei o ein Y-Homomorphismus der endlichen Gruppe
G auf Go mit quasinormalem Kern K (o).
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Ist o nicht indexerhaltend, dann existiert ein Primteiler p won
0 (Go), so dass Go eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zyklischem oder
elementarabelschem Go/(Go)y ist.

Bewets : Sei o singulirer <)-Homomorphismus von G auf Go mit
quasinormalem Kern K (6). Dann gibt es nach Lemma 2.3 eine
Primzahl p, so dass ¢ singulir von 1. Art an der Stelle p ist. Nach
Lemma 2.4 ist dann Go p’-abgeschlossen. Nach Satz 2.1, (d) sind
ferner die p-Sylowgruppen von Go zyklisch oder elementarabelsch.
Damit ist schliesslich auch Go/(Go), zyklisch oder elementarabelsch,
womit Satz 2.3 bewiesen ist.

2.4. V-Homomorphismen perfekter und auflésbarer Gruppen.

Wir bendtigen zuniichst zwei Lemmata, die etwas iiber die
Bilder maximaler Normalteiler bei ¢)-Homomorphismen mit quasi-
normalem Kern aussagen.

LEMMA 2.5: Sei o ein V-Homomorphismus mit quasinormalem
Kern I der Gruppe G auf Go, sei R<a Go mit [Go: Rl=p (p Prim-
zahl) und sei Ro—1 4 G.

Dann existiert ein Normalteiler D von Go mit

(1) DER, (2) Do '<a G, (3) G/Do?
nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung qr, q, v Primzahlen.

Beweis : Wir nehmen an, das Lemma wire falsch. Sei dann
G, o minimales Gegenbeispiel, d.h. das Lemma fiir alle Gruppen
H mit 0(H) < 0(G) und deren Y Homomorphismen richtig. Dann
gilt :
(i) K< G.

Bew.: Wire K< @, so wiirde o~ einen ) Isomorphismus von
Go auf G/K induzieren. Nach einem Satz von Suzuki [11, Lemma
9, S. 358] existierte ein Normalteiler D, von Go¢ mit D, CR,
Di<a G, G/D; P-Gruppe. Dann ist R/D,<« Go/D, vom Index p,
also ist [Go:D,J=4¢q"p (¢>>p oder g=p) und E/D, elementar-
abelsche ¢-Gruppe. Da R’ 4 G ist, ist R’/D; eine P-Gruppe der
Ordnung ¢*'», r Primzahl, » <{q. Sei D die Untergruppe von Go,
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fir die D’/D; die ¢-Sylowgruppe von R’/D; ist. Dann hat D alle
im Lemma geforderten Eigenschaften. Da G ein Gegenbeispiel ist,
ist das unmaoglich; (i) ist also gezeigt.

Nach Lemma 2.1 existiert nun ein Normalteiler N von G mit
KCc N und [G: N|=r,r Primzahl. Da R’ a @ ist, ist N = R’.
Weiter ist

(iiy Non R <@ N.

Bew: Wiire Nn R’<a N, so wire NanR' < G.Sei D= (NnR’)o.
Dann ist D<a No mit [No: D]=p, also [N: D'|]=g¢, q Primzahl.
Da R’ a @G ist, ist also G/D’ nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung
qr. Daher ist D Durchschnitt von R und mindestens 2 weiteren
maximalen Untergruppen von Go, also D< Go. Damit hat D alle
im Lemma geforderten Eigenschaften, was nicht moglich ist; (ii)
ist also gezeigt.

Da R<a Go ist, ist Rn No<a No vom Index p; nach (ii) gilt
ausserdem (R n No) ;;1 = R’ a N 9 N.Da G minimales Gegenbeispiel
ist, existiert somit ein Normalteiler D, von No mit D, € R n No,
Di_o;1=D’1<| N und N/D; nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung
st (s, t Primzahlen ; sei etwa s >>t). Wir zeigen nun.

(iii) D, <9 Go und D;< G; ferner gilt r <t <s.

Bew.: Da R’ maximal und nicht normal in G ist, ist R’ sein
eigener Normalisator. Es existiert also ein « € N mit R’®* = SZ=R’.
Da Dj< N ist, ist DY =D}, also D, c S und damit D} R’ n 8.

Wire nun R’ n S E N, so wire R"an 8§ =R’ nN = Nn S, Dann
hiitte aber D = (R’ n S) ¢ alle im Lemma geforderten Eigenschaften,
was nicht geht.

Es ist also R"n SE N und damit D;=Nn (R 'a8)a B as.
Da ausserdem Dj< N ist, ist schliesslich D;< G.

Da Nna R’ < N (nach (ii)) ist, ist [N n R’: Di] der kleinere
Primteiler von [N : Dj), also gleich t. Damit ist [G: R’] =s. Wire
R’/D{ (und damit auch S/D)) abelsch, dann hiitte D = R~ So die
im Lemma geforderten Eigenschaften.-Es ist also R’/D; nichtabelsche
Gruppe der Ordnung »¢ und damit »r <t, da N~ R’ R’ vom
Index r ist.

23
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Ist M/D; eine maximale Untergruppe von @G/D;, die von
R’/D{ und N/D;j verschieden ist, dann ist (M n R’)/D; maximal in
M/D; (und damit auch in R’/D;), da R< Go¢ und [Go: R] =p ist.
Ferner ist M a R’ 3= N R’; denn sonst hiitte D = (Nn R’)o alle
im Lemma geforderten Eigenschaften, was nicht geht. R’/D; besitzt
t von (Nn R’)/D; verschiedene maximale Untergruppen und s
Konjugierte. Da 2 <<r <t <s ist, ist ¢ << s — 1; somit existieren
zwei Konjugierte von R’, die sich mit R’ in derselben Gruppe T
schneiden. T/D; ist r.Sylowgruppe von G/D;. Es liegt also jede
r-Sylowgruppe von G/D; in mindestens 3 maximalen Untergruppen
von G/D;. Seien T,/D;, T,/D; zwei in R’/D; liegende r-Sylowgrup-
pen von G/Dj. Dann ist T,nT,=D;, Tic aGo(i= 1,2) und
damit auch D, = T, o n T, 0 Go, womit (iii) gezeigt ist.

07! induziert nun in Go/D, einen )-Isomorphismus, der E/D,
auf die nicht normale Untergruppe R’/D; von G/D; abbildet. Damit
existiert [11, Lemma 9, S. 358] ein Normalteiler D/D, von Go/D,
mit DER, D’'/DiaG/D; und Go¢/D P-Gruppe. Dann ist auch
G/D’ P-Gruppe und, da » <t < s ist (nach (iii)), ist D> D,. D
hat also alle im Lemma geforderten Eigenschaften, was ein endgiil-
tiger Widerspruch ist. Damit ist Lemma 2.5 bewiesen.

LEMMA 2.6: Sei o ein indexerhaltender V-Homomorphismus mit
quasinormalem Kern K der Gruppe G auf Go.
Dann gilt :
(a) Ist N ein maximaler Normalteiler von @, so ist No< Go.
(b) Ist R ein maximaler Normalteiler von Go, so ist Ro—1< G-

Beweis : (a) [s. 10, Prop. 2.6., S. 42].
Wir zeigen zunichst :

(i) Ist Na G und [G: N]=2p (p Primzahl), so ist No< Go.
Bew.: Wir nehmen an, (i) wire falsch. Sei dann G ein mini-
males Gegenbeispiel zu (i), d.h. (i) fiir alle Untergruppen von @
und deren )Y-Homomorphismen richtig.
Wire K& N, so wire KuN=@, also No=(NvK)o= Go
und damit No<« Go, was nicht sein kann. Es ist also K € N.
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Da No a Go ist, existiert ein § € G mit §D K, so dass So in
Go zu No konjugiert ist. Da o indexerhaltend ist, ist [Go: So]=
= [Go: No]=2p. Sei D= N ~ 8. Dann ist D« §,[S: D]=p und
o, indexerhaltend; da @ ein minimales Gegenbeispiel ist, folgt Do« So.
Da No von So nicht normalisiert wird, existiert ein s € So¢ mit
(No)* = M == No. Da s€ 8o ist, ist auch M 5= S¢ und D¢ € M. Da
aber [Go:Do] = p? ist, ist also Do = NonSo=NonM und
D=NnS=NnM.Danitist Dg M’,[M’: D] = p und oy index.
erhaltend ; nach Induktionsannahme folgt also auch Do<« M, somit
schliesslich Do« Go. Da [Go: Do) = p? ist, ist Go/Do abelsch. Das
kann aber nicht sein, da No2D Do und No<q Go ist. Damit ist (i) gezeigt.

Sei nun N maximaler Normalteiler von G mit nichtabelscher
(einfacher) Faktorgruppe. Dann existieren U;C @G, so dass N eine
maximale Untergruppe in jedem U; ist, mit 9U ;= @. Da o, index-
erhaltend ist, ist nach (i) Noa U; Ou; = U;o fiir alle i, also No<«a Go.
Damit ist (a) gezeigt.

(b) Ist R von Primzahlindex in Go, so existiert, falls B’ q G
ist, nach Lemma 2.5 ein Normalteiler D von Go mit DC R, D'« G
und G/D’ nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung ¢r, ¢, » Primzahlen.
Da R’ q G ist, ist [R’: D] =1, wenn r < q ist. Da G/D’ P-Gruppe
ist, ist auch Go/D P-Gruppe und, da R« Qo ist, ist [R: D]=q F
= [R’: D’], woraus natiirlich folgt, dass o singuldr ist. Das ist aber
ein Widerspruch, da ¢ indexerhaltend ist. Es ist also R’<« @, falls
R von Primzahlindex in Go ist.

Ist R nicht maximale Untergruppe von Gg¢, so existieren wie
unter (a) minimale Untergruppen V;/E von Go¢/R, deren Vereinigung
Go/R ist. Dann folgt R’< V| fiir alle i, also R’<« G. Damit ist
Lemma 2.6 bewiesen.

Wir kénnen nun die in der Einleitung angekiindigten Sitze
iiber ¢Y-Homomorphismen von perfekten und von auflésbaren Gruppen
beweisen.

SATZ 2.4 : Sei o ein VY-Homomorphismus mit quasinormalem Kern
K der endlichen Gruppe G auf Go und sei K, das Herz von K. Dann
gilt :
(a) Ist G/K, perfekt, so ist auch Go perfekt.
(b) Ist Go perfekt, so ist K, = K und G/K perfekt.
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Beweis : (a) Da @/K, perfekt ist, ist K< @ (nach dem Lemma
von Ito und Szép oder nach [8, Satz 3]). o induziert also einen
Y-Isomorphismus der perfekten Gruppe G/K auf Go. Nach einem
Satz von Suzuki [10, Th. 9, S. 46] ist dann Go perfekt.

(b) Ist Go perfekt, so enthilt Go keinen Normalteiler mit
abelscher Faktorgruppe; nach Satz 2.3 ist ¢ also indexerhaltend.
Existierte ein Normalteiler N D K von G mit Primzahlindex p, dann
wiire, da o indexerhaltend ist, No 9 Go (Lemma 2.6) und [Go: No]=p.
Das ist aber unmoglich, da Go perfekt ist. Es existiert also kein
Normalteiler N D K mit Primzahlindex in G; es ist also K<a G
(nach dem Lemma von Ito und Szép) und ausserdem G/K perfekt.

SATz 2.5: Sei 6 ein V-Homomorphismus mit quasinormalem Kern
K der endlichen Gruppe G auf Go und sei K, das Herz von K. Dann
gilt: Go ist dann und nur dann auflosbar, wenn G/K, auflosbar ist.

Beweis : (a) Wir zeigen zuniichst, dass Go¢ auflosbar ist, falls
G/K, auflosbar ist, und machen dazu Induktion. Sei also die Behaup-
tung fiir Gruppen kleinerer Ordnung als 0 (@) und deren ¢)V-Ho-
momorphismen richtig und sei G/K, auflosbar. Nach Satz 2.4, (b)
ist Go nicht perfekt. Es existiert also ein Normalteiler B von
Primzahlindex in Go. Dann ist R’ c G, und wenn K, das R’-Herz
von K ist, so ist K, D K,, also R’/K, auflosbar. Nach Induktions-
annahme ist also R’ogpr = R auflosbar. Da auch Go/E auflosbar
ist, ist somit G'o auflosbar und der erste Teil unseres Satzes bewiesen.

(b) Wir zeigen nun, ebenfalls mit Induktion, dass @G/K, auflos-
bar ist, falls G¢ auflosbar ist. Sei die Behauptung fiir Gruppen
kleinerer Ordnung als o (G) und deren Y-Homomorphismen richtig
und sei Go auflosbar. Ist K<« @, so ist G/K nach einem Satz von
Suzuki [10, Th. 10, S. 46] auflésbar. Ist K < @, so existiert nach dem
Lemma von Ito und Szép ein Normalteiler N D K von G von
Primzahlindex. Da Noy auflosbar und N c @ ist, ist N/K, auflosbar,
wenn K, das N-Herz von K ist. Da K, <« N ist, folgt K D K, D K,
und, da K/K, nach Lemma 2.1 nilpotent ist, ist K,/K, auflosbar.
Es ist also G/N, N/K, und K,/K, und somit schliesslich auch G/K,
auflosbar. Damit ist Satz 2.5 bewiesen.
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