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OSSERVAZIONI SOPRA UN’EQUAZIONE
INTEGRODIFFERENZIALE DI SCHRÖDINGER

GIORGIO TALENTI *)

Introduzione.

In alcune questioni di meccanica quantistica si considerano

potenziali « non locali » ; per un potenziale non locale la equazione
di Schrodinger assume la forma integrodifferenziale :

dove :

k2 è l’energia complessa, V (x, y) è il potenziale assegnato, u è la
funzione d’onda. Per l’equazione (1) si pongono i seguenti problemi :

a) Stati legati. È un problema di autovalori, con k2 parame-
tro e la condizione :

i~-) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 23 del
Comitato Nazionale per la matematica del C. N. R.

Indirizzo dell’A : Istituto di Matematica, Università, Via, L. B. Alberti 4

Genova.
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si tratta cioè di trovare i valori di lc2 tali che esiste una soluzione

di (1) a quadrato sommabile in tutto lo spazio.
. 

b) Scattering. Il problema quantistico dello scattering consiste
nel determinare le soluzioni di (1 ), definite in tutto lo spazio, tali che

dove a2 , a3 sono le componenti di un versore assegnato 
i

+ a22 + a23 = ]) e r= ixl =(X2+X2 + x;f2 . L’ultima delle (3) è la
condizione di radiazione di Sommerfeld 1).

Ha interesse studiare il problema b) in ipotesi tali sul poten-
ziale V, che le soluzioni abbiano un andamento asintotico del tipo:

1) Sommerfeld [28] ha considerato il problema di determinare le soluzioni

della equazione Au + k2 u = ~O, che sono definite in un aperto illimitato D a fron-
tiera limitata, assumono valori assegnati sulla frontiera di D e verificano la con-
dizione i I x I - ilcu) = 0. Rellich [24] ha dimostrato un teorema di

|x|-+oo
unicità per il problema di Sommerfeld ; il teorema di Rellich è stato esteso da

Atkinson [1], Wilcox [25], Levine [18J ; cfr. anche Hellwing [14], Courant-Hilbert
[6]. La condizione di radiazione di Sommerfeld è stata considerata, in una op-
portuna formulazione, anche per certe equazioni ellittiche e per equazioni ipoel-

v

littiche di ordine snperiore ; cfr. Parasjuk [23], Grosin [12]. La condizione di
radiazione interviene anche nella teoria del decadimento delle soluzioni della

equazione delle onde, in particolare nello studio del cosiddetto principio della
« limiting amplitude » ; cfr. in proposito Mihailov [19], Eidus [9], Bazdyrev [2],
Buchal [5], Morawetz [20] - [21], Wilcox [26], Lax-Morawetz-Phillips [17], Zach-
manoglou [27], Isakova [16], Gehtmann [11].
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con f funzione analitica di k : le proprietà della funzione f - « am-
piezza di scattering » - sono l’oggetto della teoria quantistica dello
scattering 2). Nel caso di potenziali « locali », cioè nel caso che l’e-

quazione di Schrodinger abbia forma differenziale : 4u (x) -~- k2 u (x) _
= V (.x) u (x), i problemi degli stati legati e dello scattering sono
oggetto di notissime teorie : cfr. in proposito De Alfaro-Regge [7],
Newton [22], che contengono un’estesa bibliografia. Invece i problemi
a) e b) per la equazione integrodifferenziale (1) non sono stati finora
trattati esaurientemente.

In [3], [4] è intrapreso lo studio dei problemi suddetti. Per sem-
plicità, si considera un caso tipico : quello di un potenziale non
locale a simmetria sferica In questa ipotesi lo studio
della funzione d’onda può essere ricondotto a quello di « onde par-
ziali », cioè di termini dello sviluppo in serie di armoniche sferiche;
fra le onde parziali ha rilievo dominante, come si riconosce facil-

mente, la prima - la cosiddetta « onda S » - rappresentata dalla

equazione :

assieme alle condizioni :

2) Il problema b) è lo schema di un fenomeno d’urto : un fascio di parti-
celle viene accelerato e colpisce un ostacolo, l’urto provoca una diffusione di par-
ticelle ; le misure sperimentali valutano il flusso delle onde diffuse. Matematica-

mente l’ostacolo è rappresentato dal potenziale Y (x, y) ; la funzione Y (x) =

/ 3 B

rappresenta l’onda incidente (che si considera piana) cioè( 1=1 1)
l’onda che non è disturbata dal potenziale : qnesto è in accordo con il fatto che

Y (x) è soluzione della equazione « libera » A Y (x) -~- k2 Y (x) = 0. La funzione
4T (x) è l’onda diffusa, la funzione f che compare in (4) è connessa con lo sfasa-
mento fra l’onda incidente e l’onda diffusa, e con il flusso dell’onda diffusa (che
sono i dati sperimentali).
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oppure

In [3], [4] sono discussi i problemi (5) - (6) e (5) - (7) nella seguente
ipotesi sul potenziale :

in particolare sono stabiliti questi risultati : (i) lo spettro (in k) del
problema (5) - (6) è numerabile ed è contenuto in un cerchio ; (ii) il

problema (5) - (7) ha soluzione (unica, in una conveniente classe fun-
zionale) per ogni tale che fatta eccezione per quei
valori di k tali che il problema (5) - (6) ha soluzione ; (iii) la solu-

zione di (5) - (7) ha il comportamento asintotico :

con T (lc) funzione analitica di k.

Nel presente lavoro si discutono i problemi (5) - (6) e (5) - (7)
nella ipotesi :

1. Enunciato dei risultati.

Sia V (r, s) una funzione misurabile tale che :

sia l~ un numero complesso tale che # 0.
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Consideriamo i seguenti problemi :

Le soluzioni del problema (a) o del problema (b) che si consi-

derano in questo lavoro sono funzioni con derivata prima assoluta-
mente continua. Il problema (a) coincide con il problema (5) - (7)
enunciato nell’introduzione, nel caso che :

Sussistono questi teoremi :

TEOREMA 1. Una delle seguenti due possibilità si verifica neces-
sariamente ed esclude 

1) qualunque sia fE LP (0, -~- oo), esiste una ed una sola solu-

zione del problema (a) tale che :

2) esiste una soluzione del problemac (b).
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Ze e x dei (a) - (a’) e (b) hanno inoltre que-
ò

non esiste soluzione del 

(b) (dunque esiste soluzione del problema (a) - (a’)).
Osserva,zione. A norma del teorema 1, se p ~ 2 le soluzioni del

problema (b) hanno la proprietà :

dunque tali soluzioni, moltiplicate per un conveniente fattore di nor-
malizzazione, sono soluzioni del problema (5) - (6) enunciato nella in-
troduzione. Osserviamo anche che, se p 2 e q’ 2, il problema
(b) coincide con (5) - (6) (la condizione p c 2 segue dall’ipotesi q  p’
e dalla condizione q’ = 2, che implicano: p  q’ = 2).

TEOREMA 2. Sia Sà l’insieme dei numeri complessi k (con Im k # 0)
tali che il problema (a) - (a’) ammette soluzione per ogni f E LP (0, + oo) ;
sia k -~ f (k, . ) 2cnac funzione a valori in LP (0, + 00), olomorfac in
Q 3) ; sia, per ogni k E Q, ø (k, ~ ) la soluzione del 

3) Questo significa : per ogni k E Q, esiste una funzione.
tale che

cfr. Hille-Phillips [15].
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Si hanno queste proprietà :
1) D è aperto ;

è una funzione in S~,

a valori in LP (0, + oo) ;
3) per ogni fissato t. &#x3E; 0, o ( ~ , r) è olomorfa in [J;

è funzione in Q e si ha :

2. Lemmi .

LEMMA 1. Sia h ~ O, .
sistono le diseguaglianze :

dove T, T* sono gli operatori definiti dalle equazioni :

4) Si può osservare che T* è l’operatore aggiunto di T, nel senso che :
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Inottre se 

Dimostrazione. Per via della relazione :

è sufficiente riferirsi all’operatore T. Supponiamo A C + oo ~ la di-

seguaglianza (1.1) essendo evidente nel caso A = + c&#x3E;o. Si ha:

(1.4) è evidente se- = 1 ; se- &#x3E; 1, si applica Hólder

Segue subito da (1.4) :

che implica (1.1) per p = + oo.
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Segue da (1.4) integrando per parti :

che i mplica ( 1.1 ) per ~c = A. Per (1.5) - ( 1.6), se Â [ ,u  + oo :

Abbiamo cos  provato (1.1). Per provare ( 1.3 ) integriamo per
parti l’integrale a secondo membro di (1.4) :
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nei passaggi precedenti abbiamo tenuto conto della relazione :

Per la regola dell’Hópital :

Da (1.4) - (1.8) - (1.9) segue :

si ha poi, per ( 1.4) :

dunque (1.3) è provata.

LEMMA 2. rSia :

Risulta :
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Dimostrazione.. Segue immediatamente dal Lemma 1, perchè :

LEMMA 3. Sia v (r) E Lp (0, + oo) (1 C ~  + oo) ; sia k tale che

Im k ~ 0. Esiste una ed una sola soluzione (con derivata prima asso-
tutamente continua) del problema :

La soluzione di (3.1 ) ha la rappresentazione :

dove G (k ; r, t) è l ac funzione di Green :

si hanno inoltre queste proprietà ;

5) Il Lemma 2 potrebbe facilmente dednrsi dalla diseguaglianza di Young
sul « faltnng ~ e dalle proprietà del prodotto di composizione ; cfr. [13], teor. 280 ;
[10], pagg. 350-351.
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Dimostrazione. Esistenza. Proviamo che :

è una soluzione di (3.1). Si trovano facilmente le diseguaglianze :

ne segue:

dunque, per il Lemma 2, le prime due delle diseguaglianze (i) sono
verificate. La condizione iniziale z (0) = 0 è evidentemente verificata ;
si ha poi :

6) Ricordiamo che :
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dunque, per il Lemma 1 :

inoltre, per (3.6) - (3.7) :

quindi, per i Lemmi 1 e 2, anche la terza delle (i) è verificata. Da
(3.7) segue che z’ (r) è assolutamente continua ; derivando, si veri-

fica facilmente che l’equazione differenziale è soddisfatta. Per dimo-
strare (ii), rappresentiamo z (r) nella forma seguente, che si deduce

con facili calcoli dall’espressione della funzione di Green :

il termine entro ( ) non supera in modulo :

per il Lemma 1.
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Unicità. O Se , , si ha necessariamente :

dove C è una costante arbitraria. Allora :

pertanto, la eondizione per ~° - + oo implica C = 0, quindi y = z.

LEMMA 4. Medesiine ipotesi del Lemma 3 ; fissiamo 1n, p c m

c + 00. Esiste una ed una sola soluzione del problema :

la soluzione di (4.1) è uguale alla soluzione di (3.1).
Dirnostrazione. L’esistenza segue dal Lemma 3 ; l’unicità da (3.9).

LEMMA 5. Sia

Risu lta (cfr. (8)) :

Dimostrazione. Per la diseguaglianza di Minkowski :
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a llora, per il Lemma 2 (ricordiamo che per ipotesi ~’ &#x3E; q) :

che equivale all’asserto.

3. Dimostrazione del teorema I.

1) Sia 0 (r) una soluzione del problema (a) - (a’). Osserviamo che:

infatti per le diseguaglianze di Minkowski e Holder :

Allora dall’equazione segue v = W" + E Lp (0, + cxJ ). Per
il Lemma 3, W ha le proprietà (9) e risulta :

dove G (k ; r, t) è definito da (3.3). Per (12) e per l’equazione inte-
grodifferen ziale (a), v è soluzione della equazione integrale :
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che si può anche scrivere :

dove :

Inversamente, sia v una soluzione di classe LP (0, + oo) della

equazione integrale (13). Definiamo 0 (r) per mezzo di (12): si veri-
fica immediatamente, in base al Lemma 3, che W è soluzione del
problema (a) - (a’).

2) Sia X (r) una soluzione del problema (b). Come precedente-

mente si osserva che dunque

Allora per il Lemma 4, X (9-) ha le proprietà (9) ; inoltre, come pre-
cedentemente, si riconosce che w (r) è soluzione dell’equazione inte-
grale omogenea :

Inversamente, sia w (1’) una soluzione di classe (0, + oo), non

nulla, della equazione (15) ; definiamo :

per il Lemma 4, X (1’) cos  definita è soluzione di (b).
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allora per il Lemma 5 :

Consideriamo l’operatore L (l~) che compare in (13). (15), cioè l’ope-
ratore definito dalla equazione :

Per (18), L (k) è un operatore compatto in LP (0, + oo) e si ba 7) :

Il teorema 1 segue pertanto da quanto osservato in 1)-2), dal teo-

rema dell’alternativa di Riesz-Schauder, e dal principio di Banach

Caccioppoli sulle contrazioni.

7) Ricordiamo la seguente proposizione : se N (r, t) è una funzione misura-

bile tale che :

l’operatore L definito dalla equazione

è un operatore compatto in LP (01 + oo), tale che :

Cfr. [8], pagg. 517-518, es. nn. 51-52-53.
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4. Dimostrazione del Teorema 2.

1) Proviamo che k - L (k) [L (k) è l’operatore definito da (19)]
è funzione olomorfa nell’aperto ~k : Im k =~= Oj, a valori operatori li-

mitati in LP (0, + oo) ; inoltre :

A tale scopo, definiamo l’operatore .Lo (k) ponendo :

dove :

In base a (3.4) e alla formula integrale di Cauchy :

quindi :

8) Osserviamo che il nucleo N ~ k ; r, t), definito da (14), è funzione olomorfa
di k nell’aperto k : Im k # 0), per r e t fissati : qnesto segue dalla olomorfia di
G (k ; r, t) e dalla maggiorazione (3.4).
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Per il Lemma 5 :

dunque (cfr. nota (7)) .Lo (lc) è un operatore limitato in LP (0, + 00)
tale che :

i 1

La differenza fra .Lo (k) e il rapporto incrementale di L (lc) è l’ope-
ratore rappresentato dalla equazione :

si ha:

(25) si deduce dalla seguente maggiorazione, che discende da (3.4)
e dalla formula integrale di Caucby :
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Per (25) e il Lemma 5 si ~a :

ne segue (cfr. nota (7)) :

Abbiamo cos  provato che 1.1 (k) è derivabile e

(21) segue da (24).
2) A norma del teorema 1, l’insieme Q è l’insieme dei k tali

che R (k) = (1 -~- L (k))-1 esiste (segue dalla teoria di Riesz-Schauder,
che, per ogni k E Q, R (k) è limitato e il dominio di R (k) coincide
con Zp (0, + oo)).

Proviamo che Q è aperto. Questo segue da (21) e dal fatto che
1’ insieme degli operatori in LP (0, + oo), lineari limitati ed in-

vertibili, è aperto nell’algebra degli operatori lineari limitati in

LP (0, + oo). Più precisamente, procediamo cos . Ricordiamo che se
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A è un operatore (lineare limitato) invertibile, ogni operatore B,

tale che 1 è invertibile e si ha :

la serie convergendo nella norma degli operatori.
Fissiamo e applichiamo l’osservazione precedente all’ope-

ratore A = 1 + L (k), al suo inverso A-1 = R (k), e all’operatore

se fissiamo 8 (0  8  Im k I &#x3E; in modo che :

risulta :

(28)

quindi :

Vuol dire che R (h + h) = B-1 esiste per ogni h tale che I  ~:
pertanto D è aperto.

Proviamo che k - R (k) è funzione olomorfa in a valori ope-

ratori limitati in LP (0, + oo). Per (27)-(28), se I  ~ :

-3-1+-1
9) La funzione - 3) q è crescente per 0  8  11m k I,

nulla per 3 = 0, tende a + oo per ~J -~ ~ 11m k B.
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ne segue :

3) Poniamo : v (k, r) = ~" (k, r) + (1~, r). Per quanto è

provato nella dimostrazione del teorema 1, v (k, · ) è, per ogni k E il,
la soluzione di classe + oo) della equazione integrale:

pertanto :

Di qui segue, per la dimostrata olomorfia di R (k), che

è funzione olomorfa.

L’andamento asintotico di 4Y (k, ,,) è provato nel Lemma 3 ; per
completare la dimostrazione del punto 4) dell’enunciato basta pro-
vare che :

è funzione olomorfa in S~. Allo scopo definiamo :
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dove v’ è la derivata della funzione k - v (k, .) ; se

si ha :
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Pertanto, To (k) è derivabile e Tó (k) è la sua derivata. Il punto
3) dell’enunciato, e cioè l’olomorfia di ø ( ., 1~) per ogni r fissato, se-
gue (con un ragionamento analogo a quello fatto a proposito di To (lc))
dalla rappresentazione :
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