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OSSERVAZIONI SOPRA UN’EQUAZIONE
INTEGRODIFFERENZIALE DI SCHRODINGER

GI10RGIO TALENTI *)

Introduzione.

In alcune questioni di meccanica quantistica si considerano
potenziali « non locali » ; per un potenziale non locale la equazione
di Schrodinger assume la forma integrodifferenziale :

.—f-oo
1) Au @) + ¥ u (@) =Uf V (@ y) u ) dy,

dove :

3
X = (2, X9, ®3), Y = (Yy y Yy ¥3), dy = dy, dy, dy,, 4 =l§132/3w;2§

k* & lenergia complessa, V (z,y) & il potenziale assegnato, u & la
funzione d’onda. Per ’equazione (1) si pongono i seguenti problemi:

a) Stati legati. E un problema di autovalori, con k? parame-
tro e la condizione :

+o0
(2) j/f[u(acﬂzdw:];

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca n. 23 del
Comitato Nazionale per la matematica del C.N.R.

Indirizzo dell’A: Istituto di Matematica, Universita, Via L. B. Alberti 4
Genova.
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306 Giorgio Talenti

si tratta cio® di trovare i valori di %? tali che esiste una soluzione
di (1) a quadrato sommabile in tutto lo spazio.

b) Scattering. Il problema quantistico dello scattering consiste
nel determinare le soluzioni » di (1), definite in tutto lo spazio, tali che

u (x) = exp (zk 23‘ a wl) + D (x)
=0

lim & (x)=0

r -4 oo

. 0D ,
. ll:_nm r (—b—; () — ik D (w)) = 0,

dove a,,a,,a; sono le componenti di un versore assegnato (a2 +
1
+adtal=1)er=|a|= @4 a4 #%)? . L’ultima delle (3) & la
condizione di radiazione di Sommerfeld 1).
Ha interesse studiare il problema b) in ipotesi tali sul poten-
ziale V, che le soluzioni abbiano un andamento asintotico del tipo:

3 z\ ekr
(4) u (%) oo exp (iklZ a; x,) +f(k ; ——) . (r— -+ o0)
=1

||

1) Sommerfeld [28] ha considerato il problema di determinare le soluzioni
della equazione Adu + k?u = o, che sono definite in un aperto illimitato D a fron-
tiera limitata, assumono valori assegnati sulla frontiera di D e verificano la con-
dizioneI |lim_'_ || (Qu/d | x| — iku) = 0. Rellich [24] ha dimostrato un teorema di

x| oo

unicitd per il problema di Sommerfeld; il teorema di Rellich & stato esteso da
Atkinson [1], Wilcox [25], Levine [18]; ofr. anche Hellwing [14], Courant-Hilbert
[6]. La condizione di radiazione di Sommerfeld & stata considerata, in una op-
portuna formulazione, anche per certe equazioni ellittiche e per equazioni ipoel-

littiche di ordine superiore; cfr. Parasjuk [23], Gro;in [12]. La condizione di
radiazione interviene anche nella teoria del decadimento delle soluzioni della
equazione delle onde, in particolare nello studio del cosiddetto principio della
«limiting amplitude » ; cfr. in propositoc Mihailov [19], Eidus [9], Bazdyrev [2],
Buchal [5], Morawetz [20]-[21], Wilcox [26], Lax-Morawetz-Phillips [17], Zach-
manoglou [27], Isakova [16], Gehtmann [11].
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con f funzione analitica di % : le proprieta della funzione f— «am-
piezza di scattering » — sono ’oggetto della teoria quantistica dello
scattering ?). Nel caso di potenziali «locali», cioé nel caso che I’e-
quazione di Schrodinger abbia forma differenziale : Au (x) 4+ k* u (x) =
= V () u (x), i problemi degli stati legati e dello scattering sono
oggetto di notissime teorie: cfr. in proposito De Alfaro-Regge [7],
Newton [22], che contengono un’estesa bibliografia. Invece i problemi
a) e b) per la equazione integrodifferenziale (1) non sono stati finora
trattati esaurientemente.

In [3], [4] & intrapreso lo studio dei problemi suddetti. Per sem-
plicita, si considera un caso tipico: quello di un potenziale non
locale a simmetria sferica V (|« |,|y]|). In questa ipotesi lo studio
della funzione d’onda pud essere ricondotto a quello di « onde par-
ziali », cio® di termini dello sviluppo in serie di armoniche sferiche;
fra le onde parziali ha rilievo dominante, come si riconosce facil-

mente, la prima — la cosiddetta « onda §» — rappresentata dalla
equazione:

“+oo
(5) y" () + By (r) = f V(r, 8y (s) ds,

0

assieme alle condizioni :

(6) y(0)=0,fy(r)!2d7= 5

2) Il problema b) & lo schema di un fenomeno d’urto: un fascio di parti-
celle viene accelerato e colpisce un ostacolo, ’urto provoca una diffusione di par-
ticelle ; le misure sperimentali valutano il flusso delle onde diffuse. Matematica-
mente lostacolo & rappresentato dal potenziale V (x,y); la funzione Y (x) =

3
= exp (ikZ' “lxl) rappresenta l’onda incidente (che si considera piana) ciod
=1

Ponda che non & disturbata dal potenziale: questo & in accordo con il fatto che
Y (x) @ soluzione della equazione «libera» 4 Y (x) + k* ¥ (x) = 0. La funzione
@ (x) ® 'onda diffusa, la funzione f che compare in (4) & connessa con lo sfasa-
mento fra 'onda incidente e 1’onda diffusa, e con il flusso dell’onda diffusa (che
sono i dati sperimentali).
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oppure

sen kr

(N y=

4+ @ (r), D(0)=0, lim (P (r)— ik D (1) =

7 — 400

In [3], [4] sono discussi i problemi (5)-(6) e (5)-(7) nella seguente
ipotesi sul potenziale :

+o0 400
[e“’drfse“-"|17(r,s)|ds<+oo (&> 0);
0 0

in particolare sono stabiliti questi risultati: (i) lo spettro (in %) del
problema (5)-(6) & numerabile ed & contenuto in un cerchio; (ii) il
problema (5)-(7) ha soluzione (unica, in una conveniente classe fun-
zionale) per ogni k tale che |Imk|<a«, fatta eccezione per quei
valori di k¥ tali che il problema (5)-(6) ha soluzione; (iii) la solu-
zione di (5)-(7) ha il comportamento asintotico :

sen Im

¥ (1) co + T (k) e (r— -+ o0)

con T (k) funzione analitica di k.
Nel presente lavoro si discutono i problemi (5)-(6) e (5)-(7)
nella ipotesi:

oo oo q 1

U (fl V(r, 8>|"d");d8]7<+00 (1 <p<+oo;1£qg1%).

1. Enunciato dei risultati.

Sia V (r, s) una funzione misurabile tale che :

(8) A=U(/|Vr, |1’dr)pdqu<—|-oo
0
(1 <10<+°°,1,£4£p’=%);

sia & un numero complesso tale che Im k == 0.
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Consideriamo i seguenti problemi :

“+ oo

O (r) + 12 D (r) = f V (r,8) @ (s)ds + F (1) > 0)
(a) 0

D (0)=0, lim (D’ (r)— itk sgn (Imk) D (r)) =0

~+oo

" )+ K2 x (r) =f V(r,8)y(s)ds (r>0)

(b) Yo 2
L\ q
x(O):O,(jlx(r)Pdr) =1 ¢ =——).
J ( q 1)

Le soluzioni del problema (a) o del problema (b) che si consi-
derano in questo lavoro sono funzioni con derivata prima assoluta-
mente continua. Il problema (a) coincide con il problema (5)-(7)
enunciato nell’introduzione, nel caso che:

+o0
Im#k> O,f(r)=fV(r,s)

0

sen ks
k

ds.

Sussistono questi teoremi :

TEOREMA 1. Una delle sequenti due possibilita si verifica neces-
sariamente ed esclude Valtra :
1) qualunque sia f€ L7 (0, | oco), esiste una ed una sola solu-
zione del problema (a) tale che :

o0 3
(a%) (fldi(r)lq' dr)q<+oo;

0

2) esiste una soluzione del problema (b).
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Le soluzioni @ e y dei problemi (a)-(a”) e (b) hanno inoltre que-
sta proprieta :
b, —, @’

9) € L™ (0, + oo) per ogni m = p.

’

X ' X

0]
x
A
x

Se | Tm k| > (24)P4era—? '"")_], non esiste soluzione del problema
(b) (dunque esiste soluzione del problema (a)- (a’)).

Osservazione. A norma del teorema 1, se p << 2 le soluzioni del
problema (b) hanno la proprieta :

oo
o<[|x<r>\2dr<+oo;
0

dunque tali soluzioni, moltiplicate per un conveniente fattore di nor-
malizzazione, sono soluzioni del problema (5) - (6) enunciato nella in-
troduzione. Osserviamo anche che, se p << 2 e ¢’ = 2, il problema
(b) coincide con (5) - (6) (la condizione p << 2 segue dall’ipotesi ¢ << p’
e dalla condizione ¢’ = 2, che implicano: p << ¢’ = 2).

TEOREMA 2. Sia 2 Vinsieme dei numeri complessi k (con Im k == 0)
tali che il problema (a) - (a”) ammette soluzione per ognt f€ L?(0, -4 oo);
sia k— f(k, -) una funzione a valori in L? (0,4} oo), olomorfa in
023); sia, per ogni ke Q, D (k,-) la soluzione del problema :

oo
;—:2 D (K, v) + K D (K, 7) = f (k,») + f V (r, 8) D (k, 5)ds,
0

3) Questo significa: per ogni k€ £, esiste una funzione f’ (k, )€ L? (0, + o)
tale che

”f(k+h1 )—f k)
h

_f,(k; )

‘m’(o, o) —0 (h—>0);

cfr. Hille-Phillips [15].
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® (k, 0) = 0, lim %(D(k, r) — ik sgn (Im k) & (k, r)| = 0,

r— - oo

o0 1
ql
(f| @(k,r)]‘l'dr) < + oo.
0
Si hanno queste proprieta :
1) Q¢ aperto,
2) k—+ (D(k Y+ k% D (k,-) é una funzione olomorfa in £,

a valori in LP ( O, + oo
3) per ogmi ﬁssato r > 0, D (-,7) & olomorfa in Q;

exp (tkt-sgn (Imk))
2ki-sgn (Im k)

Hk—T k)_—f (D" (ky v) + K2 D (K, 7)) dr

¢ funzione olomorfa in .Q e st ha:
D (kyr) oo T' (k) er-sgnilmk) (r— -+ oo

2. Lemmi.

LEMMA 1. Sita b > 0, f(r)€ L} (— oo, + 00) (1 << 1 << 4 oo). Sus-
sistono le diseguaglianze :

“ TfllLl"(—oo, +-o0) —1+—;1__ ‘,%
(1.]) < h ”fHLl(—oo, +o0)
T |
I T 1] oo, 4-o0) (1<=Ap=+oo),

dove T, T* sono gli operatori definiti dalle equazions :

T +o0
77 ()= = ok £ ) dt, 7% 1) = o f e~ f (1) @t 4

4) 8i pud osservare che T'* ® l'operatore aggiunto di 7, nel senso che:
—+oo o0
fu (r)y T* v (r) dr =fv (r) Tu (r) dr.

—o0 —0oc
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Inoltre se 1 << 4 oo :

(1.3) lim Tf(r) = lim T*f(r) = 0.

r—> 4 oo 7 — “oco

Dimostrazione. Per via della relazione :

r

(T* ) (— 1) = o= f o f (— 1) dt

-—00

¢ sufficiente riferirsi all’operatore T. Supponiamo 1 << 4 oo, la di-
seguaglianza (1.1) essendo evidente nel caso 1 = - co. Si ha:

r 1
. —1+ 1 x
(1.4) | Tf()|<h Ple=h [ ett|f(ty|de) .
(1.4) & evidente se 1 =1 ; se 1 > 1, si applica Holder (ll + 117 = 1):
| h %'h""_; he
T < e o 7| dt <
- ” 1 , 1
Y *
< e—hr (/eht d() (/eht '.’(t) |). dt) j—

—00 —00

, 1

1 1 7
=1 T TN (/e’“ L) | dt) .

— 00

Segue subito da (1.4):

1

1 4 A 1
1.5) | TF0)| < T (/lf(‘) I* dt) = h—l+T“-f”L"(—oo. Foo) ?

che implica (1.1) per u = -+ oo.
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Segue da (1.4) integrando per parti :

+oco o0 r
(1.6) ﬁ Tf (r) |} dr < hl—l[dr e—h’/eh‘ |F (@)}t =

r

= —imiew [on o pa” +h-lf|f<r =

— 00

r — — 00

< h~* lim e"’"feh‘{j ) At 4 b~ /1f|f Y Far <

—00

r — — 00

» 400 + oo
= h—* lim f |F (&) | ae 4 n—* f |f(r) |} dr = b= ] |f (@) [*dr,

che implica (1.1) per u = 4. Per (1.5)-(1.6), se A < u < -+ oo

1 A
1.._._

” T “L.“(—-co 4o0) == = |‘ Tf||1,l(_oo +o0) ” Tr ||L<=°(_°o +-00) =

P G SR _ it

”f\llL}'(—oo,-}-oo) - ” Hf”zj-(_oo, +o0) *

Abbiamo cosl provato (1.1). Per provare (1.3) integriamo per
parti Vintegrale a secondo membro di (1.4):

(1.8) “‘h’feh‘[f(t |* dt = e—h(—1) f[f 5) |* ds

—he""fe"‘ <f|f(s |* ds) dt =

-—00

folfroeafe

= |f(s ) [ ds — B =2 ==

oo+

ehr ’
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nei passaggi precedenti abbiamo tenuto conto della relazione :

t t
e—h('—t)flf(s) | s g[|f(s) fds—0  (t— — o).

Per la regola dell’Hépital :

r

fou( [ )

1.9 lim = =
( ) , _3:1_]00 ehr

r

oo
. 1 1
=rlx_1:1w &+ | f(s) |} ds = Tflf(.sr) |* ds.

Da (1.4)-(1.8)-(1.9) segue:

lim Tf(r)=0;

r—+ 4 oo

si ha poi, per (1.4):
1

1 f T
G (flf(t) I‘dt) —0  (r——oo),

dunque (1.3) & provata.

LEMMA 2. Sia: h>0; f(r)€ L* (0, + 00) (1 < A << + oo);

o0
g = f e=h =1 £ () dt.

0

Risulta :
...1+_1__l.
”gnLﬂo, ) < 2h bow ”f”L’-o, o0 (ISl pu<+ 00);
(0, +-o0) (0, +-o0)
inoltre, se A << 4 oo:
lim g(r)=0.

r — +4 o0
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Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma 1, perche :

r o0

g(r)=em f et f () dt + et / e=M f () dt. %)

0 r

LEMMA 3. Sia v (r)€ L? (0, 4+ o0) (1 << p << + o0); sia k tale che
Im % == 0. Esiste una ed una sola soluzione (con derivata primae asso-
lutamente continua) del problema :

1) ¥y’ +Eyr)+o@m=0 (r>0)
(3.
y(0)=0, lim (¥" () — ik-sgn (Im k) y (»)) = O.
r — 4 o0

La soluzione di (3.1) ha la rappresentazione :

“+oo
(3.2) Y (1')==fG (ks r, t)v (L) dt,

0

dove G (k;r,t) ¢ la funzione di Green :

sen kr gikt-sgn (Im k) (r<t)
(3.3) Gos;r,t)y=
gikr-sgn (Im k) sen _k_t (7- > t) H
k
8t hanno inoltre queste proprieta ;
. 1 | 2
(i kllly | y = Iy <=
) k] HLm(o, +oo)? | ‘Lm(o, too)’ 3 Iy HLm(o, +oo)
+ 1 1

—_l e — .
<2|Imk| 2 [0 p, 4oo) DET OgNE M= ;

5) Il Lemma 2 potrebbe facilmente dedursi dalla diseguaglianza di Young
sul «faltung » e dalle proprietd del prodotto di composizione; cfr. [13], teor. 280 ;
[10], pagg. 350-351.
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oo

etktsgn (Im k)

Trisgnm t O O+ o)

(ll) Y (7.) oo etkr-sgn(Im k)f
0
Dimostrazione. Egistenza. Proviamo che :
“+o0
2 (r) =/G(k;r, t)v(t) dt
0

& una soluzione di (3.1). Si trovano facilmente le diseguaglianze :

(3.4) | G (ks t)[g%e—lhnk!!r—tl
(3.5) | G (ko t)| < ve—ITmkllr—t]6),
ne segue:
1 =
(3.6) ]z(r)|g|—k—) [e_|1mkl|r—t||v(t)|dt,
k)

+ oo
1
7Iz<r>1£f6‘“‘""“"’"”|v<t>|dt,
0

dunque, per il Lemma 2, le prime due delle diseguaglianze (i) sono
verificate. La condizione iniziale 2z (0) = 0 & evidentemente verificata;
si ha poi:

d
3. (p) = — ikr sgn (Im k)
@7 F0)=— (0 f
0

sen ki ’

v(t)de

oo

_I_ Se]:’: krfeikt-sgn (Im k) 9 (t) dt) =
“+co
= itk sgn (Im %) 2 () 4 e—trsgn(Imk) fei’“‘sg“ (Im &) p (¢) dt,

r

1 1
6) Ricordiamo che : | sen (« + if) | = (sen? « + sh2 §)% <<(1+ sh2 )2 =ch <<

+1 -
sen z __._;.‘/eizsds
e |

<Al

+1
<i e——sImzd8<e|Imz|'
z - 2 -
-1



O sservazioni sopra un’equazione integrodifferenziale di Schrédinger 317

dunque, per il Lemma 1:

~+oo
| 2 (r) — ik sgn (Im k)z(r)|geTII'“’”fe—‘lIm””l |v(t)|dt— 0
(r —> + o0)
inoltre, per (3.6)-(3.7):
“+ oo
Iz/ (,')lglkHz(,);_*_ er”mklfe—t“mk'|’U(t)|d¢£

o0 o0
éfe—‘ImkHr—t ‘U(t)‘(]t—}—e"llmklfe—tllmklI/U(t)‘df,
0

0

quindi, per i Lemmi 1 e 2, anche la terza delle (i) & verificata. Da
(3.7) segue che 2’ (r) & assolutamente continua ; derivando, si veri-
fica facilmente che ’equazione differenziale ¢ soddisfatta. Per dimo-
strare (ii), rappresentiamo z (r) nella forma seguente, che si deduce
con facili calcoli dall’espressione della funzione di Green:

00

etkt-sgn (Im k)

(t) as +

2 (r) = eikr-sgn (Im k)
) /2l(i-sgn(lm k)v

r

sgn(Imk) [ . .
_ g 2(1”- ) (etkr~sgn (Im k)fe_‘kt'Sg" (Im k) v (t) dt _I_

0
oo
+ e—ikr-sgn (Im k)j ekt sgn (Im k) o (t) dt) ;

T
il termine entro ( ) non supera in modulo :

r ~+o0

e—r]ImkfetUmkl | v(t)|dt+ eriImk]fe—t[Imkl

0 r

v (6] dt — 0

(r — + o0)

per il Lemma 1.
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Unicita. Se y" + k¥ y 4+ v=0, y(0) = 0, si ha necessariamente:

(3.9) y =0 B 4 o),

dove C & una costante arbitraria. Allora:
y’ (1) — ik sgn (Im k) y (r) = C e—tr-sen(Imh) |
+ (27 () — ik sgn (Im k) 2 () 3
pertanto, la eondizione per » — 4 oo implica ¢ = 0, quindi y = 2.

LEMMA 4. Medesime ipotesi del Lemma 3 ; fissiamo m, p << m <<
< + oo. Esiste una ed una sola soluzione del problema :

20 Ry () o) =0

foo 1
% (0) =0, (flx(f')l"‘d") < + o0

0

la soluziome di (4.1) é uguale alla soluzione di (3.1).
Dimostrazione. L’esistenza segue dal Lemma 3 ; unicita da (3.9).

LEMMA 5. Sia
oo

U (r, t)=J'e—h|““| | V(r,s)|ds (h > 0).

Risulta (cfr. (8)):

oo g1

Foo = = 1,1

» V4 —1— =
U (jU(r,t)I’dr) dt] —oan ' TFtT,
0

0

Dimostrazione. Per la diseguaglianza di Minkowski :
“+o0
1T 0 a4y = [ 1T )
0
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allora, per il Lemma 2 (ricordiamo che per ipotesi p’ = q):

(./”U(’ ”LP(0+> t) =2 o (fHV(, [ ) —

1 1
—oar vty

»Q""‘

che equivale all’asserto.

3. Dimostrazione del teorema 1.

1) Sia @ () una soluzione del problema (a) - (a’). Osserviamo che:

-i.-oo

/ V(-,8) D(s)ds € L? (0, + oo);

0

infatti per le diseguaglianze di Minkowski e Hdalder :

[remsos

-|'-oo
= (j | V(8 ”;P(O, -|-oo)d8) | ® HLQ'(o, +oo) = A| @ ”L‘l'(o, +o0) *
0

m+)<[uv )yt o | @ 0] ds =

=

Allora dall’equazione segue v = @” 4 k? ¢ € L? (0, + oo). Per
il Lemma 3, & ha le proprieta (9) e risulta :

(12) D (r) = —fG (Fsryt)yv(t) de,
0

dove @G (k;r,t) & definito da (3.3). Per (12) e per ’equazione inte-
grodifferenziale (a), v ¢ soluzione della equazione integrale :

~+o0 +oo

v(r):f(r)—-f V(r, s)dsj G(k;s tyv(t)dt
0

0
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che si pud anche scrivere:

oo
(13) o) = s = [Nk no00a,

0
dove :

+ oo
(14) N(k;r,t)=fG(k;s,t)V(r,s)ds:—_
0
t + oo
— ¢ikt-sgn (Imk) f Se’; "8 v (v, 5y ds 4 SEBKE f eihs-sen m B) 7 (5, 5) ds.

0

Inversamente, sia v una soluzione di classe L7 (0,4 oo) della
equazione integrale (13). Definiamo @ (r) per mezzo di (12): si veri-
fica immediatamente, in base al Lemma 3, che @ & soluzione del
problema (a) - (a’).

2) Sia y (r) una soluzione del problema (b). Come precedente-
oo

mente 8i osserva chef V(8 x(s)dse L?(0, 4 oo), dunque

0

w=y"+ I y€L?(0, 4 oo).

Allora per il Lemma 4, y(») ha le proprieta (9); inoltre, come pre-
cedentemente, si riconosce che w (r) & soluzione dell’equazione inte-
grale omogenea :

_—|—co
(15) w(r)= —J N (kyr,t)w () dt.
0
Inversamente, sia w (») una soluzione di classe L? (0,4 oo), non
nulla, della equazione (15); definiamo :

-1

-}.-oo o0
X(")=/ G(h;r,t)w(t)dtl.fG(k;-,t)w(t)dt
0 0

L9 (0, 40) ’

per il Lemma 4, y (») cosl definita & soluzione di (b).
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3) Per (14)-(3.4),
+
| NE;rt)| << f e~ [Tmklls=tl| V(r g)|ds;

allora per il Lemma 5:

1

I=s

oo oo 1 1
(18) [f([[N(k r, t)|?’d¢) «u] <m 2Ad | Tmk| ¥ i<
1 1
oA |mk| ¥,
Consideriamo l’operatore L (k) che compare in (13)- (15), ciogé l'ope-
ratore definito dalla equazione :

“+ oo
(19) L(k)u(r):fN (k37 t)u () dt.
0
Per (18), L (k) & un operatore compatto in L? (0, co) e si ha’):
a1 1
(20) L) <24|mk| "7 7,

Il teorema 1 segue pertanto da quanto osservato in 1)-2), dal teo-
rema dell’alternativa di Riesz-Schauder, e dal principio di Banach
Caccioppoli sulle contrazioni.

7) Ricordiamo la seguente proposizione: se N (»,1) & una funzione misura-
bile tale che:

’

SRS

)

ool [T venraf o < e

Voperatore L definito dalla equazione
o0
Lu (r) =/ N (r,t) u(t)dt
0

® un operatore compatto in L% (0, 4 o), tale che:

Ll =B

Cfr. [8], pagg. 517-518, es. nn. 51-52-53.

21
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4. Dimostrazione del Teorema 2.

1) Proviamo che k — L (k) [.L (k) & I’operatore definito da (19)]
¢ funzione olomorfa nell’aperto {k:1Im k== 0}, a valori operatori li-
mitati in L? (0, 4 oo) ; inoltre :
1 1
—imyty

(21) “%(IC)H£2A (%Ilmkl)

A tale scopo, definiamo l'operatore L, (k) ponendo :

~+co
Ly (k) u (v) =f %V(Ic 51y t)u () dt,
0
dove :
Toa
kirt) =f % (k58,8 V(r,s)ds?).

0

oN
Bk(

In base a (3.4) e alla formula integrale di Cauchy :

27n

BG o — 1 . 19 o —1
a—k-(k,s,t)‘— 2n0]0(k+@8 ,s,t)e dﬁs
¢ 1 e—|Imk+esend||s—t|
< — =
_Qmoax | Im k& + o sen & |
4 — L mE)e—t¢ 1
=Tmep® (9=?|Im"|)§
quindi
ON ' +°°—%|Imk|-|s—t|
}5}6_(’6;7’t)l£m [ |V(1‘,8)|d8.

0

8) Osserviamo che il nucleo N (k; r,t), definito da (14), & funzione olomorfa
di k nell’aperto {k:Im k == 0}, per r e ¢ fissati: questo segue dalla olomorfia di
G (k;r,t) e dalla maggiorazione (3.4).
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Per il Lemma 5 :

! 1 1 1
3—= 4 —
ity

+oo0 Hoo £ - —
oN P » 1 »
0 0

dunque (cfr. nota (7)) L, (k) & un operatore limitato in L2 (0, 4 co)
tale che:

S

1,1
—_—8— = it
p’+q

1
(24) || Ly (k)] < 24 (? | Tm k ])
La differenza fra L,y (k) e il rapporto incrementale di L (k) & 1’ope-
ratore rappresentato dalla equazione :

©o

+
(L -+ h)— Lk . N
( ( +h) L()—Lo(k))u(r)zj NkAR;rt) (kjryt)
0

h
oN
— % (%s 7, t)) w(t)dt;

NEA+RI;rt) —N(k;r,t) oN
h ok

(k;r,t)'<

-00

.l
[‘G(k—{—h;s,t)——G(k;s,t) oa
< i — 7
h ok

(k;s,t)‘]V(r,s)]dsg
0

Ih| 4 A —.1—|Imk|-|s—t]
L i Ihlamk)2 . e
2

1
<|h|g7|1mk|);

(25) si deduce dalla seguente maggiorazione, che discende da (3.4)
e dalla formula integrale di Cauchy :

G(k'*'h?'g’t)—G(k§8’t)__a_§,k.s,)!:
3 ak\ 3 Yy i



324 Giorgio Talenti

27
|k (Gt ee?; s
—\%/ gt — 1) O
0

1
——|Imk|-|s—1¢
e—|Imk-+gsend||s—t¢] |h|6 2' mkl| I

1P ?
loe IL||ImIc+gsen?9| (; |Imk|—|h|) (-;—IIIDH)

1
(9= 7|Imk|).

’ 1
Y

Smmd

Per (25) e il Lemma 5 si ha:

T

+oo

SIE

7 t ker N 4 p
Nkt b= N 0 ks, dr) dt] =

1
_3__+_
q
£2A1 7] (L|Imk|> (lhlgéllmko;
?[Imk|—-|h|
ne segue (cfr. nota (7)):
L(k+h)— Lk / 1 —3=pty
’ (b~ h)— ()‘—Lo(k)HSQA | 7| (_“mkl) g
h
?IImkl—-Ml

—5 0 (b —> 0).

Abbiamo cosl provato che L (k) & derivabile e de(k) = L, (k);

(21) segue da (24).

2) A norma del teorema 1, P'insieme £ & l’insieme dei k tali
che R (k)= (1 4 L (k)~! esiste (segue dalla teoria di Riesz-Schauder,
che, per ogni k€ Q, R (k) & limitato e il dominio di R (k) coincide
con L? (0, 4 oo))

Proviamo che £ & aperto. Questo segue da (21) e dal fatto che
I’insieme degli operatori in L?* (0, 4 oo), lineari limitati ed in-
vertibili, & aperto nell’algebra degli operatori lineari limitati in
L? (0, 4+ oo). Piu precisamente, procediamo cosl. Ricordiamo che se
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A & un operatore (lineare limitato) invertibile, ogni operatore B,

tale che || B — 4 || < i ¢ invertibile e si ha:

Alll

~+oo
(27) B1=2[A"1(4 —B)" 4™ (| B—Af<1/[ 47D,

n=0

la serie convergendo nella norma degli operatori.

Fissiamo k€ Q e applichiamo Dosservazione precedente all’ope-
ratore A =1 -+ L(k), al suo inverso A~!= E(k), e all’operatore
B =1+ L(k+4 h). Per (21) si ha:

P N
Tmk|—|h e
”L(k-l—h)——L(k)||£|h[2A(|—nl—‘L——l—|) (|h| < |Imk]);
se fissiamo 6 (0 <6 < |Imk|) in modo che:
_3__1_,+i
24 [Imk|—3d vee_ 1 9
2 STE@I 7
risulta :
| 2]
28) L (k +h) — L(k) _——— (|h| <)
quindi :
1 1
B—A|=|L(k+h—L(k = er || <Zé.
1B =4l = 5+ 0 — L0 | < gy = 2=y P 1t

Vuol dire che R (h - h) = B~! esiste per ogni h tale che [k | < 4:
pertanto £ & aperto.

Proviamo che k¥ — R (k) ¢ funzione olomorfa in £, a valori ope-
ratori limitati in L2 (0, 4 oco). Per (27)-(28), se |h| < d:

Rk + )= 5B} LK) — L+ )P Bk

=0

1 1

— __/+_
9) Lafunzionedid:4d (| Im k| — J) 4 9 & crescente per 0 <4 < |Im¥% |,
nulla per 6 =0, tende a + oo per 6 —> | Im k.
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R(k4+h) —R(k) _

By — L (k
3 —R(k)L("+ }Z ()R(k)+
+ B e [R (LB = f (k + h)]nR k
n==2
T s (R PO Ry | <
n=2
= z o2 || B (k) o+ |L("+hh ®l"<
| B®| £t (|h|"_2_I|R(k)|| 1.
=" 2 T) =" 1_—[n[/8’
ne segue :
HR(“’Z’ LN k)R(k) N—-m (h—>0).

3) Poniamo: v (k,r)= @’ (k,r) -+ k* D (k,r). Per quanto @
provato nella dimostrazione del teorema 1, v (k,-) &, per ogni k€ £,
la soluzione di classe L7 (0, 4 oo) della equazione integrale:

v(k,r)= f(k,r) — L(k)v(k,1);
v(k,-) = E (k) f (k)

Di qui segue, per la dimostrata olomorfia di R (k), che
Q3k—v(k, .)€ L? (0, 4+ o)

& funzione olomorfa.

I’andamento asintotico di & (k,1) & provato nel Lemma 3 ; per
completare la dimostrazione del punto 4) dell’enunciato basta pro-
vare che:

pertanto :

~+o0
TO (k) =feiktvsgn (Im k) 9 (k’ t) dt
0
& funzione olomorfa in £2. Allo scopo definiamo :
Ho0 doe
Ty (k) = j ¢ikt-sgn (mk) o7 (k, ) dt + & sgn (Im k) f tekt-sgn (Imk) g (K, 1) it
0



Osservazioni sopra un’equazione integrodifferenziale di Schrodinger 327
P g

dove v’ & la derivata della funzione k—sv(k,-); se |h|<<|ImEk |
si ha:

— Ty (k) } =

‘To(k-l— h) — T, (%)
h

t)——-v(k,t))_

~+o0
= ‘f@ikt*sgnﬂmlc) (”(" +h . v’ (k, t)) dt +
0

00

+
/ etht-sgn (Imk) 1

— k ikt.sgn (Im k) k t) di
“ht-sgn (Im ) 1) it-sgn (Im k) e )dt +

0

o:wht sgn(Tmk) __ 1 . ) v(k -+ h,t)—v(k, )
. ikt sgn (Im k) ) LA
+ (@h “sgn (Im ) 1)zt sgn(Imk)e [ I
— v (k, t)] dt\s
Y ""“"’“2““"’ d —v'(k,t)’ dt +
"
o0

+—;-|h|jt2e—<llmkl—lhl)'| v (ky t) | dt 4 19)
0

+00

+_1_|h| t2e—(Imk|—|h|)¢t v(k + h; t)—v(k, t)
2

h

_wmﬂMg
0

400 1
~ ’

okt —0l) [([[emmreimmsran”+
h !LP(o.+°°) 0

1

z/(l — ) e ds
0

10) p—

& —1 ‘ Slzlf(l_ sRezd8< Izleme“.
0
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+oo 1
+%I h 1 (/ 120" =0’ (|Imk|—|h|)¢ dt)p] _|._
0
1 e 3
»
_'_?\ L | H v(k,-) HLP(O +°°)([ﬂp’e‘p'(llmkl_ml)tdt) —0 (h—0).
0

Pertanto, T, (k) & derivabile e 7\ (k) & la sua derivata. Il punto
3) dell’enunciato, e cioé ’olomorfia di & (-, r) per ogni » fissato, se-
gue (con un ragionamento analogo a quello fatto a proposito di 7', (k))
dalla rappresentazione :

+ oo
D (k1) = — / G (k5 v, t) v (K, t) dt.

0



Osservazioni sopra un’equazione integrodifferenziale di Schrodinger 329

BIBLIOGRATIA

[1] ¥. V. ATRINSON: On Sommerfeld’s « radiation condition» (The philosophical
Magazine 40, 1949).
[2] V. D. BazDYREV : Equivalenza dei principi della « Limiting amplitude » e « li-

miting input» (in russo) (Izv. Vys;. U;ebn. Zaved. Matematika, 1 (32) (1963).

[3] M. BERTERO - G. TALENTI - G. A. ViaNo: The Born series for monlocal poten-
tials (S-wave) (Nuovo Cimento 46, 1966).

[4] M. BERTERO - G. TALENTI - G. A, VIANO : Scattering and bound-states solutions
for a class of nonlocal potentials (S-wave). (In corso di stampa).

[5] R. N. BucHAL: The approach to steady state of solutions of exterior boundary
value problems for the wave equation (J. Math. Mech. 13, 1963).

[6] CoUrRANT - HILBERT : Methods of mathematical physics (Interscience, New York,
1962), vol. 2, pagg. 312-320.

[7] V. bE ALraro - T. REGGE : Potential scattering (Amsterdam, 1965).

[8] N. DUNFORD - J. SCHWARTZ: Linear operators (Interscience, New York, 1958).

[9] D. M. Empus : Sul principio della « limiting amplitude » (in russo) (Dokl. Akad.
Naunk SSS R 158, 1964).

[10] H. G. GARNIR: Fonctions de variables réelles, vol. 2 (Louvain - Paris, 1965),

[11] M. M. GEHTMANN: « Sul principio della «limiting amplitude » (Dokl. Akad.
Nauk SSSR 153, 1963).

[12] V. V. GRO;]N: Condizioni del tipo di Sommerfeld per una classe di equazioni
alle derivate parziali (in russo) (Mat. Sb. (N. S.) 61 (103), (1963).

[13] HARDY-LITTLEWOOD-POLYA : Inequalities (Cambridge, 1964).

[14] G. HELLWIG : Eine Bemerkung zum Ausstrahlungsproblem (Math. Z. 78, 1962).

[15]) HiLLE-PHILLIPS : Functional analysis and semi-groups (Amer. Math. Soc. Coll.
Publ. XXXI).

[16] E. K. Isaxova : Sul principio della «limiting amplitude » per certi problemi al
contorno nel piano (trad. in: Soviet. Math. Dokl. 6, 1965).

[17] P. D. Lax-C. MorawgTrz-R. S. PHILLIPS : The exponential decay of the solutions
of the wave equation in the exterior of a star-shaped obstacle (Bull. Amer. Math.
Soc. 68. 1962).

[18] L. LEVINE: 4 uniqueness theorem for the reduced wave equation (Comm. Pure
Appl. Math. 17, 1964).

[19] V. P. MinaILOV : Sul principio della « limiting amplitude » (in russo) (Dokl.
Akad. Nauk. SSSR 159, 1964).

[20] C. MORAWETZ : The limiting amplitude principle (Comm. Pure Appl, Math. 15,
1962).



330 Giorgio Talenti

[21] C. MoRAWETZ : The decay of solutions of the exterior initial-boundary value pro-
blem for the wave equation (Comm. pure Appl. Math. 14, 1961).

[22] R. NEWTON : Scattering theory of waves and particles (Mc Graw-Hill Company,
New York, 1966).

[23] L. 8. PARASJUK : Condiziont di radiazione per certe equazioni ellittiche che de-
generano alla frontiera (in uneraino) (Dopovidi Akad. Nauk Ukrain RSR, 1963).

[24] F. RELLICH : Uber das asymptotische Verhalten der Losungen von Au + ku=0
in unendliochen Gebieten (Jber. Deutschen Mat. Verein 53, 1943).

[25] C. H. WILCOX : A Generalisation of theorems of Rellich and Atkinson (Proc.
Amer. Math. Soc. 7, 1956).

[26] C. H. WiLcox: The initial-boundary value problem for the wave equation in an
exterior domain with spherical boundary (Amer. Math. Soc. Not. Abstract 564-20,
vol. 6, 1959).

[27] E. C. ZACHMANOGLOU : The decay of solutions of the initial-boudary value pro-
blem for hyperbolic equations (J. Math. Anal. Appl. 13, 1966).

[28] A. SOMMERFELD : Partial Differential Equations in Physics (Academic Press,
1964), pagg. 188-200.

Manoscritto pervenuto in redazione il 21 aprile 1967,



