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COMPORTAMENTO DELLE SUCCESSIONI
CONVERGENTI DI FRONTIERE MINIMALI

M. MIRANDA *)

Per le definizioni e le notazioni rinviamo a [6].

Questo lavoro & costituito di due parti. Nella prima si considera
il comportamento delle successioni di funzioni aventi gradiente mi-
nimale e convergenti in Li,.. . Nella seconda si considera il caso
delle funzioni caratteristiche d’insieme, ovvero delle frontiere mini-
mali. Per queste viene considerato l’integrale della somma dei qua-
drati delle curvature principali e si dimostra che tale integrale &
semicontinuo inferiormente.

Ringrazio Ennio De Giorgi con il quale ho discusso i risultati
di questo lavoro.

1. B noto che se g€ L, (E), dove Ec R" & un insieme misu-
rabile, allora per quasi tutti i punti « € £ vale la relazione

(1.1) lim+s—" [ | g (@) —g(y)|dy = 0.
T Bowilv—sl<ut

Nel caso delle funzioni aventi derivate prime misure si puo
dire qualcosa di pit sull’insieme dei punti per i quali vale la (1.1).

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di Ricerca del Comi-
tato Nazionale per la Matematica del C. N. R.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universita, Pisa.
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Cominciamo col provare un lemma riguardante le misure.

LEMMA, 1 Sia A c R* aperto ¢ w: A —> R lipschitziana con
infw (A) > 0. Sia u una misura positiva definita su Q= {(x,y);x € A,
0<y<w() e sia u(Q) << oco. Allora per quasi tutti i punti v € A
8t ha
(1.2) lim+a—”/¢([(5,17); EEA, |E—a|<e —e<<np—w(f)<0})=0.

~0

&

DiM. Indichiamo con {¢} una successione decrescente infinite-
sima di numeri reali tale che

g < infw (4).
Per ogni j consideriamo la misura positiva u; definita su A da
(1.3) w(B)y=u({&n);5€B, —e < n—w(b) <0,
per B c A di Borel.
Avremo allora, poichéjlﬁit: {(5ym);E€d,— e <n—wé)<0}=Q

€ u (Q) < 00,
(1.4) lim uj(4)=0.
J

-+ 0O

Ad ogni u; possiamo d’altra parte associare (v. Teorema di
Radon-Nikodym-Besicovitch) una funzione g;€ L!'(A) in modo che
valgano le

(1.5) [g,- (6)dé < u;(B), * Bc A di Borel,

B
(1.6) wngj(x)= 1im+g"" ui (&3] & — w|<o}), per quasi tutti gli z € 4,
o0
(w,=mis{x;z€R", | x| <<1)).

Dalle (1.3) e (1.6) si ha che la {g;] & una successione non cre-
scente di funzioni non negative e per essa vale, grazie alle (1.4) e (1.5).

(1.7) lim fg,- (&) d& = 0.

j oo
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Dal Teorema di Lebesgue si ha allora che deve essere
(1.8) lim g; () = 0, per quasi tutti gli x € A.
j—oo

Ma dalle (1.3) e (1.6) si ha anche, per quasi tutti gli z€ 4,

(1.9) max 0l4i_m e u({(&y ) ;| E—x | <&, —e<<p—w(&)<<O)N<<w.g)(x), Vi

e quindi dalle (1.8) e (1.9) si ha che la (1.2) vale per quasi tutti

gli x€ A.
c.v.d.

Dal Lemma 1 si ricava il seguente risultato riguardante le
funzioni aventi derivate prime misure.

TEOREMA, 1. Sia A < R" aperto ¢ w: A — R lipschitziana con
inf w(4) > 0.
Allora per ogni f€ BV, (2), dove Q={(x,y); x € A, 0y < w(x)},

n f] Df | <oo esiste @ € L1(S) dove S={(w, w(x)); x € A}, tale che per

Q
quasi tutti gli x € A vale

(1.10)  lim ! [ | @ (2, w (x)) — 1 (& n) | A€ dn = 0,
g — 0+

QYE, 1) | E— 24| n—aw(z) 2<e3

e per ogni g = (g, , .., Ynt1); CON le g; di classe C' e a supporto com-
patto contenuto in ARy 1), vale

n4+1 n—+1
(1.11) P ffDagi .%Df fqﬂ > ¢gividH,
t=lg
(» normale est. su S).

Dim. Dalle formule di Green classiche e dal fatto che f pud
essere approssimata in I, (£2) con funzioni di classe C! si ha che

DR ={n;n€Rn> 0}
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egiste
B c (0,inf w (A)) con mis, E = infw (4),

e tale che per ogni g =1(g,,..,9nt:) con le g; di classe O! e
supp g c AXR4, si ha

n41 n+1 n+1
(1.12) 2 fD, i + > fg, .D,'f—‘-‘—— fz v 0; dHn, '\VL et E,
=1 =1 i=1
S

& & &

dove si deve intendere Q, = {(£,%); (€4, 0 Ty < w (k) — ¢} e
8, = {(& w(§) —e); &€ A}, e, per ogni insieme di Borel B c 4,

(1.18) /|fs —fe|dH, < | | Df|, M e e € B e,

(BXRnS (BXR) (2, — 2,)

dove si deve intendere f, (x, w (x)) = f (x, w (x)—e&).
Dalla (1.13) si ha che esiste il

lim f, in I!(8),
by

e detto ¢ tale limite, tenuto conto della (1.12), si ha che ¢ verifica
la (1.11), d’altra parte, tenuto conto della (1.13) si ha anche

(1.14) |<p-—fs|dHngf|l)f|,\7¢eEE.

(BXR)n S (BX RynR— Q)
Per verificare la (1.10) cominciamo coll’osservare che si ha

(1.15) @ | (@, w (@) — f (& n) | d§ dn <
QN3E n); | E—2 24| p—w(@) <
w (&)
= f & f [ (e, (@) — £ (&) |,
|[¢—2|<s wé)—s
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ed & ovviamente

w(g)
(1.16) f déj | @ (@ w (2)) — f (&) | dy <
1E—x|<e w()—¢
w (&)
gsflqa(w, w (1)) — @ (&, w (&) | d& +f aé flw(f,w(é))—f(f,n)ldm

[E—z|<e [§—2|<e w()—s

D’altra parte essendo @ € L' (S) si ha che ¢ (z, w(z) € L' (4) e
quindi vale

(1.17) 1im+e—" | @ (@, w (@) — @ (& w(£)]| d&é = 0,
& +0
[§—z|<e

per quasi tutti gli « € 4.

Mentre per quanto riguarda P’altro termine si ha

w (&)
(1.18) fdf flw(f,W(E))—f(é, n) | dn Sfdtflfr—ledﬂn,
|E—2|<e w(&)—¢ 0.nE §

per cui, tenuto conto della (1.14), vale

w(§)
(1.19) fdé flw(E,W(E))—f(f,ﬂ)ldT/SS / | Df.
6=z <e w(H)—e - $E 03 | 522 | <o, —s<n—w(®)<0}

Dalla (1.19) e dal lemma 1 si ricava allora

w (§)

(1.20)  lim e~ | d¢ || @& w(E)—f(&n)|dyp=0,

Tt <o wl—e
per quasi tutti gli x€ A.

Dalle (1.15), (1.16), (1.17) e (1.20) segue allora la (1.10).
c.v.d.
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OSSERVAZIONE, 1. Nella situazione del Teorema 1 la funzione
@ verra detta traccia di f su 8.
Dal Teorema 1 si ricava il segnente

TEOREMA, 2. Sia A c R" aperto, (a, b)c B un intervallo aperto e
w: A—>(a, b) lipschitziana con

a < infw(4)<<supw (4) < b.

Siano f,€BVy, (2,), dove 2, ={(x,9); z€4,a <y < wx)}, con
ﬁ Df, | < oo e fotBVioe (92), dove Q, = {(x,y); x € A, w (x) < y < b},

| Df, | < oo. Indicata con f la funzione di Ly (2), dove Q=

2
= A X< (a, b), che verifica

f|91=f1 ’f|-‘?:=f2’

st ha:

i) J € BY10c (82),

i) lef|=f|qsi—m2|dH,,,
S S

dove 8 = ((x,w (x)); x€ A} e @, , p, sono le tracce su S di f, e f,.

Dim. Dalla (1.11) si ha, se g = (g, ..., gnt1), con g; € C} (Q),

n+1 n41 n+1
am  Zrne=—3 farn-3 [onst
1= 1=
Q 2

n+41
+ j <p2 Z v gidH, .

Dalla (1.21) segue allora evidentemente 1’asserto.
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A proposito della validitd della (1.1) per le funzioni aventi de-
rivate prime misure possiamo allora fare la seguente osservazione

OSSERVAZIONE, 2. Se f€ BV, (£2) con 2c R" aperto e Sc Q2
e una ipersuperficie lipschitziana tale che

fIDf|=07
S

allora i valori di f nei punti di 8§ possono essere scelti in modo
che valga, per quasi tutti i punti x€ S,

(1.22) lim+ e | f (@) —f(y)| dy = 0.
80
i ly—z| <s
Nel seguito per valore di una funzione f€ Lige (£) in un punto
x € £ intenderemo il numero f(x) per cui vale la (1.22), ogni volta
che tale numero esista.

2. Ricordiamo che per funzione avente gradiente minimale in
un aperto £2 c R* intendiamo una f€ BV, (£2) per la quale valga,
per ogni compatto K c £,

en [Iori=int} [1Dg]5 ¢ BV(@), 0 =7 w 9 — K.
K K
Utilizzando quanto & stato visto nel n. 1 possiamo allora provare

il seguente

TEOREMA, 3. Se 2c R" ¢ aperto e {f,} € una successione di fun-
zioni aventi gradiente minimale in Q2 e comvergente in Ly (£2) werso
[y allora anche f ha gradiente minimale in K.

Dim. Possiamo supporre che valga, per ogni compatto K c £,

(2.2) 2 [ — 1 ds <
K
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Infatti da una qualunque successione convergente in Lioe (£) se ne
pud estrarre una per cui valga la (2.2).

Cominciamo col provare che f€ BVi,(f2). Per questo basta,
grazie alla Proposizione 0.3 di [5], mostrare che per ogni compatto
K c Q si ha

(2.3) sgpjl Dfi| < oo
K
Per verificare 1a (2.3), fissato K, indichiamo con 4 un aperto rela-

tivamente compatto in €2, con frontiera localmente lipschitziana e
tale che

(2.4) Ao K,

(2.5) f] Dfy | =0, \ b,
34

(2'6) hgl flfh+l "‘"fh I dHu—l < oo .
o4

Se, per ogni k, indichiamo con g¢; la funzione che vale zero in A
ed & eguale a f, in 2—A, dal Teorema 2 dalla (2.5) e dall’Osser-
vazione 2 8i ricava

@1) [1001= [ 15l attes, 30,

Y o4
da cui, tenuto conto della proprietda di minimo del gradiente di f
si ha

(2.8) [1o1< [ 11 atts,
A 24
Dalle (2.8), (2.6) e (2.4) si ha allora che vale la (2.3).

Per verificare che f ha gradiente minimale in £ resta da far
vedere che per ogni compatto K < 2 e per ogni g € BV, (£2) tale che
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g=f in Q—K risulta .

(2.9 Kj | D] i/ | Dg|.

Per provare la (2.9), fissati K e ¢, indichiamo con 4 un aperto
relativamente compatto in £, con frontiera localmente lipschitziana,
per il quale valgano le (2.4), (2.5) e in in pil le

(2.10) f\ Df| =0,
24
(2.11) lim | |f—fu|dHny = 0.
h—+oo |

Se indichiamo, per ogni h, con g¢; la funzione eguale a g in A4 ed
a fp in 2—A4, avremo, tenuto conto del Teorema 2, dell’Osserva-
zione 2, delle (2.5), (2.10) e del fatto che g =f in Q—K

e [1Dol=[1Dgl+ [17 = ful dBucs,
T 4 o4
Poiché f ha gradiente minimale si ha

e [10a1< [1Dol+ [Ir—slat, v,
a A 94

da cui a fortiori

e 105 1< [1001+ [I7—flats,
i 4 94

Dalle (2.14), tenuto conto della (2.11) e della semicontinuita, rispetto
alla convergenza in Llloc, della variazione totale del gradiente su
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un aperto (cfr. Prop. 0.3 di [5]) si ricava
(2.15) fIDfiélegl-
i 4

La (2.9) & allora conseguenza immediata della (2.15), della (2.4) e

del fatto che g =f in Q—K.
c. v.d.

OSSERVAZIONE, 3. Se {f;} & una successione di funzioni aventi
gradiente minimale nell’aperto (2 c R* e convergente verso f in
Lo (2), e se F & un insieme relativamente compatto in Q tale che

]lDf|=o

allora si ha

(2.16) Jim f| Dfy| = [| Df|.

Infatti se A>D E & un aperto relativamente compatto in £ scelto
come nella seconda parte della dimostrazione del Teorema 3 si ha,
ragionando come & stato 11 fatto,

(2.17) Tim fy Df,,|_f;pf;

Essendo A—E aperto si ha d’altra parte, per la semicontinuita
sugli aperti della variazione totale del gradiente,

(2.18) mm hm f| Dfy | 2f| Df|.

A—-F

ovvero, tenuto conto della (2.17),

(2.19) max 1imf| th|g]| Df|.
h—o J J
E E
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Ma essendo F — 0F aperto deve essere

(2.20) min lim [ | Dfs | 2[| Df|.
h— oo

EZ3E E—3E

Dalle (2.19) e (2.20), essendo j | Df| = 0, segue che deve valere la

oFE
(2.16).

3. In questo paragrafo diamo alcuni complementi riguardanti
le frontiere minimali, ovvero le funzioni caratteristiche d’insieme
aventi gradiente minimale, che sono state gid considerate in [3] e [6].

Per gli insiemi misurabili £ c R" sottintenderemo sempre che
la loro frontiera, che indicheremo con < E, verifichi

(3.1) €FE<=>0<mis {y; y€ B, |y—a| <o} <mis{y;|y—=| <o),
¥ e>0.

Per tali frontiere puo farsi la seguente

OSSERVAZIONE, 4. Se {F),] & una successione di insiemi conver-
gente verso un insieme £ in L. (£2) (si intenda che le funzioni
caratteristiche convergono verso la funzione caratteristica) dove
Qc R & aperto, e se x€ FEN 2, allora per ogni ¢ > 0 esiste &,
tale che

(3.2) FELO{Y; |y —a| <o) @, N> b

Infatti, supposto o < dist(x, 092), dalla (3.1) e dalla convergenza
degli E), verso E si ha che esiste h, per cui

(3.3) 0 < mis(y;|y—wx| <o, y€ Bp} < mis {y; | y—= | <o}, ¥ b >he,

e la (3.3) implica ovviamente la (3.2).

Considerazioni pilt precise possono farsi quando si tratti di
frontiere minimali. A proposito di queste ricordiamo che se ¥ E &
minimale in 2 c R* allora FE N 2 & costituita di una parte singo-
lare N, chiusa in £, e di misura (n — 1)-dimensionale nulla e di
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una parte regolare che & una ipersuperficie analitica. La parte re-
golare & formata dai punti # per i quali esiste il

Dy,
Wil — Dy,
(3.4) lim Wilv—el<e =y @
N )
e—>0+ |D§DE| E

Wily—z|<et
(py funzione caratteristica di E)

e tale limite & un n-vettore di modulo 1. Ovvero la parte regolare
di FEn 2 & con le notazioni introdotte da De Giorgi in [2], la
frontiera ridotta di E in Q, cioée F*E N L. Per questi risultati si
veda il Teorema 6.5 di [6] oppure [3].

OSSERVAZIONE, 5. {Ej,} sia una successione di insiemi aventi
frontiera minimale nell’aperto 2 c R", {x;} sia una successione di
punti con @, € FEy, M h. Se B, — E in L, (2) e x;, — 2 €2 al-
lora si ha x€ F K.

Infatti: se x¢ FE, tenuto conto di (3.1) e di un eventuale
passaggio ai complementari di tutti gli insiemi considerati, si pud
determinare o : 0 << p < dist (x, 6£2), tale che

(3.5) mis{y; |y —x| <o, y€ B} = 0.

Dalla (3.5), poiché B, — E in Li, (£2) e poiché o < dist (x, 602) si
ricava

(3.6) lim mis{y; |y — | <o, y€ By} = 0.

h — oo
D’altra parte, se h, & tale che
(3.7) |wh——-w|<—g—, N> hy,

per il fatto che x; € ¥ F si ha (cfr. Teor. IX pag. 21 di [3] oppure
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il Teor. 3.8 di [6]

. 1 "
6:8) misly; [y — o] <o yeb) = o (5], ¥ >k,

(0n—1=mis {¢; € B, | & < 1))

Le (3.8) e (3.6) essendo incompatibili si deve dedurre che x € f E.
Per il caso di frontiere minimali si pud fare qualche precisa-
zione riguardo ai punti regolari. Vale al proposito il seguente

TEOREMA, 4. Sia 2 c R™ aperto ed {Ej,} una successione di in-
siemi aventi frontiera minimale in Q, e sia {x,} una successione di
punti verificante x, € FEy, ¢ h. Se By, — E in L (2) € xp,—>x €
se x € F*E N Q, allora esiste h, tale che

i) 2, € F*E, N2, N h>h,

i) lim () 7 (@)

11 1m X £)e
h*OOID FI " !D E|

Diy. Dal Teorema 3 si ha che K & minimale in {2 e quindi,
se o < dist (x, 082) si ha (cfr. formula (3.11) di [6] oppure Teor. VII
pag. 17 di [3])

1 .
(3.9) ol |D¢E|g?nwn (wp=mis {y; yeR", |y| < 1))
wily—=z| <ot

Dalla (3.9) e dal fatto che x € F*EnN 2 si ha

|
(3.10) lim pl—7 [ | Dy, | — l Do, || =0.

e~ 0+

Wily—=| <ol Wily—z|<et

Esistera allora o, 0 < ¢ < dist (x, 32), tale che

o a=( [ ioni=| [ nl)<o(nd)

Wily—=| <ol Wily—=| <et
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1
dove o(n, ?) ¢ la costante del Teorema 5.7 di [6]. Possiamo poi

evidentemente supporre anche che valga
(3.12) f | Dp,|=0.
Wily—e| =0

Dalla (3.12) si ricava allora, per I’Osservazione 3,

(3.13) lim f | Dy, | = f | Dy, |

h —~ oo

Wily—z| <ot Wwily —z| <et

oltreché ovviamente

(3.14) lim [ Doy,

h — oo

| J

wily—z| <o wily—z|<ef

Posto gp =|x, — x|, essendo g5 — 0 per h—» oo, dalle (3.11),
(3.13) e (3.14) si ha che esiste h, tale che: per ogni h > h, si ha

Qh<ge

— ! 1
(3'15) (Q—Qh)l—nl f lD(th}—l f D¢Eh‘j|<o(n’ —2")7

Wily—a| <o Wily—z| <el

per cui a fortiori vale

. 1\
s [ pgy = | [ D |<o(ng)@—ar
wily—ap | <e —epl Wily—mp | <e—epl

Mh>h.

Dalla (3.16), per il Teorema 5.7 di [6], si ha che w,€F*E;,
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M b > b, e per il Corollario 6.3 di [6], si ha

Dy,

Do iy — 1\y/¢t —

(3.17) ll)(p‘“"(x)—% <n<n,-§—)l/—?, Vit<o
B | Doy,

wily—z| <Y

» I)(th

P wivly—=zp | <Y 1 t

(3.18) By hl (@) .___h._‘ <nlm5 ]/:_._
Ey, f |7])€0Eh| l Q—0n

wily—ap <8 |
Mh>hy, Mt<o—on.

Dalle (3.17) e (3.18) e dal fatto che per quasi tutti i ¢ < dist (x, 092)
gi ha

I)(th Dy,
Wily—zp < wily—e2l <Y

(3.13) lim =
h ~» o0
/ID%,,I f | Doy |
Wily —2p 1 <8 Wwily—=z| <4

gsegue che vale la ii).
c. v. d.
Dal Teorema 4 e da un risultato provato in [5] si ricava il
seguente

LEMMA, 2. Se {(Hy} ¢ una successione di insiemi aventi fromtiera
minimale nell’aperto Qc R, se E,— E in Li, (£2) e se x= (y, 1)
(y € R*1, t€ R) appartiene a F*E N 2 ¢ vale

l)nq)E__
() =2p >0
[ Dyl ’
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allora esistono due numeri positivi g, o, un indice h, e per ogni
h > h, una funzione f, definita in {y;|y—y| <o} a valori in
{t;|t—t|<<o} in modo che

) FEan{zsa=(t)|y—y|<olt—t|<o=
=) ly—y| <o Mh>hy,

| fr (¥) — fu (') |

|y_y/] ;’y_§‘<97|y,_§|<97h>110 <OO.

ii) sup

DiM. Dal Teorema 4 si ha che possono determinarsi g, o posi-
tivi e A, in modo che

(3.20) (yyt)EC]Ehvl?/_§'<Q’lt"7l <0,h>ho:>(%t)€g*Eh
e

D, ¢ B,

—(y, t .

Se o & scelto in modo che valga
o> opt i1 —p?,

dalla (3.20) e dal Teorema 5.6 di [5] si ha che esiste f,, per h>h,,
tale che valga la i) e

(3.21) fh—,(yy—)%hfyj ly—y | <o |y —y | <oy h>ho < p~f1— p?.

c. v.d.
OSSERVAZIONE, 6. Dal teorema di De Giorgi relativo alla hol-

derianita delle estremali degli integrali multipli regolari (v. [1]) e
da un classico risultato relativo alla hdolderianita delle derivate se-
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conde delle soluzioni regolari delle equazioni ellittiche (v. Teor. 35.
IV di [4) si ha che:

se {fu) & una successione di funzioni analitiche su un aperto
A di RB™ ed ivi soluzioni dell’equazione delle ipersuperfici di area
minima
s D D; fu

o 14| Dfn|?

se la {fy] converge in ILij,.(A) e se per ogni compatto K c A vale

(3.22) =0, Mh

(3.23) sup { | Dfy (@) |; € K, h} < oo,

allora ogni successione che si ottiene derivando quante volte si vuole
la {f,} converge uniformemente sui compatti K c A.
Dal Lemma 2 e dalla Osservazione 6 si ricava allora il seguente

TEOREMA, 5. Sia Q= \(y,t); ye R, |y| <o tER,|t]| <o} e
{(En} una successione di insiemi aventi frontiera minimale in £, con-
vergente in Ly, (2) verso Vinsieme E = ((y, t); ly | <o, t < f(y)], dove
S ¢ una funzione analitica in {y; |y | <o} a valori | f(y)| <<o. Allora
per ogni o’ < o esiste o’ <o e un indice h’ tali che

(3.24) FEuN{y, t);|y| <o’ |t| <o’} ={,/a®);|y]| <o’} WA >,

e le f, sono analitiche in {y; |y | << o’} e ogni successione che si ot-
tiene derivando quante volte si wvuole la {fy} converge alla derivata
omonima di f uniformemente su {y; |y|<<o’}.

4. In questo paragrafo riprendiamo lo studio delle curvature
delle ipersuperfici minimali iniziato in [7]. Le ipersuperfici che qui
considereremo saranno frontiere di insiemi e quindi non necessaria-
mente cartesiane come in [7].

Se Qc R* & aperto ed F & un insieme avente frontiera mini-
male in 2, in ogni punto di F*En £, ovvero in ogni punto rego-
lare di FE N £, si possono considerare le curvature dell’ipersuper-
ficie *E N . Indicheremo allora con y, la misura positiva defi-



Comportamento delle successioni ece. 255

nita su 2 da

(4.1) yp(B) = ?dH,_,, %+ Be £ di Borel,
BnNF*E

dove ¢? & la somma dei quadrati delle curvature principali di F*E N Q.
Vale allora il seguente

LEMMA, 3. Se 2 c R™ é aperto, se {E,} é una successione di in-
siemi aventi frontiera minimale in Q e comvergente in L, (2) verso
Vinsieme E, allora si ha

h — oo

(4.2) 1m1[gm%h=jjdhw

per ogni funzione continua g il cui supporto compatto sia contenuto
in 2 e non abbia punti in comune colla parte singolare di FE.

Dim. Se &€suppg allora necessariamente o ¢ #E o & ¢ un
punto regolare di & E. Nel primo caso pud trovarsi un aperto A3¢&
e un indice h: tali che

(4.3) FENAs= @, N h> he,

nel secondo caso pud trovarsi un aperto A:3& e un indice h; tali
che, per ogni » > h;, FE, N As & il grafico di una funzione anali-
tica e la successione di funzioni analitiche che cosi viene a trovarsi
(v. Teorema [5]) converge uniformemente verso una funzione anali-
tica il cui grafico ¢ FEN A; e le successioni derivate convergono
uniformemente verso la derivata omonima di tale funzione.
Indichiamo allora con {«;} un numero finito di funzioni conti-

nue non negative a supporto compatto e tali che

(4.4) per ogni i esiste £; tale che supp o; c 4,

(4.5) 2‘ ai(®) =1, N xesuppy.
Avremo allora

(4.6) g=92a,
T
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e per ogni ¢
(4.7) focig dy, ===hIixI:o [a;g dth.
Dalle (4.6) e (4.7) segue allora la (4.2)
Dal Lemma 3 si ricava il seguente

TEOREMA, 6. S¢e 2 c R* ¢ aperto, se {E,} é una successione di
insiems aventi fromtiera minimale in Q e convergente in Ly, () verso
B, allora per ogni aperto A c 2 si ha

(4.8) 75 (4) < min lim y, (A).

h — oo

Dim. Basta osservare che essendo y, una misura positiva con
supporto contenuto in F* EN £ (qui il supporto va inteso nel senso
della teoria della misura, quindi non occorre che sia chiuso) si ha

(4.9)  yz(4)=-sup

/gdrE;gﬁCo(A—(7E—7*E)),Iyl£1 ,

e applicare il Lemma 3.
e.v.d.

A proposito dellintegrale della somma dei quadrati delle cur-
vature principali in [7] & stato provato che per ogni intero n esiste
una costante k(n) tale che, per ogni ipersuperficie S = {(x,f(x));
x € 2 c R*} minimale analitica e per ogni x, € 2 e o <<d = dist (x,,0£)
si ha
(4.10) c? dH, <<k (n) —iz— o2

' T d—er T
5@, 9) 5 18— 11+ y— 7 (@0) 1<

Con la stessa dimostrazione si puo provare piu in generale che

(4.11) ¢*dH, <k (n)

Sni(@, ) ;5 | 2 2o 2| y—vo |*<e?

m@n_2, MYy, ER.
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Mediante il Teorema 6 la validita della (4.11) puo essere estesa

alle frontiere minimali approssimabili con ipersuperfici cartesiane
minimali analitiche. Vale infatti, come conseguenza immediata del
Teorema 6 e della (4.11), il seguente

TEOREMA, 7. Sia 2 c R" aperto e {(x, f, (%) ; « € £} sia una suc-
cessione di ipersuperfici minimali analitiche. Se la successione di in-
stemi B, = {(x,y); € Q,y < fn(®)] converge in Li,. (2<R) verso
Vinsieme E, allora per ogni x,€ 2, y,€ R e o < d = dist (x,, §£2) si ha

(4.12)

dove

[1] E.
[2] E.
(3] E.
[4] C.
(5] M.
(6] M.

[7] M.

d2
@—op*?

n—2

18] ({(.%', Y | X—X, l2 -+ [ Y=Y, ’2<92 })gk (n)

k(n) é la stessa costante della diseguaglianza (4.11).

c.v.d.
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