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SU UNA QUESTIONE RIGUARDANTE
LE CHIUSURE DI MOORE

ROBERTO MAGARI *)

SUNTO: un C.G. (Cfr. [4J&#x3E; 1) e G, X sottoinsiemi di E. Si studiano

condizioni affinchè sia x.

1. Premessa.

Sia W un insieme non vuoto e sia Fw = U WWi il cono
oiw

(cfr. [1] cap. III) delle operazioni finitarie su W.
Allo scopo di affrontare un problema riguardante la classe equa-

zionale di algebre « associata » a  W, F&#x3E; dove F sia un fissato sot-

toinsieme di Fw, (cfr. [5] premessa), è opportuno caratterizzare gli
elementi f E che risultano, parlando imprecisamente, « esprimi-
bili » mediante le operazioni binarie a loro volta « esprimibili » me-
diante f. In termini più precisi, tenuto conto del fatto che l’ope-
ratore g definito da :

(1) KX = clono generato da X (X C Fw)

è un operatore di Moore (cfr. [1] cap. I e [2] cap. III) 1), ossia, secondo
la terminologia di [4], FW , K&#x3E; è un C.G., si tratta di caratteriz-

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(gruppo n. 37 del Comitato per la Matematica) per l’anno 66-67.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Università, Firenze.
1) ved. anche il successivo n. 2.



190

zare quegli elementi f di Fw per cui è :

In questa breve nota ho raccolto alcune semplici osservazioni

preliminari sulla questione che hanno una portata più generale e
che precisamente si inquadrano nel problema seguente :

sia (E, g ) un C.G. e E. Si chiede di studiare l’insieme

degli X C E per cui è :

Il problema ora esposto presenta interesse anche per il seguente
motivo. Sia E l’insieme delle espressioni di un linguaggio logico e
g l’operatore conseguenza, ossia l’operatore che ad ogni insieme X
di espressioni associa l’insieme KX delle espressioni che sono con-

seguenza di X. È ben noto è allora un C.G. (cfr. ad

esempio [4]). Se X è una teoria (ossia un chiuso di  E, g ~) e G è
un insieme di espressioni, la condizione (3) (equivalente, come si

vedrà più oltre, alla : K (G f1 KX) = KX e quindi, se X è un chiuso,
alla 8 (G f1 X~ = X) esprime la circostanza che è possibile reperire
in Q~ un sistema di assiomi per X.

2. Richiami sui C.G.

Per comodità del lettore ricordo che un C.G. è un sistema

( E, .g ~ in cui :

(4,1 ) E è un insieme

(4,2) g è un’applicazione a 9)(B) tale che:
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Se ne deducono immediatamente le :

un C.G., K si dice un C.G.-operatore o operatore di
Moore su E.

Ricordo ancora che, detto e l’insieme dei « chiusi » di un C.G.

si ha:

(591) e è chiuso rispetto alle intersezioni (anche infinite) 4)

Viceversa se E è un insieme soddisfa la (5,1)
esiste uno e un sol operatore di Moore K su E (quello appunto
definito dalla (5,2))~ per cui 6 è l’insieme dei chiusi di j~2T~.

2) Per un qualunque X : ~ (.E) -- ~ (E) le (4,23), (4,24), (4,25), (4,26) sono

ovviamente eq ui valenti.
3) Più in generale valgono le :

4) La proposizione va intesa secondo la convenzione per cui 
@
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Sarà utile nel seguito la seguente :
DEF. 1. un C.G. e operatore rela-

tivo a Y l’applicazione Ky definita da :

Facilmente si verifica che  Y, Kr ) è un C.G.

3. Ora e nel seguito  .E, K) indicherà sistematicamente un

C.G. e e l’insieme dei suoi chiusi.
Si ha ovviamente :

PROP. 1. Se X, a E ~~ (E), sono eqnivalenti le eondizioni :

DIM.

da (3) segue (3,1). Valga la (3), allora è :

e anche :

da cui:

e dalle (7) e (8) segue la (3,1).
Che dalla (3,1) segua la (3) è ovvio.

PROP. 2. Sono equivalenti le condizioni :

e ciascuna di esse è condizione necessaria per la validità della (3).
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DIM. L’equivalenza fra le (9,1), (9,2), (9,3), (9,4) è ovvia.
Valga la (3).
Si ha:

e dalla (3) segue ora la (9,1).
Che le (9) non siano in generale sufficienti per la validità della

(3) è mostrato dal seguente :

-éÉ86YRp10 a.

Sia ( .E, c ) un insieme totalmente ordinato avente almeno tre
elementi c (e supponiamo a  b C c) e K sia definito da :

(10) KX = y E E : esiste almeno un x E ~’ con x C y ~ 1 (X C E).

~ E, g ~ è ovviamente un C.G. e posto G = ~a~, X = f b~ si ha ov-

viamente cioè ossia la (9, 4), mentre è:

Fissato a prendiamo ora in considerazione i due insiemi :

Ovviamente è :

Si ha ~

PROP. 3. ~o è chiuso rispetto alle unioni (anche infinite).
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cioè

Minore interesse ha lo studio degli insiemi :

ottenuti fissando X.

Banalmente si ha :

PROP. 4. è permesso rispetto att’ unione, ossia :

Quanto a si ha :

ossia se C~ è un chiuso le (9) sono sufficienti per la validità della (3).
(In altri termini si ha :

ovvia).

4. Allo scopo di facilitare, nei casi particolari, lo studio dell’in-
sieme ifa sarà utile considerare 1’insieme :

Sia poi ea l’insieme dei chiusi di  G, KG ).

PROP. 5. Si ha :
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Dm. Sia f1 con X C .E. Si ha :

e poichè  G, KG &#x3E; è un C.G. si ha addirittura KG F = F ossia F E ea.
Sia cioè (F C G e) È allora:

È poi ovvio che è c ~ X C E) onde i primi tre

insiemi scritti coincidono. Dalla (11) segue poi che

Sia ora e indichiamo con 6~ l’insieme

Facilm ente si ha :

PROP.

DIM. Poiché per definizione è óp C Ja basterà dimostrare che

è C U Sia X E posto F = G n X segue dalla prop. 5
FEeG

che F è un chiuso di  e si ha X E (5,Y. Ne segue la propo-
sizione.

D’altronde è subito visto che per ogni è :

Sia infatti x E (5,v , cioè X E e X f1 G --_ F.

La (3,1) diviene, tenuto conto del fatto che X è chiuso :

cioè appunto X = KF.
Viceversa si ha :

e anche

e da queste segue E ~~ .
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Si arriva cos  alla seguente :

PROP. 7.

La prop. 7 è notevolmente utile perché riduce lo studio di ~~ a
quello di eG .

D’altra parte 97c, è legato a 9:G dalla :

5. La condizione (3) e l’equivalenza associata a K.

Ricordo che, secondo la terminologia di [4] (al quale rimando
per maggiori dettagli) dato un C. G. ~ .E, g ) il preordine, , e
l’equivalenza 1~ associati a K sono cos  definiti :

Indichiamo ora con Q il quantore su E associato alla R

(cfr. [3]) definito, ricordo, da :

Ovviamente è :

(22) Q è più fine di K, cioè :

inoltre,

cioè :

(23,1) ogni chiuso di  E, ~ ) è unione di elementi di E/R.
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Indichiamo ora con e, a, k, le relazioni binarie definite su

dalle :

Si verifica facilmente che :

PROP. 8.

(i) Lo, k sono di equivalenza
(ii) ~o è più fine di k, cioè :

Vale la seguente

PROP. 9. Gi (J °2 , 1 XI k X2 , G2 , Xi , E 9 (E)) allora
è : 1 a X, se e solo se G20 In particolare sono equivalenti le

seguenti condizioni : M

DIM. Tenuto conto delle considerazioni precedenti basterà di-

mostrare che sono equivalenti le (28,1), (28,2), (28,4). ,

L’equivalenza fra la (28,1) e la (28,4) segue dalla (11).
Valga la (28,2) sia cioè :



198

allora è 5) :

vale cioè la (28,1). Che poi la (28,1) implichi la (28,2) segue imme-
diatamente dalla G c QG, tenuto conto della prop. 4.

5) &#x3E; Ricordo che vale per Q la : 

Cfr. P. R. HALMOS [3]).
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