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ALCUNI RISULTATI
DI TEORIA SPETTRALE PER I PROBLEMI
Al LIMITI LINEARI ELLITTICI

G. GEYMONAT *) ¢ P. GRISVARD *)

Introduzione.

Nell’aperto limitato 2 < R™ di frontiera I" sufficientemente re-
golare si consideri il problema lineare ai limiti ellittico

Au = f in £
(I
Bju = g; j=1..,m sul

dove su A, { B; };"= ,» 2 si facciano opportune ipotesi di ellitticita e
di regolarita (v. n. 2).

In questo lavoro vengono date alcune proprietd di teoria spet-
trale relative a tale problema. Si consideri a tal fine I’operatore A4,
non limitato in Wh—2m+k2 (Q), 1 < p < + oo, k intero =0 di do-
minio D (4y) = {u€ Wh—2mtkr (Q)s Bju =0 j=1,..,m su I'} de-
finito da

u—> Ay u = Au.

Lavoro svolto nel’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca matematici del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

*) Indirizzo degli AA. Istituto Matematico, Univeritd, Pavia, Département
de Mathématiques, Université Mohammed V, Rabat.
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Si dimostra innanzitutto che lo spettro di tale operatore & di-
screto senza punti di accumulazione al finito ovvero & tutto il piano
complesso.

Si pone quindi il problema di dare condizioni sufficienti perche
lo spettro sia discreto. Agmon [1] sotto V’ipotesi supplementare che
il sistema (B} sia normale secondo Aronszajn-Milgram [7] (e cio&
sia m; == m; per i % j, mj<< 2m — 1, la frontiera I" sia non caratte-
ristica per ogni operatore Bj, j = 1, ..., m) ha dato per 1 < p << 4 oo
una condizione sufficiente perché lo spettro sia discreto. Agranovich-
Vishik [6] hanno studiato il caso p = 2 ed hanno, tra 1’altro, dimo-
strato con tecnica completamente diversa, che la condizione data da
Agmon & sufficiente perche lo spettro sia discreto per sistemi {Bj H
di condizioni ai limiti pitt generali, anche non normali.

In questo lavoro viene adattata una idea di Agmon-Nirenberg
(che & alla base della dimostrazione dei risultati di [1]) ad una di-
suguaglianza « duale » del tipo di Peetre [18].

In questo modo si dimostra che la condizione di Agmon & suf-
ficiente perchd lo spettro sia discreto per 1 < p << 4+ oo anche nel
caso di un sistema (B]. };"= , di tipo generale (purchd lordine di B;
sia << 2m — 1).

I risultati ottenuti da Agmon [1], sotto ’ipotesi che il sistema
{ B]. };’; , Sia normale, concernenti la completezza degli autovettori ge-
neralizzati sono estesi al caso di sistemi di tipo generale ed anzi
sono inquadrati nel n. 1 in un ambito pil generale di operatori ad
indice non limitati negli spazi di Banach.

I risultati ottenuti vengono estesi ad una classe di problemi
ai limiti per sistemi ellittici secondo Petrowsky di ordine o con
operatori ai limiti di tipo generale (purché di ordine << ¢ — 1) otte-
nendo cosl una generalizzazione al caso p 5= 2 di alcuni risultati di
Agranovich-Vishik [6].

In questo lavoro viene anche studiato il problema del rapporto
fra V’indice del problema (I) e quello dell’operatore A,; ottenendo
una formula che estende un risultato di Seeley [19] e che pud essere
inquadrata in un ambito generale (v. n.1, teor. 1.1).
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n. 1. Alcune proprieta degli operatori ad indice.

1. Un operatore lineare T dello spazio vettoriale (sul corpo
complesso) E nello spazio vettoriale (su C) F & detto operatore ad
indice se dim Ker (7T') << 4 oo e dim Coker (7T') (= codimpIm (T') =
= dim (F/Im (T'))) << + oo ; D’indice & allora per definizione y (T')
= dim Ker (T') — dim Coker (T') << + oo.

Il seguente risultato di carattere generale contiene come caso
particolare un risultato di Seeley [19].

TeEOREMA 1.1. Siano E, F, G spazi vettoriali su C, sia A :e—> Ae
un operatore lineare di E in F, B:e—» Be un operatore lineare di
E in G e sia T:e—>(Ae, Be) Poperatore lineare di B in F X< G
associato ; sia infine A, la restrizione di A a Ker (B).

Condizione necessaria e sufficiente perché codimpy g Im (T') << 4 oo
é che sia codimpIm (4,), codimg Im (B) << 4 oo.

Se codimpy e Im (T') << 4 oo allora vale la seguente formula

(1.1) codimpy g Im (T') = codimp Im (4,) 4 codimg Im (B).

DIMOSTRAZIONE. Sia H un supplementare algebrico di Ker (B)
in E; allora B & un isomorfismo di H su Im (B); sia B~! I’isomor-
fismo inverso e sia R una applicazione lineare di G in E che pro-
lunga B~!; risulta quindi Bo R coincidente con lidentitd su Im (B).

Proviamo innanzitutto che

Im(T)={(f,9)€F < G; ge¢Im(B), f— ARg € Im (4,)}.

=f
Be=g¢g
¢ €Im (B) e dunque posto ¢, = Rg ed ¢, = ¢ — ¢, si ha

Infatti se (f, g) € Im (7T') allora esiste ¢ € F con e quindi
Ae, = f— ARy
Bei =Be—BeO=0

e quindi f — ARg€Im (4,).
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Sia ora (f,9)€ F>< @ con g€Im(B) ed f— ARg€Im (4, e sia
Ae, =f— ARy

; 8i ponga ¢, = Rg, e = ¢, | ¢,; allora
Be1 =0

¢, €H con %

risulta
Ae=f— ARg+ ARg= f

Be = BRg=ygyg

e dunque (f,g)€Im (T).
Indicati con F*, G* i duali algebrici di F, G?) si considerino i
seguenti spazi vettoriali :

Im (T)L = {(u,v) € F* < G*; {Ae,udp v+ (Be,v)g e+ =0, \} ¢ € E }
Im (A) = {u€ F*;{ Ade,udr, y»= 0, \+ ¢ € Ker (B) }
Im (Bl ={veE@*;{Be,v)g a+=0, \fe€E}.
Sia ora P Vapplicazione lineare di Im (T) in F* definita da
(u, v)EIm (T) — u € F*;

& facile verificare :

i) Ker(P)={(0,v)€ F*>< G*; (Be, v)g,a» = 0 \/ e€ B}={0}><Im(B)! ;

ii) Im (P) € Im (4, ; infatti se » € Im (P) allora esiste v€ G*
con { Ae,udp p+ + { Be,v)g ¢ = 0 per ogni ¢€ F e quindi per ogni
¢€E con Be =0 risulta { Ade,udp p« =0 e dunque u€Im (4,)!;

iii) se € Im (4, allora (u, — ‘R o*Au)€Im (T)!?); infatti se

1) 8i indicheranno con (f,u)p px  {g,v )g g« le forme bilineari canoni-
che su F>< F* e su G < G*.

2) Con notazione abituale tA, risp !R, & la applicazione lineare trasposta di
4, risp. di R, definita da (e, tAu)E, p=Cde, u)p p» risp. (g, tRe*)G, =<Rg,¢")p p»,
dove al solito E* & il duale algebrico di E ed ( ¢,¢")p g« & la forma bilineare
canonica su E < E*.
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(Ae,udp p» = 0 per ogni ¢ € Ker (B) allora

¢ Ae, u)z«’,F' —_ <B6, tRotAu >G, Gx = <A6‘, ’M)F,Fk —_ <ARB€, u>F,F* ==
= (A (¢ — RBe), u)p = 0

per ogni ¢ € F poiché ¢ — RBe € Ker (B).
Da ii) ed iii) segue dunque

Im (P) = Im (4,),

e quindi poiché si ha

dim Im (7T')! = dim Ker (P) 4 dim Im (P)

codimpyg Im (T) = dim Im (T')!

codimp Im (4,) = dim Im (4,}! = dim Im (P)

codimg Im (B) = dim Im (B)l = dim Ker (P)
risulta

codimpyg Im (7') = codimyp Im (4,) + codimg Im (B),
da cui segue la tesi del teorema.
C.V.D.

Siccome sotto le ipotesi del teor. 1.1 & ovviamente Ker (T) =
= Ker (4,) si ha il seguente risultato.

COROLLARIO. Sotto le ipotesi del teorema 1.1, condizione mneces-
saria e sufficiente perché T ammetia indice é che A, ammetta indice e
sta dim Coker (B) < + oo . Inoltre se x(T) < + oo vale la sequente
Jormula

(1.2) 2 (Ay) — x (T') = codimg Im (B).

2. Siamo ora E, F, spazi vettoriali topologici (su C); allora si
hanno i seguenti risultati (v. per es. Gohberg-Krein [12], Kato [13],...)
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TEOREMA 1.2. i) Se E, F sono due spazi di Fréchet ¢ se T ¢
lineare continuo e ad indice da E in F, allora 1 é un morfismo
stretto 8) e quindi Im (T) & chiusa.

ii) Siano E, F due spazi di Fréchet ; allora condizione necessa-
ria e sufficiente perché Voperatore T lineare e continuo da E in F
ammetta indice é che T sia un morfismo stretto e che Ker(T)e Ker (!T) %)

siano di dimensione finita ; allora

2(T) = — 4 (T) = dim Ker (T) — dim Ker (T)

iii) Sia T : E— E un operatore lineare continuo e ad indice
nello spazio di Banach E; se S é un operatore compatto di E in sé
allora T + 8 ammette indice ed & y (T + S) = x (T).

In connessione con il teorema 1.2. ii) si ricordi il seguente ri-
sultato di Peetre [18 ; lemma 3]

PROPOSIZIONE 1.1. Siano E, F, G tre spazi di Banach riflessivi
con E c F Viniezione di E in F essendo compatta; sia T un opera-
tore lineare e continuo di E in G ; allora le seguenti affermazioni
sono equivalenti :

o) esiste una costante C > 0 tale che per ogni x€ E é

[#lle<C{l| T2l + || @ ||}

B) T é morfismo stretto (e quindi Im (T) é chiusa) e Ker (T) ha
dimensione finita.
In connessione al teor. 1.1. si ricordi il seguente risultato (v. [11],
prop. 3.1).

PROPOSIZIONE 1.2. Siano E,, E, due spazi wvettoriali topologici
localmente convessi e separati. Supponiamo che siano verificate le se-
guenti ipotest :

3) Morfismo stretto = omorfismo nel senso di Banach.
4) Con 'T si indica I'applicazione lineare e continua trasposta di 7.
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i) B, é denso in E, e Viniezione canonica j di E, in E, &
continua ;

ii) A; & un sottospazio chiuso di E;,i=0,1;

iii) A, =(w€E, ; j(x)€ Ay} (e ciod A, = 4,n E,).

Allora : «) se A ha codimensione finita in E,, risulta codimg 4,

= codimg 4, ;

B) se A, ha codimensione finita in E,, risulta codimp A, =
= codimpg, 4, .

3. Siano H, F spazi di Banach, sia T un operatore lineare non
limitato di F in F con dominio D (T)c E e sia T chiuso.

Si dice che T & un operatore ad indice se Im (7) & chiusa in F
e se dim Ker (7T), codimr Im (T) < + oo ; lindice di T & allora, per
definizione, y (7)) = dim Ker (T) — codimz Im (7).

Introdotta in D (T) la norma del grafico

¢ — 2|z + || Tv||r

e facile verificare che rispetto a tale norma D (7T) & uno spazio di
Banach ; T risulta un operatore lineare e continuo da D (T) munito
di tale norma in F; se 7 ammette indice come operatore non li-
mitato, ammette anche indice come operatore continuo da .D (7') (mu-
nito della norma del grafico) in F e l’indice & ovviamente lo stesso.

Per le principali proprieta dell’indice di 7' si veda ad es. Gohberg-
Krein [12], Kato [13],...

4. Sia T un operatore lineare non limitato di ¥ in s® di do-
minio D (7)c E e sia T chiuso. Si indica con ¢ (7)) linsieme risol-
vente di T e ciod ’ingieme dei A€ taliche R(A; T)=(— T+ A1)
esiste ed & un operatore lineare e continuo da E in sé e vale

RA; T (—T+AilHe=x MxeD(T)

(—T+ADRG; Ta==x N z € B

Si indica poi ¢ (7') lo spettro di T e cioé il complementare di
o(T) in C.



128 G. Geymonat e P. Grisvard

I seguenti risultati si riallacciano a proprietd dimostrate in
Agmon [1], [2], Gobberg-Krein [12], Taylor [21], Dunford-Schwartz
[10],...

PRrROPOSIZIONE 1.3. Sia T un operatore non limitato di E in sé
con dominio D (T)c E e sia T chiuso e ad indice. Sia inoltre UVinie-
zione di D (T), munito della norma del grafico, in E compatta. Allora :

i) o (T)= C oppure o(T) é un insieme discreto senza punti di
accumulazione al finito ;
ii) condizione necessaria, ma non sufficiente, perché o (1) =F &

¢ che sita y(T)=0.

DIMOSTRAZIONE. Risulta ovviamente o (T) = {1€(; ker (— T +
4+ 4I)={0}, Im(—T-+AI)= E} e quindi se A€ g(T), allora
2(— T+ A11I)=0. Siccome T & continuo da D (7), munito dellla
norma del grafico, in E e siccome l’iniezione di D (7') munito della
norma del grafico, in F & per ipotesi compatta si ottiene, per il
teor. 1.2. iii), y(— I'4+ A I)= x (T') e dunque condizione necessaria
perché sia o (T)3= @ & x(I)= 0. Tale condizione non & perd suffi-
ciente come ha dimostrato Seeley [19] costruendo un esempio in cui
e x(I)=0 ma risulta o (T) = O&.

Sia ora o (T)3= @ ; se u,€po(T)allora R (u,; T)é un operatore
lineare e continuo da ¥ su D (T') e quindi poiche I’iniezione di D (7
in F é& compatta risulta R (u,; T) un operatore compatto di F in
8¢ che verra indicato con &.

Volendo risolvere l’equazione

uw€D(T)

— Tu 4 u=f
con f€ B, pu,da

— T+ pg = f + (g — A

8i ottiene u = R (uy; I)f + (g — 4) B (uy; 1) w e quindi posto R (u,;
T)= 8 si deve risolvere ’equazione
1 1

U — Su =
Mo— 4 Mo — 4

Sf.
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Se e solo se (u, — 4)"1€9(S) tale equazione ammette la soluzione

1 1
qu(,uo—-l’S),uo—le

e quindi risulta
. 1
e(I)=MeQ;25u, ——— €M) u{u
Ho —

e per A==y,

1
RA;TNY=R|——; R(puy; I)| —— R (uy; T).
(l’ ) (ILLO _ l y (I“O ’ )) luo — l (MO ) )
Siccome 8 & un operatore compatto di ¥ in se, lo spettro di 8 &
discreto, limitato e 0 & il solo punto di accumulazione possibile ; di
conseguenza lo spettro di 7 & discreto senza punti di accumulazione

al finito.
C.V.D.

CoROLLARIO. Se o (T)== @& allora ogni A,€6(T) é un polo di
ordine finito di R(1; T').

Basta applicare risultati noti di analisi funzionale (v. per es.
Taylor [21] cap. 5, §. 5.8 pag. 313).

Si consideri ora operatore 7" di F in s¢ di dominio D(7") =
{x€ B;x, Tw,.., T" 12 €D(T); si dicono autovettori generalizzati,
od anche solo autovettori, di 7' corrispondenti all’autovalore 1, gli
x€F con x==0 tali che esiste un n intero =1 per cui

2D (T, (— T4 Ay Iy'x=0.

Se o(T)=+ @ allora ogni 4,€06(T) & un polo di ordine m (4,)
di R(A;T) ed inoltre, come & noto (v. per es. Taylor [21] cap. 5
§ 5.8) risulta

B = Ker (— T+ &y 1" ) @ Im (— T+ 3, I]" )

Ker((— T+ A, I") = Ker([— T + 4, I]™®*) per ogni n = m(1,)
Im((—T 4+ 4, I") =Im ((— T + 4, IJ™®) per ogni n = m(4,)
dim Ker ((— T + 4, I™®) < 4 co.
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Considerato allora il sottospazio di E generato da

J —_ mlo)
%Elg(T)KeI ([— T + 4, I @)

ed indicato tale spazio con sp (T) si pone in maniera naturale il

problema di dare condizioni sufficienti percheé sia sp (T') = E.
L’operatore 8§ = R (uy; T) = (uy I — T')~1, introdotto nel corso

della dimostrazione della prop. 1.3, & un operatore compatto di F

in sé ed i punti isolati ;k €a(8) (con 74,5 == 0) sono singolaritd polari

di R(1; 8) ed inoltre 1x€ o (T') se e solo se ;k =l4 7 ¢ un auto-
0 — 4k
valore di S.
Si ha la relazione seguente :
(1.3) el — 8= (o I — TV (e I — T);
Po— A&
infatti risulta
A T

I—

T — 8= T — (uy T— T)—! = (u, I — T)~
M M (/‘0 ) (,“0 ) Ty — T Po— e

1
= — I—T)y"peI—T
,U«O_‘lk(luo ) (k )

e quindi la (1.3) e verificata.
Siccome (4, I — T) ' e (Ix I — T) commutano (come si vede
facilmente) dalla (1.3) si ricava la relazione

~ 1
I —_— S L I —_— —n I — n
(mx ) e — 2y (120 )™ (A T)

e quindi @ € F é un autovettore generalizzato di T se e solo se ¢ ¢
un autovettore generalizzato dell’operatore 8, per cui

sp (T) = sp(8).

Per lo studio di sp (S) si ha innanzitutto il seguente risultato
analogo al th. 29 pag. 1115 di Dunford-Schwartz [10] ed al th. 3.2
pag. 128 di Agmon [1].
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ProP. 1.4. L’operatore S oltre alle ipotesi precedenti verifichi le
seguenti condizioni :
(i) estste una successione di numeri positivi o;—> 0 tali che
R (u; 8) esiste ovunque su | u| = g; ed inoltre

(1.4)  ||B(u;8)||e-s<c,exp(|p|™?) per |p|=10i,i=12,..

con q numero reale fissato con 0 < q << + oo
(ii) esistono det raggi y,={(A€C; arg A=10;},s=1,2,..,,k <400

che dividono il piano complesso in angoli di ampiezza < % tali che

1
A€y; e |A| = L opportuno implica u €0 (8) e la seguente mag-
. —

giorazione

1
(1.5) ”R(p ——1;8)”1; Egczll‘o—”N per |A|— 4 oo, arg A = 6,,
0 —

per s=1,2,..,k con N intero = 0 fissato.
Allora Im (S¥)c sp (8)9).

DIMOSTRAZIONE. Passando ai polari & sufficiente verificare che
8p (S)° € Im (S¥)°; basta anzi provare che se f*€ E' %) verifica

(1.6) (g, e g =0
per ogni g € F autovettore generalizzato di 8, allora risulta

(CS¥f, f*)p g =0 per ogni f€ B.
Si ammetta provvisoriamente il seguente lemma.

LEMMA 1.1. Fissato f* € B' con g,f*)g 5 =0 per ogni g€ E

5) Ovviamente D (8 N) =E, Im (SN) = |{p€ E; esiste welIm (SN_]) con
Sy =g} = 8Im ¥ ) = §¥1 (Im (§))c Im ($¥ Nc..cIm (§) = D (7), le
conclusioni potendo a priori essere strette.

6) Se E & uno spazio di Banach con E’ si indica il suo duale forte.
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autovettore generalizzato di S, per ogni f € E la funzione

0 per A=y,

}. F}.: ¢
— @ <R( ! ;S)f,f*h:,w per 4 pg

o — 4

é analitica in tutto il piano complesso ed inoltre & valido il sequente
sviluppo in serie

wn ()= %(/Ao——l)MS"“f,f* Y5, -

Per provare dunque che (S¥f, f*)p zy-=0 per ogni f€ K & suffi-
ciente verificare in tutto il piano complesso la maggiorazione

| F@A)|=0(|p—2]") per |4|— 4 oco.

Per le ipotesi (i) ed (ii) si puo applicare il teorema di Phragmén-

Lindelof7?) alle regioni {reC;r=pu,—1;|r|= L, 0,<< arg A < 0,1}

8§ =1,..,k — 1 ed allora si ha in tutto ¢ la maggiorazione voluta.
C.V.D.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 1.1. 8§ & una trasformazione com-
patta da F in sé e quindi per |u|> || 8|z - z risulta

R(p;8)f =2 p"8"1f per ogni f€H;
n=1

1
dunque per [,uo—l|<m—;e Ak p @

F()=3 (uo— <81 f, f* V5,

n=1
per cui F (1) & continua per A=y, ed anzi & analitica per

03“—%|<m-

7) Vedere per es. Titchmarsh [22] pag. 177. Dunford-Schwartz [10] pag. 1115.
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Sempre per la compattezza di S la risolvente R (u;S) & analitica

per pu€o(8) ed ha singolaritd polari per u = ,Zk = e per
Mo — 4k

0L | p ——74’“ | < 6 ammette lo sviluppo di Laurent

(1.8) R(u;8) =2 (n—pm)~ B, + = (n— ey 4,

dove gli operatori A, , B, sono lineari e continui da ¥ in sé e com-
mutano con S (si osservi che § = 0 (/’;k) e >0 perogni ked m=m (ﬁ'k)
8 < - oo per ogni k).

Risulta dunque R(

/4 7 S) analitica per ogni 1€ con
0 —

1
A == A ed inoltre, per =14, B (M —) S) ha singolaritd (isolate)
0
polari ed ammette per 0 <|1— x| <<e (¢ =¢(A) > 0 per ogni k)
lo sviluppo di Laurent:

1 m N - _
R(lu — )u; S) = 21((,‘40 -_ 1)—1 —_— Mk)—v B‘v + 2 ((Mo _ l)_l _ Iuk)v Ay )
0 y=

=0
Osserviamo che '/:,c = (uy — A)~! e quindi
(o — A7 — (g — Ay ™1™ = (g — A (g — W) (A — Ax)™”

= (A — s [(A — &) + (A — po) (A — )™

v

=3 ”) (e — oyt (1 —

u=0
da cui

1 m v
R(,T—;S>=2 b (V)Uk—uo)"“(l—ﬂk)”"Bv-l-
0o— A v=1 u=0 \M

u=

3 (g — A — (o — WY A,

=0
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= 3 (— 1y [5 (M) (1 — uo)yt> B,| +

n=l1 r=u

b3 (= p By 2 (g — At — (g — A1) 4,

v=] =0

(A — 4 Cu + B, (A)

1

1 M3

dove R,(1) & una funzione analitica per 0 << |1 — Ax| < e.
Si ricava allora per |1 — Az | <ée A=fE A

F)= é" (A — W) Oufy f*Vm 5 + By (B)
Z

con R:,(l) funzione analitica per 0 << |1 — ;| < e.
B facile verificare che se B, ® == 0 per ¢ € K allora B, & un
autovettore generalizzato di S relativo all’autovalore /7,6 8) e quindi

8) Si osservi che da (1.8) risulta
I=Ru;8) (I —8) =R u; [(—pm) I + (g I — 8)]
~ _ ~ m—1 ~ ~
=(u—up) "B, (u, I —8) + {l [B, (s I =8+ B, 1] (u—pp)™" +
~ oo ~~ ~
+ B+ 4y (@, I —8) + EI[A,. (e I—8) + 4, 1(a—pp”
=

e quindi
B, (I—8=0, B,I—8=—B, v=1.,m—1,

si ha percid

(;k1~8)m+1""Bv=0 per 0=1,..,m da cuisiha per g€ E:

(g I— )™ By 9o =0, (up, I — 8™ ' Byo =0, ..., (u, I — 8) B, 9 =0

e quindi se B, @ == 0 allora B, @ & un autovettore generalizzatodi § relativo al-

Pautovalore ::7,‘ .
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per la (1.6) risulta per u=1,...,m

m

(O, M= 2 (;)(Lc—,uo)”"'” (B, fy e =0

r=p

e dunque 1= 4; & una singolarita apparente di F (1) che & percio
una funzione analitica intera rappresentabile per ogni 1€ ¢ con la
formula (1.7) oppure con

1
1.9 F).=<R( ;s>, *Sp

C. V. D.

OSSERVAZIONE. Se F & uno spazio di Hilbert e se E(u; S) &
un operatore compatto di classe C, (per la cui def. v. per es. Dun-
ford-Schwartz [10] cap. XI § 9) allora dall’ipotesi (ii) si ricava
sp (8) 2 Im (8¥). Tuttavia nelle applicazioni alle equazioni a derivate
parziali & difficile provare che R (u; S) & un operatore di classe
Cp. Agmon [1] th. A. 1.1 ha dimostrato una maggiorazione del
tipo (¢); usando poi una maggiorazione del tipo (ii) da lui provata
sempre in [1], egli ottiene teoremi di completezza degli autovettori
generalizzati con un ragionamento al quale quello sopra fatto si
ispira.

Si pud ora dimostrare il seguente teorema.

TEOREMA 1.3. Sia T wun operatore chiuso mon limitato nello
spazio di Banach H, di dominio D (T) denso in E. L’iniezione di
D (T), munito della norma del grafico, in E sta compatta ; sia y(T)=0
esia o (T) O ; sia uy€o(T) e sia 8= K (uy; T). Risultino inoltre
verificate le condiziont :

(@) esiste una successione di mumeri positivi o;— 0, i=1,2,...
tali che R (u; 8) esiste ovunque su | u|=o; ed inoltre

| B(u; 8)|p-r<Crexp(|u]|™0) per |pu|=0i, i=1,2..

con q numero reale fissato con 0 < q < + oo;
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(B) esistono dei raggi y,= (A€Q; argl =20, s=1,2, ..,
k < 4 oo che dividono il piano complesso in angoli di ampiezza < hd
e tali che A€y; con |1|= L opportuno implica 1€ o (T) e la maggio-
razione

(1.10) ||RA; T)||lg-p<c3|A|¥Y per |A|— + co, argl=206,

per s =1,2,..,k con N intero = — 2 fissato.
Allora sp (T)= E.

DIMOSTRAZIONE. Siccome Im (S)= D (T) e densa in ¥ per la
continuitd di § & anche Im (8™) densa in F per ogni n == 2. Usando
poi la relazione

1
R(Ho_ - S)=<uo——1>1——<uo—z>2Ru; T)

si ricava dalla (1.10) la (1.5) e per la prop. 1.4 si ha l’asserto.
C.V.D.

n. 2. Problemi ai limiti ellittici.

1. Sia G un aperto, eventualmente non limitato, di IR*(n = 2)
di frontiera @ varieta di classe C*, s =0, 1, ..., co fissato, G = G U 86
essendo considerato come varietd a bordo di classe C° con bordo 6G.
Con nomenclatura abituale se k = (k,,..., k,)EN"e | k| =k, + ...
ol y
axfl ver Qim
(@) & lo spazio delle funzioni (a valori complessi) indefinita-
mente differenziabili con continuitd a supporto compatto in @.
Whr(Q)per 1 <p<-+o0,h=0,1,..,8 & lo spazio delle (classi
di) funzioni di potenza p-esima sommabile in @ con le derivate
D¥ u,| k| < h, intese nel senso delle distribuzioni su @, normato da

w. + k, 8i pone D¥u = y DO O gy = g,

w—> | w [y, @ = (I k[zs }“ Dxu “1‘;711(0))1/')
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Whe (@) per 0 <<h<<1 1< p< -+ oo &lo spazio delle u € L?(G)
tali che sia finita la quantita

27 + f f @ =01 10ay

normato prendendo come norma la radice p-esima di essa.

Per k reale, 1 < h < s, detta [k] la parte intera di h, h = [h] 4 o,
Whr(@), 1 <p <+ oo, & lo spazio delle w € Wt ? (@) tali che
D*we We ?(@) per | k| = [h], normato da

u— “ w ”WhyP(G) = (” u Hﬁvl"va(G) +|k12‘:__[h]|| Dru “II/;/"”P(G))HP'

Detta poi Whor (@) la chiusura di @ (G) in Wh? (Q) si definisce
infine per 1 <p << + oo, h reale, 0 << h < s

o 1
Wk (@)= (Wt @)y —+>=1.
) » + %
Gli stessi spazi possono essere naturalmente definiti in 1R in

modo analogo e quindi per carte locali si possono definire gli spazi
Wh?(8@) (v. per es. Lions-Magenes [14],...).

Indicato con W(}:h"’ (R") 1o spazio delle w€ W~™?(RR") con

supp (v) ¢ G ° munito della norma indotta da W—"7(IR" si pud
dimostrare (v. per es. Magenes-Stampacchia [17],...) che

Whe (@) ~ W (R, 1_
( (@) G (1R)p+p,

Inoltre data f€ Wh » (@) e detto F un suo arbitrario prolungamento

9 Se uce Wg]"p (R™) si indica per comoditd sempre con u la distribuzione

definita in IR™ e la restrizione di tale distribuzione a G.
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in Whr(1R") si definisce

(f, w >Wh,p(G), W(_;h' P'(RM)

ponendo

<f, u >Wh' @, W‘_;_h’P’(‘R") = F, u >Wh, peRM), W—h 2'(g")

ko enn 11 ,
Per fe W"?(@),ue W5 " (R") con nggh,?—k?:l, ri-

sulta dalla definizione data

<f, (2 >Wh, @), Wé—h, '(RM) = <f, U >Wk, @), W“;_—k' P(RP) .

Si indica con Wh (@), h=0,1,...,s lo spazio delle u € L (&)
insieme con tutte le derivate di ordine << A munito della norma
abituale

In modo analogo si definisce W* @ (IR") e per carte locali
Whe(0G).

Si indica con C"(G),h=0,1,...,s lo spazio delle funzioni con-
tinue e limitate in G con le derivate parziali di ordine << & ; si ot-
tiene uno spazio di Banach quando si definisce la norma

u—|lullpng = = sup [D*u(@)].
|k|=h 2ze¢@

In maniera analoga si definisce C* (0@).
Nel caso in cui G sia un aperto limitato di IR™ si scriverd
sempre §2 invece di @, e I' invece di 4G.

2. Sia G un aperto (eventualmente non limitato) di " (n = 2)
di frontiera 0G varietd di dimensione n — 1 sufficientemente rego-
lare ; G = @ U 4G d considerato come varietd a bordo sufficiente-
mente regolare con bordo 0G. Le ipotesi di regolarita verranno pre.

cisate pit avanti (v. ipotesi (IV ; a)).
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Si consideri in G l’operatore differenziale lineare

A=A@; D)= 2 a,(x)D+
|| =2m

a coefficienti a, (a valori complessi) sufficientemente regolari (v,
ipotesi (V; «)) di parte principale

A'=A(x; D)= 25 a,(x)D=.

fu|=2m
Si facciano sull’operatore A le seguenti ipotesi.

(I) (IPOTESI DI ELLITTIOITA). Per ogni x € G, per ogni £ € R% 1°)

risulta

A (@, &) =% 0.

(II) (IPOTESI DI ELLITTIOITA PROPRIA). Per ogni x€ 0@, per
ogni &€ R tangente a 3G in x, per ogni ¥ € R? normale a 9@ (in-
terna a Q) in x, il polinomio, in v€Q, A%(x; &£+ vw) ha m radici
o (x; &) k=1,..,m, con parte immaginaria positiva ed m radici
7, (@; &), k=1,..,m, con parte immaginaria negativa.

Come & noto (v. per es. [3],...) se n =3 lipotesi (II) & conse-
guenza dell’ipotesi (I).
Si consideri su §g@ la famiglia di operatori differenziali lineari

Bij=Bjx; D)= 3 bj, (@) D* j=1,..,m!)

I,uISm]

a coefficienti (a valori complessi) sufficientemente regolari (v. ipotesi

10) 1R2=§x€‘|R"’;x:t:O}.

1) Si intende che per u « regolari» tali operatori sono definiti da

—~Bu= X b, D+
w— B;u I/AISmjm(x)[( u)|aG]

e per u € Wh’P(G) mediante opportuni «teoremi di tracce ».
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(VI; o)) definiti su I'" con parte principale

B) =Bj#; D)= 3 bj,® D+ j=1,..,m.

|| =my
Si faccia sugli operatori B; la seguente ipotesi.

(III) (CoNDIZIONE COMPLEMENTARE). Per ogni x € 9G, per
ogni £€ MY tangente a G in x, per ogni » € RL normale a 9@ (in-
terna a @) in x, i polinomi in €, B‘j’ ®; &+ ), j=1,..,m sono
linearmente indipendenti modulo IT (v — 1 (5 &, »)).

k=1
Per a = 0,1, ..., oo fissato si considerino le seguenti ipotesi di
regolarita

(IV;a) G é un aperto di R™ (n = 2) di frontiera §G varietd
di dimensione n—1 di classe C1** con I,—max (2m,m, +1, ..., M- 1);
G = G UG ¢ considerata come variets di classe Ch+e g bordo, con
bordo 4G.

(V5 «) Risulta a,€Ch—2m+a (@) per |u|=2m, a,€Wh—2mtaco(@g)
per | p| < 2m.

(VI; a) Risulta b, €C""*(@) per |u| =mj; b e WH"t*=(5@)
per ,:’""<m]'7j=19'"’m'

Grazie alle ipotesi di regolarita (V; &) e (VI; a) & facile veri-
ficare che se z€ K con K compatto di G (nel caso di G limitato,
si pud assumere K — @) allora:

(i) esistono due circuiti fisst y+ e y— limitati e completa-
mente contenuti nei semipiani Imz>0 ed Im r << 0 che racchiudono
le radici =} (x; &%) e 77 (x; & ») al variare di € K ;

(ii) posto

m—1

Bw; E+m)="3 bylwi e+ h@ &) 1 (r—f @389)

per j=1,..,m e posto d(x; & v) =det| byj(@;&,)|li=o,..,m—1 esi-
j=1

%
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ste 4 > 0 tale che per ogni x € KN §@G risulta

A(av):I lmlinI |d(@; &v)|=4>0.
El=|v|=1

3. Sotto le ipotesi (I), (II), (III), A1V ; a), (V; a) e (VI; ) con
o=0,1,...,00 fissato si consideri per p€]l, 4 oo[ e per k=
=0,1,..,a!?) fissati 'operatore

w —> Ty x w = {Au, Byu, ..., Byu}

lineare e continuo da Whtk? (@) in

w h—2m-+k, p (G) < Iw ll—m]-+k—1/p,p (3 G)

j=1

(se k=0 si scrive T, e non T,,). Agmon-Douglis-Nirenberg [3],
Browder [8] hanno dimostrato il seguente risultato

TEOREMA 2.1. Siano wverificate (I), (II), (I1I), (IV; a), (V; ) €
(VI; @) con &« =0,1,..., 00 fissato. Allora per ogni compatto K c (7,
per ogni pe€)l, +oo[ e per k=0,1,..,a'?) esiste una costante
C = O (K, p, k) tale che per ogni w€ Whutk2(G) a supporto compatto
contenuto in K vale la maggiorazione

T
[| v ”eri—k,P(G) < O{|| Tp,xu “eri‘k—?m.l’(a) o whtb—mi—1p,2 3 @)
=1

(2.1)
+ ” u ”W11+ k—lm((;)}'

Considerato ’operatore 7, esso & lineare e continuo da

( WhTmE (@) < IT WhTmTIe e (aG)) ~

J=1

o WS () s [T WP (5)
j=1

12) Se @ = oo allora ke ).
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in (W-hr(Q)) = Wz;‘_ll'p’ (R™, % + % = 1. Peetre [18] ha dimo-

strato per tale operatore il seguente risultato.

TEOREMA 2.2. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV ; a)
(V;a)e(VI;a)econ o =0,1,...,00 fissato. Allora per ogni compatto

- 1
Kc G e per ogni e >0 con ¢ <a -+ > 4+ inf (my) 13) esiste una
j=1,..,m
costante C, = C, (K, ¢) tale che per ogni
m —hpmit o2

F=(f;91s,9m€ Wg_ll+2m'2 (R < IIW

j=1

(06)

a supporto compatto contenuto in K > (6G N K) < ...<X (6GN K) vale
la maggiorazione

1 t —
”F“W;_ll+2m-2(‘ﬁ’”)x.;n1 W—ll+mj+?-2 G)goit” T2F”Wal“2(ﬁ%)+

J)=1

F I s

©
(2.2)

1
—h+mj+ T

m 2 }
(R") X IT W o

J)=1

4, Nel caso in cui @ sia un aperto limitato di IR™ che allora
si indicherd con £, l’iniezione di Wht*?(Q) in Whtt—1.r(Q) e di

1
m —h+mi+ 3 2

W5t (R < IT W (') in
j=1
1
m —h+m+4 — —e, 2
W ey s W

sono compatte per ogni ¢ > 0 e quindi dalla proposizione 1.1 si
ricava che dim Ker (T, ;) < -+ co, dim Ker (!Ty) < -+ oo ; dal teorema
1.2 ii) segue poi che x(7,) < 4 oo.

13) Se @ = oo allora & pud essere un qualsiasi numero reale > 0
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Nel caso di « =1, 2,..., 00 segue poi dai teoremi di regolariz-
zazione di [3] che se u€ Wutkr(Q) e T, ,u€ Whtk—2mt+lp (Q) >

> IT Whtk—m—UrtL2 (1) allora we WHTH2 (Q) (k=0,1,...,a—112)
j=1

e quindi risulta in particolare Ker (7T, ;) indipendente da %; appli-
cando poi le inclusioni di Sobolev si prova con il ragionamento di
[11] (dim. del corollario 1.1, pag. 214) che Ker(Ty ) non dipende
né da pell, +oco[né da k=0,1,..,a'?). Sempre nel caso di
o =1,2,.., 00 applicando i risultati di regolarizzazione all’operatore
T, 8i pud provare (v. per es. [18], [11],...) che T ; ammette indice
per k=0,1,..,a'?) e tale indice non dipende da k= 0,1,...,a!?).

E stato inoltre provato il seguente teorema (v. per es. [11],
(20], [23].)

TEOREMA 2.3. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV ;a),
(Via) e (VI;a) con a =0, 1,..,00 fissato e sia G = 2 limitato.
Allora Voperatore Tpi ammette indice y (Tpr) per ogni p€]1, 4 co|,

=0,1,..,a 1%); se poia =1,2,...,00 allora Vindice non dipende
né da p€]l, 4 oo né da k=0,1,...,a!?).

Le dimostrazioni date di tale teorema per p &= 2 si basano sulla
costruzione di una opportuna « parametrix » per provare che Im (7))
ha codimensione finita; la costruzione di tale parametrix ¢ sempre
piuttosto laboriosa. Pare quindi utile riportare qui una dimostrazione,
che sembra nuova, di questo teorema nel caso in cui sia & =1, ..., 00
Jissato e che non fa uso della « parametrix », ma invece utilizza il
risultato di Peetre [18]) e le immersioni di Sobolev.

Per la dimostrazione & utile il seguente lemma.

LEMMA 2.1. Siano verificate le ipotesi del teor. 2.3. con a =
m
=1,2,...,00 fissato. Posto By;= W h=2mtke Q)< [T Wh—mjtk=lp.p([),
j=1
sia 1 < p < + oo fissato.
Se per un certo k* =0,1,..,0 ?) Im (T, ») ha codimensione

finita in Ep p, allora Im (T, ;) ha codimensione finita in E, i per
ogni k=0,1,..,a 1?) e risulta

codimEp'k Im (Tp,x) = codimEpv w 1 (Tp, 1)
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DIMOSTRAZIONE. Sia 0 << k < I*; si applichi la prop. 1.2 assu-
mendo Ey=Hy i, B, = Epp+, Ag= Im (Tp 1), A; = Im (T, 1+). Sia
k* <k; si applichi la prop. 1.2 assumendo E,= Ep i+, B, = B, y,
Ay =1Im (Tp, +), A, = Im (Tp, ). Si osservi che in ogni caso le ipotesi
di tale prop. 1. 2 sono verificate grazie ai risultati di regolarizzazione

di [3] sopra ricordati.
C.V. D.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOR 2.3 (nel caso .o« =1,2,..,00 fis-
sato). Per quanto osservato in precedenza basta provare che
codimg, , Im (Ty, ;) non dipende da p€]l,+-oc[edak=0,1,.., 12)
percheé allora si ha codim By & Im (T 3) = codimg, , Im (T, ) < -+ oo

e Desistenza dell’indice finito sara provata.
1

Sia & intero =1 fissato; sia poi p fissato in modo che —2~£

1 1 1
< 7 < > + - Grazie al teorema di Sobolev risulta B, ; c Es r—

algebricamente e topologicamente. Applichiamo la prop. 1.2 assumendo
By=FE, 1, B, = Ep i, Ay = Im (T x—,), A, = Im (T, ). Le ipotesi
(i) ed (ii) della prop. 1.2 sono verificate in modo evidente. Si hanno
poi le inclusioni algebriche e topologiche

Im (Tp' » € Im (T2,1¢_1) n Ep,k
Im (T2, k——l) cIm (Tp' k—l) n Ez, k-1
e inoltre per i teoremi di regolarizzazione di [3] &

Im (Tp, &) = Im (Tp, x—1) N B, &
risulta quindi

Im (T, z) € T (75, 1) N By € Im (Tp x—1) N By 1 = I (T,)

e quindi anche l’ipotesi (iii) della prop. 1.2 & verificata. Si ottiene
dunque applicando anche il lemma 2.1 e il risultato di Peetre [18]
sopra ricordato

codimp, , Tm (T}, x) = codimg, , Tm (T3 o) < + oo.
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- . 1 1 1 1
Se poi si fissa p in modo che 5 = 7£;£7 allora per
applicare la prop. 1.2 basta assumere E, = E,;_;, E, = Hy
Ay =1Im (Tp, x-1), A, =1Im (T, ) e ripetere il ragionamento fatto
sopra.
Procedendo in modo analogo si pud provare per tappe successive

che per ogni p€]1, 4+ co[ per ogni k=0,1,..,x1%) &

codimEp‘k Im (Ty.z) = codimpg, , Im (Ty) < + oo.
C.V.D.

5. Grazie ad un teorema di esistenza locale (v. ad es. [11]n. 3
dove da tale risultato si deduce il teorema 2.3) dalla prop.1.1 ap-
plicata all’operatore ‘T, si ricava senza difficoltd il seguente risultato

TEOREMA 2.4. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV ; &),
(Via) e (VI; a) con o =0,1,..., 00 fissato. Allora per ogni compatto
— 1
Kc G per ogni pell, 4+ oo per ogni ¢>0 con ega—k;ﬁ-
4+ inf (m;)13), esiste una costante C, = C, (K, p,¢) tale che per
j=1,..,m
1
, m —htmjt+ — 2’
ogni F = (f3 gy ey g} € W TOT2 () ¢ nw T

j=1

(6@),

1 1
7 + g =1, a supporto compatto contenuto in K < (6G N K) < ...
w. X (8GN K) vale la maggiorazione

< G {[|"TpF || +
® w

“ F “ W}-{—l,-}—Zm,p’(mn) % ;"1 W—ll+mj+llpy »’ ©
j=1

xR
(2.3)
F , , .
+ “ ||WE11+2m'—111’ (1R™) X ‘;;lwlznlléf‘é”ﬂ‘l/l’—frp (bG)}
)=

6. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV; &), (V;a) €
(VI;a) con o = 0,1,...,00 fissato e sia G = £ limitato; si consi-
deri Voperatore A, ; non limitato di Wh—2n+kr (Q) in s& di dominio
D(Ap )= {u€ Wutkr(Q); Bju=0 j=1,..,m} definito da

u—> Apru=2A4(x,D)u per w€ D (A, ).

10
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Tale operatore viene detto la realizzazione di A sotto le condi-
zioni ai limiti {Bj}j=; (v. Agmon [1], Browder [8],...).

Applicando il teor. 1.1 risulta immediatamente dal teor. 2.3 il
seguente risultato.

TEOR. 2.5. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV; &), (V; @)
e (VI;a) con o =0,1,...,00 fissato e sia G = 2 limitato. L’opera-
tore Ay i € chiuso, ha immagine chiusa, verifica Ker (A, 1) = Ker (T )
ed ammette indice finito y (Ay 1) legato a x (Tp,r) dalla (1.4). Se inoltre
o=1,2,..,00 fissato y (A, e Ker(4dy ) non dipendono né da
p€]l, + o[ né da k=0,1,...,a13).

Grazie alle maggiorazioni a priori (2.1) risulta su D (4, ;) la
norma del grafico equivalente a quella indotta da Whatkr (Q) e
quindi liniezione di D (4, ;) in Wh—2m+kr (Q) & compatta.

Applicando allora la prop. 1.3 ed il teor. 2.5 si ottengono in-
nanzitutto i seguenti primi risultati di teoria spettrale per 1’opera-
tore A, ;.

PROPOSIZIONE 2.1. Siano verificate le ipotesi (I), (1I), (III), (IV ; &)
(Vi) e (VI;a) con «a =0,1,..., co fissato e sia G = Q2 limitato.
Allora :

(1) o(Ap,x) =C oppure o (Ap ) & discreto senza punti di accu-
mulazione al finito;

(ii) condizione necessaria, ma non sufficiente, perché o (Ap )= @
e che sia y(Apx)=10; se inoltre g9(Ap )=+ @ ogni A €0 (Apx) €
un polo di ordine finito di R (1; Appz).

Se a=1,2,..,00 fissato allora o(A, ) non dipende né da
p€]l, 4+ oo né da k=0,1,...,0 1?).

In virtd di questa proposizione ci si pud limitare a studiare,
per quanto riguarda le proprietd dello spettro, il caso in cui sia k = 0
(si scrivera allora A, e non 4, ).

Per verificare che per un 1, fissato risulta Ker (4, — 4, I) = {0}
¢ ovviamente sufficiente verificare che esiste una costante C (1) > 0
tale che per ogni u€ D (4,) sia

(24) ] amimr g < CUo) | g — gt [ samp
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Siccome pero interessa anche studiare la completezza degli auto-
vettori generalizzati (nel senso del teor. 1.3) & utile stabilire un ri-
sultato pid generale in cui si provi che C (1) = C|1,|¥ e che tale
maggiorazione vale per ogni i, di modulo abbastanza grande con
arg A, = 0 (tale risultato verrd provato nel n.3 con il teor. 3.1).
Considerato 1’ operatore E:u—{w;0,..,0] lineare e continuo
da Whr(Q)in W’l—mvl’(!))x.ﬁ Wha—mj—ljp.p (I'), per provare che

j=i

Im (4, — iy I) = Wh—2m2(Q) & sufficiente provare che
Im (T, — 4y B) = Wh—2m2(Q) > II Im (B;)
j=1

e quindi & sufficiente provare che
Ker (T, — 4, 'E) = {0} > II Im (B;).
j=1

Per stabilire quest’ultimo fatto basta verificare la seguente maggio-
razione a priori per

F= {f, Gy s oo gm} € W_311+2m.10’ (R x<

s fT Wbz oy Ly 1y
j=i p p
” v ||W:z,+2m,p'mn) % I’I"W—h+mj~+llp. P'( I =
Q =t
(2.5)
=0 (lo) H (tTp - ;'o tE)F ||“,'§‘ll-p/ Q)

ed anzi basta verificare tale maggiorazione per g, = .. =gn=20;1la
(2.5) nel caso generale assicura infatti che Ker (*7), — A, ‘H) = {0}

e quindi che T, — i, Ep & suriettiva.

Nel successivo n. 3 verra dimostrata (teor. 3.2) una maggiora-
zione del tipo (2.5) applicando ad una maggiorazione del tipo (2.3)
una idea di Agmon-Nirenberg gid usata da Agmon [1] per ottenere
da una maggiorazione del tipo (2.1) una maggiorazione del tipo (2.4).
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Nel caso « = 0 si pud portare il seguente complemento alla
prop. 2.1 (v. Agmon [1] pag 131-132).

LEMMA 2.2. Siano verificate le ipotesi della prop. 2.1 con o = 0.
Se per 1 < p, <p, <<+ oo fissati é g (Ay), 0(4p) =+ @ allora é
0 (4p) &= @ per ogni p €[py, py].

DIMOSTRAZIONE. E facile provare che per p € [p,, p,] ® x(4p) <<
< x(4,) < x(4,,) e dunque x (4,) = 0. Inoltre risulta anche ovvia-
mente o (A4,)c o (4,)c o (4,) poiche Wh—2m»n(Q)e Wh—2m2(Q) c
c Wh—2m po (Q),

C.V.D.

Si ha il seguente risultato di regolarizzazione (v. Agmon [1]
pag. 131-132).

PROPOSIZIONE 2.2. Siano verificate le ipotest della prop. 2.1.
Inoltre se o =0 sia o (Ay), 0 (Ap) F @ per 1 < py, < p, < + oo fis-
sati; se a =1,2,...,00 sia o (Ap)F & per un p,€]1, 4 oco[. Se
u€D(Ay) ed Apyu=f€ Wh—2m2(Q) con p > p, (¢ p << p, per o = 0),
allora risulta w€ D (A,).

DIMOSTRAZIONE. Dalla prop. 2.1 nel caso a =1, 2,..., c0 e dal
n

lemma 2.2 nel caso « = 0 segue ¢ (4,)=F= @. Sia 5 =p se p, =5,
sis ==L 2% g < 2 ; in ogni caso & p,<p< (<p, se
17 —po " Dy om’ g 0€Pp,<P=Pp Py

o = 0); sia dunque u€ o (4,)Np (Ai) e data u€D(4,) sia Ap,u =
= f€ Wh—mp (Q)c WAh—2mp(Q) e si ponga

9= —pu=(A4p, —pI)u

Poichd u€ Whe (Q) per il teorema di Sobolev u€ W a—2m» (Q) e
dunque g€ Wh—2m? (Q); sia orav€eD (4;) Punico elemento tale che

(A;—,uI)@J::g

poiche D (AI»)C D4,) e nep(dy)Ne (AE) deve essere v=u e dun-
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que € Wur (Q); proseguendo allo stesso modo in un numero finito
di tappe si ha u€ D (4p).
C.V.D.

COROLLARIO. Sotto le ipotesi del lemma 2.2 risulta o(Adp) =
= 0 (4p) = 0 (4p,) per ogni p €[ p,, pyl.

n. 3. Le maggiorazioni a priori.
In tutto questo numero ¢ £ un aperto limitato di R™.

1. Adattando una idea di Agmon-Nirenberg (v. [1] ed anche
Agranovich-Vishik [6]) si introduca la seguente ipotesi per — = <C
< 0 << n fissato.

(AN ; 6) L’operatore definito su Q = Q2 < R

aZm

")=A(x;1>m>—<—1)'"ef9 o7 1)

I/9=L9(.’I);D,;,5? apem

¢ ellittico in Q e gli operatori definiti su 8Q = I' < R

Bj = B; (w;Dx,ai}):Bj(w;Dx) j=1,u,m

verificano su 0Q la condizione complementare rispetto ad Ly .

Il seguente risultato & sostanzialmente contenuto in Agmon-Ni-
renberg [5] th. 5.2 pag. 204 e si ottiene ripetendo gli stessi ragio-
namenti di Agmon [1] th. 2.1.

TEOREMA 3.1. Siano wverificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV ; @),
(Vi;a) e (VIja) con aa=0,1,...,00 fissato ed inoltre (AN ;6) con
— 5 < 0 < = fissato. Allora per ogni p€]1, 4 co[,per ogni k =0,
1,..,a?) esiste una costante C = C(p, k) > 0 tale che per ogni A€ C

44) Per comoditd si indica con D, il simbolo di derivazione rispetto ad

z€R".
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con arg A =0 e | 1| abbastanza grande sia

Ltk
-2
3.1) ” u ||W11+76—2m, (@) =c | A |2m ” Au—Iu ” whtk—2m, pig)

per ogni w€ Whtk2(Q) con Bju =0 j=1,..,m
2. Considerato ’operatore lineare e continuo

Ty:u— {Au; By Uy ... y By u}

da WhP™?(Q) IT W b= (I') si definisce ’operatore
}_

E:u—{u;0,..,0}

lineare e continuo da W "7 (Q)in W"™2™?(Q) < H whmmi=le Py,

Sia ‘T, il trasposto di T, e sia ‘E il trasposto di F; risulta
allora YT, — AB) = ‘T, — i* .
Si ha il seguente teorema.

TEOREMA 3.2. Siano verificate le ipotesi (I), (1I), (III), (IV ; a),
Via) e (IV;a) con

l, =2m, 0 =2m — mf (mj), 2m — inf (my) 41, ..., c0

j=1, m j=1, ...,

fissato ; sia inoltre verificata Vipotesi (AN ;0) con —n < 0 <<= fis-

sato. Allora per ogni p € )1, 4 oo [ fissato, esiste una costante = '(7( P)
tale che per ogni A€ C con arg A=10 di modulo abbastanza gran-

m ’
de ¢ per ogni F={f;9,,.., gm] eLY (Q) < IT W —2mtmitiie, p (I
j=1
1
— 4+ F: 1, sia valida la seguente maggiorazione
m]"‘l"]/p

(3.2) “f”z,p (@) + Z | A ‘ e “ 95 “W—2m+1nj+llp,p'(p) =

<% || (T,— X E)F [ ——
2
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DIMOSTRAZIONE. Sia Q = Q2 <X R, Q=I'X<XMR, E=Q <
< [—1, 4 1]; grazie all’ipotesi (AN ;0) ed al fatto che Ly & pro-
priamente ellittico poiché n | 1 = 3, l'operatore Cy, p: v—>{Lgv, B, v,

y Bm v} & lineare e continuo da W2m 2 (@) in

Lr (Q) < I W™ "2 )
J=1

e verifica le ipotesi del teorema 2.4 ; considerato dunque l’operatore
“Co,p lineare e continuo da

¥ (@) in IT W2mmitipr’ (29) - 11
J=1 b
in Wg 2m 2" (R™*!) vale la seguente maggiorazione per ogni
m 9 . ’
Fe LP(Q) =< IT w*mtmtie?’ (50
j=1
a supporto compatto contenuto in K < (KN 9@) X ... X (KN sQ):

(3.3) Il

LP'(Q)Xj 11?1 w —2mtmi+iip. 2’0 Q)
< 02 Hl trCo,p g”W_—2m,p’(-Rn+l) +
Q

C"
+ ” ”W —1L2' (Rt II W—2m+m]+1/p—s 4 (DQ)]
i=
con O, = C, (K, p’,¢) indipendente da & e con ¢ tale che 0 < &<
<oc+ 1 4+ inf (my)13).

j=l,...m

Data F (f3g,,..,gm) € L¥ (2) < [T W™t P (1) i agsuma

j=1

F=(DPt) et Qf; P@)e“ R gy, ., D(t) e Q) gm)
con D€ 5 (R), 0<<P(t)<<1 per teR, P(t)=0 per |[t|=1D(t)=1

1
per | t| <? e u numero reale > 0. & cosl definita ha ovviamente
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supporto compatto in K < (KN 3Q) < ... X (AN 8Q); & evidente che
D (t) e Qf € L2 (Q).

Per veriticare che @ (t) et ®) gj¢ W Tt 1P ?(50) perj=1,...,m
sia &(t,2) € D(6Q); allora

| < D) e Qi€ (¢ %) >pa), Do0) | =

~+o0
= ’f D (t) et < g;, & (8) >‘D’(I’),(Z)(F) dt’g

~+o0 +o0
o, o\ 1/p
= (fl P (t)e“utlp dt) (ﬁl'f(ty * ) ||1‘);V2m—mj—-1/p,p(p) dt) “ 9j “W—2m+mj+1/p,p’”1) =

=c ” ¢ ”W2m—-mj—1/10~p(bg) || (] Hw-2m+7nj+l/p, »(r)

e quindi per densitd si ha che & (t) et ® gje W TmitPr(a0) e
inoltre vale la maggiorazione per j=1,..., m

“ D) et ® 9gj HW—2m+mj+1/Pv T =¢ ” 9j ” w —2m+m;+1/p, p°(1)

“+ oo
1/p’
dove ¢ non dipende da u poiché ¢ = ([[ D (1) ¥ dt) .

Si & cosl provato che Fe L*' (Q) > IT W t"H1P?" (50) . per
j=1

calcolare "Cy , F si ottiene, indicando con v (¢, #) un qualsiasi ele-
mento di W2m 2 (Q):

< v, t(Cg’p >W2m'p(Q),W%m'1)'(ﬂ"+l) =

- < (Ce,p /U, g_>

LP(Q)x IT Wim—mj —1Ip.pQ), LP(Q)x I W—2m+mj+ijp.p’ (@)
J=1 =1

=(Lgv, D(t) e~ QS Y00 17(9)
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m — . p—
+]_£1 € Bjv, @ (t) e~ ® 95 >W2m—mj_]/pv PQ), w—2m+mi+1/p, P9 @)

= (4o, D (t —mt®f>LP(Q L (Q)

11 62 D () —l
— (=1 e < v, am (D (t) e~ ®f>LP(Q) L? (@)

-|-=2;(Bj v, D (t) e~ R g;) W 2m—mi—1p,pq), W —2m+mi+1/p.0'(3Q)

= [A —_ Iu2m ei9] v, D (t) e—tut ®f_>L1’(Q). 7(Q

o |2 (2m I . -
+ (v (— 1)m+1 919[ 2 ( kl> (— U‘)k P@Em—k) (&)] et ®f>LPtQ),LP’(Q)

k=0
m - i -
+]£’;< Bf v, b (t) et ® 9j >W2m—Mj—!/p,p(bQ)_W—2m+mj+l/p,p’(bQ).
Ponendo *™ ¢® = 1 si ottiene dunque :
< 7’, thg,p (.7> Wzm’p(Q), W:zm, P’(“n-l-]) =
Q

== < U, Q (t) e_il"t ® (tTp —_ -ItE) .F> WZm, p(Q) Q—?m,p (.'Rn—])

k=0

< 1)m+1 gi6 273:_1 2m k Q (2m—k e—tut >
+ (v, (—1) (4 k (— iu) Y(t)] e ®f LP(Q), LP'(Q)
e quindi si ha l'uguaglianza nel senso di Wy (Rt :

(3.4) Top F= D (t) et @ ("T,— A E) F +

2m—1

R [ s (2”:") (4 iu Dem— ()| et ® f.

k=0
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Dalla (3.4) e dalla (3.3) si ricava la seguente maggiorazione
m
(35) || @) e @ fllLw g +2 | D @) e & gill yr —omtmit1ipp 3y =

= Czi | @) et @ (4T, — B F | —2m, gnty T+
Q

2m—1

2m .
+ kio ( k ) uk ” Plam—F) (1) gint ®f“W6—2m'p,(‘R"+l)

m
+ ” @(t)g‘ﬂ' ®j ”W:LP' (wRn+1) +121” D (t) ent ® gi “W_2m+mj+l/p—e,p’(b Q)
) =

con O, = C, (K, p, ¢) indipendente da u, f, gj,j =1, ..., m.
Si ammettano provvisoriamente i seguenti lemmi

LEMMA 3.1. Se u€ W52 (IR*) con k intero =0, 1 <p < 4 o0
fissati allora risulta per ogni % (t)€ Cy (R) con n(t)=0 per |[t|=1:

(3.6) ln@w “W—k,P (Rt <cfu ”W—k+lm (R | = “W“l(ﬁ) %)

con 1 intero, 0 << 1<k, c costante > 0 indipendente da u e da 7.
Se wue W—kr(I") con k reale =0,1 < p < 4 oo fissati, allora
risulta

0, ” w ”W—k.p([') ” n ”W—k,p (R) = ” n ® w HW—kyp (®RXTI) =
(3.7)

=G ” % Hw—’G-H-P(z') “ Y ”W—M’ ar) )

con 1 intero, 0 << 1< h, ¢, , ¢, costanti > 0 indipendenti da n e da u.

15) Se u¢ WETLP (RM), risp. u ¢ w—*+th? (I'), allora si pone

11—t gy = 11 gy p oy = +
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LEMMA 3.2. Risulta per 1 <p < 4 oo, s reale =0 fissati,
n ()€ CT (R), 5 () =0 per [t|=1:
C/ ; 0//
(3.8) =IOy =
con C’, C’’ costanti > 0 indipendenti da u per pu = L opportuno.

Applicando (3.6), (3.7) e (3.8) alla (3.5) si ottiene con facili cal-
coli la seguente maggiorazione

o omdmit1jp
I f ”LP’ (@ +j£1 I ! Il 9l w —2m+mi+1/p.p’ (1) =

= CO { ll (LT - I(E) F”w:2m,1?’(nn) + :“'_1 ”f”LP’(Q) +
Q

m
+ 2 | 931l w —2mtmitao. 2 )

con C, indipendente da u = L, da f e da g;,j=1,..,m.
Se si assume quindi &= 2m — inf (m;) =2m — m; =1 cosa

j=1,...m
possibile in virti dell’ipotesi fatta su o, si ha allora per u abba-
stanza grande

o —2m4+-m;+1/p
”fHLP’(Q) +]fl m ! ” g]‘||W—2M+mj+1/p,p’ (I‘)é

= 60 ” (tTP - ItE) F”w_—vap’(Rn)
Q

1
e quindi poiché w= |1[>™ si ha Dlasserto.
C.V.D.
DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.1. La (3.6) significa che 1’appli-
cazione bilineare

muw)—>nQu

& continua da W =42 (R)>< W—*+b? (IR") in W—%2(IR"+1); come & noto
per provare questa affermazione & sufficiente provare che l’applica-
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zione (n, u) — 5 @) u & separatamente debolmente continua ¢). Fissato

w = 3 Dj V,€ W—*th? (IR") con V, € L?(IR"), sia n;—>0 debolmente
in |ﬂ,5fzz,(m); 8i vuole provare che #; @ u — 0 debolmente in
W2 (R+1), 8i ha 5; = Zl % con g€ L? (R) e ¢z;— 0 debol-
mente in L? (R) per .-_§=(;), w1 e dunque || ¢g; ||Lp(m <e¢ <+ o

per ogni § ed ogni i. Sia y(x, t) € D (IR*+!) fissato ; allora

1 B
(q®u,y;> =3 3(— 1)lul+ﬂjvﬂ(x)f<pﬂ'.~(t)1)’;—a v (x, t) dx dt ;
|ulSk—1 f=0 ) atf

1Rll

o8 . . .
posto v, g (x) = f g, (t) D’a‘;mtp(x, t)dt si ha che per ipotesi
r
Yupi () —0 per ogni z € 1R"; inoltre &
| Yips @) | < || Pt oy || Dz @ @ 8) || i, 27 ) < €4 % (@)

con «,(x) sommabile in IR™, a supporto compatto ed indipendente
da i.

Passando al limite sotto il segno di integrale si ha che
{ni@u, y>—>0 come volevasi.

In modo analogo si prova che l’applicazione u — n @ u ¢,
fissata 5 € W42 (IR), debolmente continua da W —*t.2(1R") in
W —k»p ("Rn+1).

Del tutto simile & la dimostrazione della seconda disuguaglianza
della (3.7) per k,l interi = 0; applicando poi il teorema di inter-
polazione per le applicazioni bilineari e continue di Lions-Peetre
[15, pag. 14] all’applicazione (1, ) — n @ w si completa la dimostra-
zione dell’ultima disuguaglianza della (3.7).

Per provare la prima disuguaglianza della (3.7) per k reale
=0 si osservi innanzitutto che con facili ragionamenti risulta per
wEDMR), 0 €D(), k reale =0,1 <p <<+ o0:

” W®° “kapmxp) =c ” v ”W’f'Pm) ” o ”kap(p,

18) Allora (v. Bourbaki, Esp. vect. top. cap. IV, § 4 n. 2 prop, 6) V’applica-
zione ® separatamente continua e dunque (v. Bourbaki Esp. vect. top. cap. III
¢ 4 n. 1 prop. 2) anche continua.
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con ¢ > 0 costante indipendente da v e da o. Si ha allora

(nQ@u,p)|
1@ vl spery=  sup g @nedl
w kP (RXI") weWk,igmxp)”‘P”WM(mxI‘)

@

2_1_ sup KnQ@u, yRoa)|
¢ 1p=q}®a';é0 “‘/"Hwk,pm) Hollwkm(r)
yeWhP(R)
sewk o ()
1
=1 [ <myw)| sup [<u,0)|

peWh P (R “ k4 ”Wk,pm) se Wk (I) || o ”Wkrp(p)
w50 070
1
=7 1K/ lw -t » (R) 1K Hw—k,l?(r)
C.V.D.

1

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.21i). Sia ¢ Ws#’ (IR),% + —==1,

’

§ intero =0, con || @ ||, ¢ 4 =1; si ha per definizione di norma
in WP (R):

“ n (t) etnt ”W—&I’(m) = sup | <’7 (t) ei'ut’ ' > l ¢
”‘P“Ws,p'(“):l

Risulta d’altro lato per tali ¢

~+o0
(n(t) ety o) =Ceivlyn () @ (1)) = f ekt (8) @ (8) dt = 27 (ngp) () 17)

da cui

S~

| wt (et @) | = | 27 (D2 (o) (1) | < ¢ || D* (@) ||z, o)

— c//

D? (np) IILP' R) =c ” ¢ ”W&p’(n) =0;

N
17) Si indica, come al solito, con vy la trasformata di Fourier di .
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si ottiene cosi

. 1 . ¢

” 7 (t) et ”vv—-?,l'(m) =— sup l :“s< net, @ ) ‘ =

I ”(I’HWJ,])' ('R)=1 v

Sia ora s reale >0, s=m -+ 1—6, m intero =0, allora per
interpolazione risulta (v. per. es. [15],...) poiche neiste W—"2(1R):

1

_— .
s

w

iut it

ut | 1— 0
|| me ”W—&P w=7¢ Il ’76.’“”;[/—(m+1).17(n) Il ne ll‘i;v-m, 2 R) = C2

La seconda disuguaglianza della (3.8) & cosi provata.
ii) Per la definizione di 7 (t) risulta ||y () e ||, _p o=

; . o ., 1
2 ” ’7 (t) et'ut ||W—8,pu_.]‘+][) * Sla ora fE Wk,p (]_17+1[) con ? +

1
— =1, k intero = 0 ; allora &

“ 7 (1) €'t HW—k.P(]_1, +1D) "f'l%k,p’(]_1,+1[)2 l (o (B) e, £ (1) |

Prendendo f= 7 (t)e~* 8i ha

+1
| Cn () €ty (B) e ) | = U(n(t»?dt’z 1;
-1

inoltre risulta
+1
) Y
<c ( f | D¥ (e—*t g (t)) |? dt)

-1

—tut
”8 ﬂ(t) ”V%k'pl(]—l,-f-”)
+1k . . o\
éci( 3 | pd =D (@) | dt) < ¢ (14 b
._1'7:0
. ¢
e quindi per k intero e x4 =1 si ha | 5 (t) ¢ ”W-k,pm)zﬂ—k. Nel
caso s reale=>0, s=%k — 14 0, k intero =1 ripetendo lo stesso

ragionamento ed usando la maggiorazione

“ 7 (t) e "Wk—l-i-@»l" () =c H 7 (t) e le_'z—ld" (®) ” 7 (t) e ”%V"'P' R
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si ha per u abbastanza grande che la prima disuguaglianza di (3.8)
& verificata per ogni s reale = 0.

C.V.D.

PROPOSIZIONE 3.1. Siano verificate le ipotesi (I), (1I), (III), (IV; o),
(Via) e (VI;a) con I, =2m, a=0,1,..,00 fissato; sia inoltre
verificata Vipotesi (AN ;0) con — n < 6 << n fissato. Allora per ogni
p€ll, 4 oo fissato esiste una costante ¢ = c(p) tale che per ogni
A€Q con argl =20 ¢ |1| abbastanza grande e per ogni f€ L¥ (Q),

1 1
3 + 7 =1, sia valida la seguente disuguaglianza

(3.9) ”f”LP’(,{))S ¢ H (‘Tp — ItE) F ||W_—2M.P' (1R™)

Q

ove 8i é posto F = (f;0,..,0}€Lr (Q) < II W—2mtm;+1jp.»" ("),

j=1

DIMOSTRAZIONE. Si ripete la dim. del teor. 3.2 osservando che
la (3.5) diviene poiché g;=10, j=1,..,m:

P @) et Q|0 g < & LI P (1) € @ (Tp — 2B) F ||y —m,p* (qn
Q

2m (9m . . )
+ IEO ( % ),u || D@m= (1) gint ®f”W@_2m'p' I,
+ “ @ (t) ei,ut ®f|IW_—1,P' (‘Rn‘l‘])}
Q

con ¢, indipendente da u e da f. Applicando poi i lemmi 3.1 e 3.2 si
ha D’asserto sensa usare il fatto che nella (3.3) ¢ deve poter essere

grande, precisamente ¢ = 2m — inf (m;), come invece avviene alla
j=1,...,m

fine della dimostrazione del teor. 3.2.
C.V.D.
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n. 4. Applicazioni della teoria spettrale.

1. Dai risultati ottenuti nel n. 3 si ricava innanzitutto il
seguente teorema che estende il th. 2.1 di Agmon [1].

TEOREMA 4.1. Siano verificate le ipotesi (I), (IL), (ITI), (IV ; a),
(V;a) e (VI;a) con o =0,1,..,c0 fissato ¢ con l, = 2m. Sia
inoltre wverificata per 0, fissato con — n < 0,<<n Vipotesi (AN ; 0,).
Allora per ognt p€|1, 4 oco[ Voperatore A, lineare non limitato di
L? () in sé di dominio D (A,)= fu€e W2™?(Q); Bju=0 su I,
Jj=1,..,m} definito da

Ap:u—Apu=A(x;D)u per u€D(4,)

ha spettro discreto, indipendente da p €)1, 4 oo [, senza punti di ac-
cumulazione al finito ; inoltre ogni A con argl =0, e | 1| abbastanza
grande é in @ (Ap) e per tali 1 vale la sequente maggiorazione su
E(4;4p):

cost

P) ”LP (2)—~LP () gl_ﬂ' .

(4.1) | R4 4

DIMOSTRAZIONE. In virta del teorema 3.1 si ha Ker (—A4,4AI)=
= {0} per ogni 1€C con argA =0, e |A| abbastanza grande. Per
provare che per tali 1 & Im (— A, + AI)= L? () & sufficiente ve-

rificare che Im (— T, 4+ AE)= L? (Q) < II Im (B;) e dunque pas-
j=1

J
sando all’applicazione trasposta basta dimostrare che

Ker ((— Tp + AB))=Ker (— ¢ T, + 1tE) = {0} ﬁN;
j=1

dove Njec Wit r (1) & il polare di Im(Bj). Quest’ultimo
fatto discende dalla prop. 3.1. L’indipendenza di o (4,) da p €]1, 4 oof
& conseguenza del corollario alla prop. 2.2 e la maggiorazione (4.1)
segue dalla maggiorazione (3.1) del teor. 3.1.

C.V.D.
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OsSERVAZIONE 1. Con lo stesso ragionamento si verifica da
sotto le ipotesi del teor. 3.2 risulta Im (— T, + 1 E) = L, (2) <
= 179[1 W=l () ¢ quindi sotto tali ipotesi risulta T, + i B

j=
un isomorfismo di WP P (Q) su L?(Q)x ﬁW“’m_"’f'_]/p"’(F); sic-
come poi A E & un operatore compatto diJ=!IV 2 p(Q) in LP(Q) <
X‘ﬁ W ¥™="=IPP (") si ottiene, grazie al teor. 1.2 iii), che y (— T, -+

J=1
+AB)=x(T,) =0 e siccome anche y(4, =0 si & provato

2 (Tp) =2 (4p) (= 0) 1)

OSSERVAZIONE 2. Agranovich-Vishik [6] hanno dimostrato che
la condizione (AN ; 6,) & sufficiente perché sia ¢(4,)== & anche
quando & I, = 2m +- 1; per la prop. 2.1 tale risultato implica che
pera=1,2,.., 00 fissato & @ &= g (4d,) = (4p) 2 (A€C;argl=6,,
e |A| = L}. Tuttavia i risultati sulla completezza delle autofunzioni
generalizzate sono stati ottenuti nel n. 1 sotto lipotesi supplemen-
tare che D (A,) sia denso in W h—2m» (), In generale se I, = 2m |1
tale ipotesi non & perd verificata, mentre se I, = 2m tale ipotesi
segue automaticamente dalle inclusioni D (£2)c D(4,)c L?(2) e
dalla densita di D (Q) in L7 (L2). In vista di tali risultati I’ipotesi
l, = 2m non pare dunque troppo restrittiva.

OSSERVAZIONE 3. Ci s8i pud porre il problema se 1’ipotesi (4 N ;0,)
sia necessaria perché lo spettro di A, sia discreto. Seeley [19] ha
costruito esempi di problemi ai limiti di Dirichlet che non verifi-
cano Dipotesi (AN ; 0) per alcun 0 €] — z,+ 2] e per i quali lo
spettro & discreto. Tuttavia Agmon [1] (v. anche Agranovich-Vishik

18) La relazione 2 (Ty,) =1x(4,) & sempre vVera se {ng';l & un sistema nor-

male secondo Aronszajn-Milgram [7]; infatti basta osservare che allora

m m
big Im (B) = 1T w2m—mj=1jp,p p,
= -

=1

ed applicare poi il teor. 1.1.

11
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[6]) ha dimostrato che I’ ipotesi (AN;6,) & necessaria perche lo
spettro di A, sia discreto e sia verificata la (4.1) per ogni 1 con
arg A=20, e | 1| abbastanza grande.

2. I risultati di completezza degli autovettori generalizzati sono
conseguenza del teorema 1.4 non appena se ne siamo verificate le
ipotesi. Il problema & semplificato dal seguente teorema che & una
facile estensione del teor. a pag. 132 di Agmon [1].

TEOREMA 4.2. Siano verificate le ipotesi (1), (IT), (III), (IV; &), (V; &)
e (VI; a) con o« =0,1,..., 00 fissato e sia l, = 2m. Sia inolire veri-
Jficata Vipotesi (AN ; 0y) con — < 0, <<= fissato. Se le autofunzioni
generalizzate sono complete in L () con p, > 1 fissato, allora le
autofunziont generalizzate sono complete in L? (L2) ed anche in D (A,)
per la norma indotta da W22 () per ogni p€]1, + oof .

Si ha allora senza difficolta il seguente risultato che estende
il teor. 3.4 di Agmon [1].

TEOREMA 4.3. Siano verificate le ipotesi (I), (II), (III), (IV ; «),
(Vsa) ¢ (VI;a) con a=0,1,...,00 fissato ¢ con 1, = 2m. Sia
inoltre verificata UVipotesi (AN ;0 con —a <0, <m s=1,..,k
fissati in modo che il piano complesso sia diviso dai raggi argl = 0,
. ;oo . 2nm
in angoli di ampiezza << ——

Allora le autofunzioni generalizzate sono complete in LP () ed in
D (A,), munito della norma indotta da W 2™ 2 (), per ogni p €] 1, 4 ool.

DIMOSTRAZIONE. Per il teor. 4.1 & sufficiente provare il risul-
tato per p = 2. In questo caso il risultato segue dal teor. 1.3; per
quanto riguarda Dipotesi (x) essa & conseguenza del teor. Al.1” di
Agmon [1]. Per quanto riguarda Dipotesi (8) essa segue dal teor.
3.1; bisogna perd ricordare che nel teor. 1.3 & richiesto che Pam-

piezza degli angoli in cui e diviso il piano complesso sia <2n7.

Osservando perd che se & verificata ipotesi (AN ; 0,) per 6, fissato &
anche vera lipotesi (AN ; 6) per ogni 6 con |0 — 6| < & opportuno
si dimostra completamente l’ipotesi (8) del teor. 1.3.
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n. 5. Estensione al caso di certi sistemi ellittici.

1. Si consideri la matrice di operatori lineari a derivate par-
ziali, definiti in Q regolari nel senso che verra precisato piut avanti

(v. Vipotesi (V; «)) a valori complessi
A=A (@; D)y=|lj@; D)l j=1,..,m-

Si dice che tale matrice & ellittica secondo Douglis-Nirenberg
[9] se & verificata la seguente ipotesi

(f) (TPOTESI DI ELLITTICITA). Hsistono degli s;,t;€ Z tali che

Li(@; D) sia un operatore lineare a derivate parziali in 2 di ordine

< 8; 4 t;, dove se 8;+ 4, < 0 allora l;(x; D)=0; detta l?j (x; D)

la parte principale di 1;(x; D)) sia A° (x; D)=||1, (x; D) |ls,j=1,..,m;

posto per EE€ER™ ed x€ Q, LO(x; & = det A% (x; &), allora per ogni
x€Q e per ogni &€ R risulta L° (x; &) %= 0.

Siccome ’ipotesi (f) non cambia sostituendo s; con s; — o, e ;

con t; + o, 0 €Z, si pud supporre, come sard fatto d’ora in avanti:

MAX (8 y ey $n) =0, min(t,, ..., 1%,)=0.
Si faccia anche la seguente ipotesi (v. [4],[20],...)

~ m
(II) (IPOTESI DI ELLITTIOITA PROPRIA). Risulta X (s; +t;) =

i=1
= 2r con r > 0; inoltre per ogni x €Iy per ogni &€MRL tangente a
I'in z, per ogni v € R: normale a I' (interna ad 2) in x, il polino-
mio, in t€Q, L°(w; &+ vv) ha esattamente r radici i (x; &, )
k=1,...,r con parte immaginaria positiva ed r radici v (r; &, »)
k=1,..,r con parte immaginaria negativa.

19) Ciod quella di ordine s; + R
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Si indichi per x€I" e £€1R? con o (x; &) la matrice aggiunta
della matrice A% (z; &) per cui risulta A°(x; &) A (x; &) = L0 (x; )T
ove I & la matrice m > m identita.

Si consideri ora la matrice di operatori lineari a derivate par-
ziali a coefficienti definiti su I" (per la cui regolarita v. lipotesi

(VI; o)) a valori complessi

B =B (r; D)= Bgj(x; D) llo=1. ...,

J=..,m

e si faccia la seguente ipotesi (v. per es. [4], [20],...)

(ITI) (CONDIZIONE COMPLEMENTARE). Esistono dei o,€Z, q =
=1,..,m tali che Byj(x; D) é un operatore lineare a derivate par-
zialt definito su I' di ordine << o, t; dove se o, + t; < 0 allora
Byj(@; D)= 0; sia BY(x; D) la parte principale di By(x; D)%) e
sia. BO(@; D)= || BY;(@; D)|lg=1,...,r; per ogni x €I, per ogni &€ 1R}

j=1,....,m

tangente a I' in x, per ogni v € R} normale a I (interna ad L) in z,
le righe della matrice B® (x; & + w) of (x; &+ ), @ cui elementi sono
considerati come polinomi in 7€, sono linearmente indipendenti mo-

dulo ﬁ (t—1f (x; &)
k=1

Per « =0, 1, ..., co si facciano le seguenti ipotesi di regolarita
(v. per es. [11],...)

(ﬁf; a) £ é un aperto limitato di MR™ (n = 2) di frontiera I'
varieta di dimensione n — 1 di classe Cht*+a con I, =max (0,0, + 1, ...
or+1) ¢ A=max (t,,..,t,)2%); Q & considerato come una varietd
a bordo di classe Cutita con bordo I.

(V; o) Posto lj(w; D)= X @ij; o (@) D risulta  ag, €

. lel=<s;+¢

—8:4a A L —s8; +a, 00
€C"Y Q) per |p|l=8+1t, ed ay, € WTNTHC(Q) per lpl <
<8¢+tj, i,j=1,...,m.

20) Ciod quella di ordine o+ .

#) Nel caso m =1, il numero qui indicato con I, + 4 & stato indicato nei
nn. 2, 3 e 4 con il simbolo 7, .
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(VI;2) Posto By(w; D)= 3 by, (®) D¢ risulta by, €
|ul<og+t;

€ C"°0t (') per | u|= 0441, € by, € What® = (') per | u|<og+t;,
9=1,..,I,j=1,..,m.

OSSERVAZIONE. Naturalmente come & stato fatto nel n. 2.2 le
ipotesi avrebbero potuto essere fatte in G aperto non limitato di IR»
di frontiera 0@ ; per comoditd sono state scritte per £ anche se
verranno usate per G negli analoghi dei teor. 3.1 e 3.2.

2. Sotto le ipotesi (I), (fT), (1T1), IV;a), (V; a) e (VI;a)
con a=20,1,..,00 fissato, si consideri per p€]l,4oco[ e per
k=0,1,.., %% fissati Poperatore

U=ty 5 err  Um) —> Tp 1 % = (Au, Bu)

m
lineare e continuo da II W4tit%?(g) in
j=1
}n] er-SH'k-P (@) x< I} Wlx—ﬂq'l‘k—llp,}"(a Q).

=1 g=1

I teoremi ricordati nel n. 2.3 sono ancora validi per questo
operatore T, ; e le considerazioni svolte nei nn. 2.4 e 2.5 possono
essere ripetute senza alcuna modificazione ed in particolare la dimo-
strazione dell’analogo del teor. 2.3 nel caso « =1, 2,..., c0 fissato.

Per p€]1, 4+ oo e per k=0,1,..., « !?) fissati e per G = Q
limitato sia poi A, ; 1'operatore non limitato di 11 whsthr ()

=1
in s® di dominio D (4, ;)= ue II W't t%?(Q); Bu'=0{ definito da
j=1
w— Ay u=A@; D)u per w€ D (4, 1)

detto realizzazione di A sotto le condizioni at limiti B.
Applicando il teor. 1.1 risulta dall’analogo del teor. 2.3 il se-
guente risultato.

TEOREMA b5.1. Siano wverificate le ipotest (f), (ﬁ), (ITI), (I~V; o),
(V5 a), e (VI;a)con q=0,1,...,00 fissato. L’operatore A, i & chiuso,
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ha tmmagine chiusa, verifica Ker (A, ;) = Ker {(Tp ) e ammette indice
JSinito y (A ) legato a yx(Tpy) dalla (1.4). Se inoltre é a=1,..., 00
Jissato allora yx(A,x) e Ker (Tpx) non dipendono né da p€]1, 4 oo
né da k=0,1,.., «!?).

Si possono poi estendere senza difficoltd le prop. 2.1, 2.2, con
il suo corollario, ed il lemma 2.2 al caso dei sistemi presi in con-
giderazione,.

3. Per quanto riguarda l’estensione del teorema 3.1 al caso dei
sistemi il ragionamento fatto per tale teorema pud essere ripetuto con
T'unica avvertenza di supporre s; } ;= g indipendente da i=1,...,m.
Precisamente si introduca per — n <0 << = fissato la seguente ipotesi

(AN ; 0) Definiti su Q = Q2 < R gli operatori per k,j =1, ..., m

9 60"t
lk,-;9=lkj;9(x; Dm—a?)=lkj($;l)x)‘_('— 1) o

2 ot

6kj [4 22)

8tl(k+tj

Voperatore Lo = || lij; 0 ||k j=1,..,m & ellittico in Q; gli operatori de-
Sinitisu 0 Q=1 < R:

d .
B, =qu(w; D aT) = By (¢ 5 Dy) g=1.,rij=1..,m

sono tali che B = || Byj|lo=1,...,r verifica su § Q UVipotesi complemen-
j=1...m
tare rispetto ad L.

Si ha allora il seguente risultato che estende il teor. 3.1.

TEOREMA 5.2. Siano wverificate le ipotesi (ff, (ff), (Iﬁ), (I‘Af; o),
(Vi) e (VI; &) con «=0,1,..,00 fissato e sia 8, -+t = per
k=1,..,m; sia inoltre verificata Vipotesi (AAIIV; 0)eon —an<O<m
Sfissato. Allora per ogni p€]l,4 co[ e per ogni h=0,1,...,a 1?)

2) 8i indica per comoditd con D, la derivazione rispetto ad x¢ R"; 3lcj 3
il simbolo di Kronecher.
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esiste una costante ¢ =c(p,h) > 0 tale che per ogni 1€ con
argl = 0 ¢ | 1| abbastanza grande sia

L+A—h m

m PSS
2 ullgpyine o <cla] € 0 2

.Z (lkj -_ 6kj 2) Uj
)=1

w li_sk+hv1’ (9)
— m —
per ogni we IT Whtt™?(Q) tale che Bu = 0.
j=1

DIMOSTRAZIONE. In virtt dell’ipotesi (AN ; 0) si pud applicare
Panalogo del teor. 2.1 al problema {25, B}?3) in @ =2 < IRc RR*+!
assumendo K = Q < [—1, 41]. Se v= (Vg yueeyOm) € IT Whtsthe ()

j=1
con supp (vj))c K e Bv=0 su 9@ allora risulta

» <c|| Lov
1ol g rnr g = ILow N yins )
=1 =1

+ || v]] ™ =L o )
j=1

con ¢ =c (K, p, k) indipendente da v
Si prenda vj= & (t)e" u;(x) con wje WhtiTh? (Q) j—=1,.. m,
Bu=0 su IPeC,  (R), 0<DP({#)<<1 per teR, () =0 per

6]=1, B)=1 per |¢| <5, p reale > 0.

Risulta con facili calcoli

lkjg V= P (t) et (lkj —_ 6]6]' lu,8k+tj e"e) Uj —|—

3
— (8515 .
—(—1)2 7 Oy €0

3k+‘i"l( s+t

>
p=0 S+t —1—Ff

) G (Y <m>”‘+”"ﬁ'lJ ety

23) Siccome n + 123 L, verifica automaticamente l'ipotesi di ellitticitd
propria.
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ot .
Dz et D (8) u, (x)
. ! LP(Q)

oth—r

h
=3 2

r
v; =
” JHWh,P(Q) =0 ol <y

h
< ¢ 3 pt2 | |5y 00 < 0" {11 4 |l ypn gy + 27 [ %l g

h ah—
||vj”€Vh,p(Q) ZO A<, f‘ =" ei,ut@ ‘ dt)([l D u]|p dw)
h ' h—y it »
8 s flaera) (fioar o
27=0 lal=vr oth=7 | 4

2

- 2 e |2

con ¢/, ¢” indipendenti da u per u = 1.
Osservato poi che & .25 v —(2 lkjo v,) si ha per u >1
j=1 =1, ..., M

m btttk bt
121 yzo w4l g <
iut — spt+t; i
= ng_l (t)e E‘ (lj — Oy w9 6°) whsEthD g +
ms-H g
8i4-t;—p—
+j§1 ﬂi TXAK) || DB+1) gint y; ”Wl!— s+, p (g +

mohel

£2 R )
m m

<ojZp At 3 (L — S1y Y €) |

1 j=1( 7] 5 M ) % }Wlx—sk+h,p(g)

=1

m ll+tj+h -1 Wbt +h -1
+]§ ﬂf: :“l ” uj”WﬁvP(Qg
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con CO,c, indipendenti da =1 e da ;;; si ottiene quindi poich®
8k -I— th=20:

m ll+tj-|-h Lt b e
- +tjth—
(L —2¢, 1) jfl E :“'l J ||Wﬁ1p(9) =

m 1

(lij — Ouj e €9) wj
1

m
< ¢ lu}rH-—Q'Fh ki

= Wwh—spthp (@)

Ponendo 1 = uee® si ha

ne || Uk “Wlx—sk-i-h.l’(g) =

m !

= ¢y ,ull‘*"‘—i"*‘h 2|2 (lkj — 6kj 1) uj

wh—sgth P (@)

k=1 || j=I
da cui
m
kfl “ U HWll—Sk-HlyP(g) =
Wik, om |
=me|i[ e kfl 151 (ly — 95 4 vy ‘W’l—%-l-h. P(Q)

con ¢, indipendente da 4 € € con argl =0 e | 1| abbastanza grande.
C.V.D.

4. Considerato V’operatore lineare e continuo T : E——)(Aaz; B;;)
da IT WhT5?(Q) in IT Wh? (Q) < IT Wha "2 (") si defini-
j=0 J=1 q=1
sca ’operatore

E: u—>(u,0)

m
lineare e continuo da II W"%?(Q) in
j=1

o Wh? (@)= I Whoanr ),

j=1 g=1
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Sia T}, il trasposto di I, e sia 'E il trasposto di ¥ ; risulta allora
ovviamente {T, — AE)=1'T, — 1R,

Se si suppone I, =0, s =0, k=1,..,m, si ha ty=p e per
Poperatore A la condizione (f) coincide con Vellitticita secondo Pe-
trowsky.

Il teorema 3.2 e la prop. 3.1 possono essere estesi senza diffi-
coltd al caso di sistemi ellittici secondo Petrowsky ; in particolare
la prop. 3.1 pud essere estesa nel modo seguente.

PROPOSIZIONE 5.1. Siano verificate le ipotesi (‘IV), (ﬁ'), (ITI),
(IV, ), (V o) e (VI, o) con o=0,1,..,00 fissato e con I, =0,
=0, k=1,..,m; sia inoltre verificata Uipotesi (AAI'V; 0) con
—n < 0 <= fissato.

Allora per ogni p€ll, 4+ oo esiste una costante C = C(p) > 0
tale che per ogni 1€Q con arg Al =0 e || abbastanza grande e per

ogni ?: (fy ooy Sm) E[LP (D)™, % -|-1% =1 sia valida la seguente

maggiorazione
”f“[LP'(.Q)]m =0 “ (tTp — A_CE) F ”[W!;e,p' (RM]m

ove si é posto F = (f,0)€[L? (Q™ x I Wt ()
g=1

5. Si possono ora estendere al caso dei sistemi ellittici secondo
Petrowsky i risultati sulla teoria spettrale ottenuti nel n. 4; siccome
le dimostrazioni- sono del tutto analoghe a quelle fatte nel n. 4
esse non verranno qui ripetute.

TEOREMA 5.3. Siano verificate le ipotesi (1), (IT), (ITT), IV ; a),
(f";a) e (V'\i;oc) con a=0,1,...,00 fissato ¢ sia l,=8,=..=8,=0
i) Se per 0,€] — x, + x| fissato Vipotesi (ANN ; 0,) & verificata

allora per ogni p€|1, 4 oo[ Voperatore A, ha spettro discreto, in-
dipendente da p€]1, 4 co[, semza punti di accumulazione al finito
ed inoltre ogni A€Q con argl=0, ¢ |A| abbastanza grande & in
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o (Ap) e per tali 1 si ha

I R@G; 4, cost

M2 @mm  z2 @m = ]

ii) Sia verificata UVipotest (A'IV; 0;) con 05,€] — m, + A,
s=1,...,k in modo che il piano complesso sia diviso dai raggi
arg A = 0, in angoli di ampiezza gy—:lg. Allora le autofunzioni gene-
ralizzate sono complete in [L? ()™ e in D (A4, = (ue[We? (Q)™;
Bu =0 su I'} munito della norma indotta da [We:? ()™, per ogni
pe]l, +oo].

Esempio. Siano A 'operatore dell’elasticita :

Au= — Au — y grad divu

B le condizioni di Dirichlet; allora per y reale > — 1 & A forte-
mente ellittico (per la def. di fortemente ellittico v. per es. [4],...)

e quindi anche Ly & fortemente ellittico per |6|> % e dunque

per | 6| >% la condizione (AAl'V; 0) & verificata (v. [4]). Si ricava

allora dal teor. 5.3 i) che lo spettro di — 4 — y grad div & discreto
senza punti di accumulazione al finito e indipendente da p€]1l,
-+ co[. B poi facile verificare che risulta

(A2u7 v)[L?(Q)]n = (u’ sz)[La @o@m

per ogni 17, 56D(A2)= [JE [W22 (@) 17|p= 0} e dunque lo spet-
tro di 4 & reale. Inoltre per il teor. 12.7 di Agmon [2] vale la
maggiorazione

1

Il o e < Tsen o] 7] [| Agw — du |

AN e

per ogni A€CQ con argA==0, = e | 1| abbastanza grande. Segue al-
lora direttamente dal teor. 1.3 che le autofunzioni generalizzate
sono dense in [L?(2)]*. Applicando poi Vanalogo del teor. 4.2 si
ottiene che le autofunzioni generalizzate sono dense in [L? ()" e
in D(4,) per ogni p€]1, 4+ co[. Si osservi infine che tutti gli
autovalori sono > 0. In questo modo si generalizzano risultati ben
noti (v. ad es. S. Campanato Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa XIII (1959)
pp. 275-301, ...).
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