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SU CERTI INTERI ASSOCIATI A UN IDEALE
E LE MOLTEPLICITA D’INTERSEZIONE

di GIUSEPPE VECCHIO (a Genova) *)

In questo lavoro riprendo lo studio, iniziato in [4] e [5], di alcune
proprietd di certi interi associati a un ideale di nu anello noetheriano, con
lo scopo di mostrare come, sotto opportune ipotesi, essi abbiano signifi-
cato di molteplicitd d’intersezione.

Sia a un ideale di un anello noetheriano A4; per ogni elemento x di
4/@ si consideri il numero intero g.(a) = min {reN |z"ca} e si ponga
o(a) = max {p.(a)}.

In [4] ho studiato certe proprieta degli interi g.(a) e p(a) nelle ipo-
tesi di un ideale a di classe principale in un anello di Macaulay ed ho
indicato, fra l’altro, una condizione sufficiente per « affinché risulti
0:(a) = e(a) ([4], teor. 2).

Siano inoltre p,, ..., p, i primi associati ad a. Ho considerato, sempre
in [4], l'insieme delle n-ple (xy, ..., x,) tali che ;€ p, e soddisfacenti a
a certe ulteriori condizioni; per ciascuna n-pla (z,, ..., z,) del tipo suddetto
ho dimostrato che tra tutte le n-ple (ry,...,7,) di interi naturali tali
che ap*...x* € a ne esiste una minima (g, ..., 0») (per la quale, cioe,
si abbia g; < r; per ogni %) che non dipende da «,, ..., x,, ma solo da a
ed ho dato una caratterizzazione di tale n-pla ([4], teor. 3,4). In [5]
ho precisato ulteriormente questo risultato, dimostrando che se q; & la
componente p;-primaria di a, 8i ha o, = p(q,) ([5], teor. 2) ).

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Universitd di Genova.
1) In [56] I'intero o(q,) & denotato con s, ed & introdotto nel modo equivalente:
8; = min {0, € N | per ogni 2 € p, risulti 2% € q,}.
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In [5] trovasi altresi dimostrato il seguente fatto: se a & un ideale
privo di componenti immerse di un anello A noetheriano, (o(q,), ..., 0(Gs))
¢ sempre la minima tra le n-ple (ry, ..., 7,) tali che 2 ... z;» € a per ogni
scelta degli elementi x; € p, ([5], ter. 1).

Lo scopo essenziale del presente lavoro ¢ di mostrare che, sotto certe
ipotesi, l'intero g, coincide con la lunghezza A(q;) di g, ed anche con la
molteplicita e (q;) di q; (cfr. teor. 1, 2, 3); e quindi se A & un anello di
polinomi, p; esprime, sotto ipotesi opportune, la molteplicitd d’interse-
zione di certe varietd algebriche lungo una componente della loro in-
tersezione.

Precisamente, nel caso in cui 4 sia 1’anello dei polinomi in un numero
finito di indeterminate sopra un campo algebricamente chiuso, pervenno ai
seguenti risultati: sia a = b + (f) con b ideale di una varietd irriducibile
U, completa intersezione ed (f) 'ideale di un’ipersuperficie F' non conte-
nente U. Siano M una componente di U n F semplice per U e G una
ipersuperficie di ideale (g9) che incontri U semplicemente in M. Allora,
se q & la componente primaria di a relativa a M, o(q) = g,(q) = i«(U-F,
M), dove ¢(U-F, M) é la molteplicita di intersezione di U, F in M, nel
senso di C. CHEVALLEY, P. SAMUEL, A. WEIL (cfr. teor. 4). Siano poi
M,, ..., M, le componenti di UnF, G,(I <j<n) un’ipersuperficie di
ideale (g;) passante per M; ma non passante per M, con s # j e (0yy ...y On)
la »-pla minima tale che ¢§ ... g2 € a; allora, se per un indice j G; incon-
tra U semplicemente in M;, si ha o, = «(U-F, M,) (cor. al teor. 4).

Piu in generale, se a = b + ¢ con b, ¢ ideali di due varieta irriducibili
U, V, ciascuna completa intersezione e se q & la componente primaria
di a corrispondente ad una componente propria M di U n V, sotto oppor-
tune ipotesi, o(q) = «(U-V, M) (cfr. teor. 5). Se, poi, M,, ..., M, sono
le componenti di UnV, G;(1 <j < n) un’ipersuperficie di ideale (g,)
passante per M, ma non per M,, con s # j, € (04, ..., ) € la n-pla mi-
nima tale che g¢¢ ... g% eca, per ogni indice j per cui sono soddisfatte
certe ipotesi, si ha o, =4(U-V, M;) (cor. al teor. 5).

Il presente lavoro contiene, inoltre, qualche altro complemento alle
Note mensionate [4], [5]. L’asserzione a) del teorema 3 del n. 4 genera-
lizzata, infatti, il teorema 2 di [5], in quanto ne indebolisce sensibil-
mente le ipotesi.

Infine, il n. 6 contiene una caratterizzazione degli ideali di classe
principale in un anello di polinomi, per i quali la n-pla (g, ..., 0,) & costi-
tuita da interi tutti eguali ad 1. Tale caratterizzazione ¢ un corollario
di alcune proposizioni che seguono facilmente da risultati ben noti, per
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lo piu dovuti a O. ZARISKI, relativi alla nozione di zero semplice di un
ideale.

1. Per comodita del lettore richiamiamo in questo numero alcune
nozioni ben note assieme a qualche proprieta che discende facilmente
da esse.

Con A denoteremo sempre un anello commutativo con identitd noe-
theriano.

(I) Localizzazione. — Sia p un ideale primo di 4 e sia n ’ideale degli
elementi di A tali che se a e n esiste un elemento ¢ ¢ p per cui at = 0.
L’immagine di 4 — p nell’omorfismo canonico »: 4 — A/n & un sotto-
insieme moltiplicativamente chiuso e privo di divisori dello zero; si puo
allora considerare I'anello A, dei quozienti di A4/n rispetto a »(4 — p),

cioé l'anello degli elementi del tipo é con fe Aln, tev(d — p). A/n

si immerge canonicamente in A, e la composizione di v con quest’immer-
sione definisce un omomorfismo canonico ¢ : 4 — A4, il cui nucleo é n.
Se t ¢ p I'elemento g(¢) ¢ invertibile in 4, ed ogni elemento di Ay si pud

scrivere nella forma Z)% conzxe A, t¢p. Se a & un ideale di 4, con a4,
si denota l'ideale generato da ¢(a) in A,; ad, risulta distinto da 4,
se e solo se ac p. L’ideale pA, & l'unico ideale massimale di Ay, ed 4,
si dice il localizzato di A in p.

La corrispondenza a —ad, ¢ biunivoca tra linsieme degli ideali
primi (primari) di 4 contenuti in p e ’insieme degli ideali primi (primari)
di Ay. Inoltre, se P ¢ un primo contenuto in p e £ e un ideale PR-pri-
mario, l'ideale 2.4y, & PBA-primario (cfr. [8], vol. I, cap. IV §§ 9-11).

LEMMA 1: Siano b un ideale ed x un elemento di A tali che b .z = b.
Allora, per ogni ideale primo p contenente b + (x), si ha bA, x4, =DbA,.

Basta ovviamente provare che se n€ A, & tale che ne(r) = f€bd,

allora € bA4,,. Gli elementi 7, f si possono scrivere nella forma 7 = z((z)) ,
g = Zét_b)) con ye€ A, beb, s, t¢ p e quindi si ha p(ryt — bs) = 0. Esiste
P

percid un elemento z ¢ p tale che (zyt — bs)2 = 0 e quindi si ha xytz €b.
Essendo, per ipotesi, b 2 = b, deve essere ytz = ¢ b. Ne segue perciod
_ 9@ _ ¢l
@(s) p(stz)
LemMMA 2: Siano p un ideale primo di A e q un ideale p-primario.

€bAy, come volevasi.
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Allora se @ ¢ Pimmagine di x nell’omomorfismo canonico ¢ . A — A, ed
7 & un intero positivo, si ha TT € qAy se ¢ solo se x" € q.

B chiaro che se 2" € q si ha @7 € qA,. Viceversa, supponiamo che sia
?(y)
@ (t)
(@t — y) = 0. Esiste percid un elemento #' ¢ p tale che (z7¢ — y)t’' =0
e quindi 27’ € q. Ed allora, essendo &' ¢ p, deve essere a7 € q.

@r € qdy; allora si pud scrivere zr = con yeq, t¢p e quindi si ha

(IT) Lunghezza di un ideale primario. Sia q un ideale primario di A
e sia p = +/q. Si dice lunghezza di g, e si denota con A(q), il numero di
termini di una serie di composizione di ideali p-primari congiungente
p con g, cioé una serie

P=q>Dq0>..0q, =q

tale che q; # q¢1(1 <¢ < r) e tale che non esistano ideali propriamente
compresi tra q; e q;,;. L’esistenza d’una serie siffatta é garantita dalla
noetherianita di A.

In virth della corrispondenza biunivoca tra l’insieme degli ideali
primari di 4 contenuti in p e Vinsieme degli ideali primari di Ay, si ha
Mq) = A(q4y) (cfr. [2], cap. III, n. 3.3).

(IIX) Altezza di un ideale. — Sia p un ideale primo di 4. Si dice che p
ha altezza h se esiste almeno una catena pycp,c..cp, = p di ideali
primi distinti e se non esistono di siffatte catene con piu di h termini.

Se a & un ideale di A4, si dice altezza di a la minima delle altezze dei
primi associati ad a.

Se a & generato da r elementi, ogni primo isolato di a ha altezza <r
([8], vol. I, cap. IV, § 14).

(IV) Molteplicita di un ideale primario. — Sia A un anello locale di ideale
massimale m e sia q un ideale m-primario di 4. La lunghezza A(q") di
q" ¢, per n grande, un polinomio Pgy(n) in n a coefficienti razionali. Se
d & il grado del polinomio Pg4(n), il coefficiente del termine di grado mas-

simo & della forma E‘(lq—') , con e(q) intero > 0. L’intero e(q) si dice la mol-

teplicita di q.

Sia ora A un anello noetheriano qualsiasi e siano g un ideale primario
di A4 e p = 4/q. Chiameremo molteplicitd di q, e la denoteremo ancora
con ¢(q), la molteplicitd di qA, (cfr. [8], vol. IT, cap. VII, § 12 e cap.
VIII, § 8).
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(V) Alcune proprieta degli amelli locali. — Sia A un anello locale di
ideale massimale m e siano ¢ . 4 — A/m, 7. m —m/m? gli omomorfismi
canonici; se per ogni o € A/m, & em/m? si definisce il prodotto a& po-
nendo af& = t(ax), dove a, 2 sono tali che ca = «a, 1 = §, m/m? risulta
uno spazio vettoriale sopra A4/m.

(2) QUi elementi xy, ..., x4 costituiscono una base di m (cioé un sistema
minimale di generatori di m) se e solo se 1y, ..., 7@, costituiscono una
base per lo spazio vettoriale m/m? ([2], cap. IV, n. 4.5, prop. 6).

La dimensione di un anello locale A &, per definizione, l'altezza del
suo ideale massimale m. Dunque, se x,,...,2; costituiscono una base
di m e se denotiamo con dim A la dimensione di 4 e con dim(m/m?) la
dimensione sopra A/m dello spazio vettoriale m/m? si ha dim A4 <
< dim (m/m2). Se vale l’eguaglianza, A si dice regolare.

Sia A di dimensione d; si dice che gli elementi a,, ..., a; costituiscono
un sistema di parametri di A se l'ideale (a,, ..., ;) & m-primario. Se 4
& regolare, ogni base di m si dice un sistema regolare di parametri.

(43) Sia A un anello locale regolare e sia ,, ..., x; un sistema regolare
&i parametri di A. Allora, Videale (x,, ..., x;) & primo per ogni i(1 < i < d)
([2], cap. IV, n. 4.6, teor. 6).

(VI) Amnelli di Macaulay. — Si dice che un anello noetheriano 4 ¢é
un anello di Macaulay se vale in esso la proprieta: ogni ideale di A gene-
rato da h elementi ed avente altezza h & puro (cioé tutti i primi associati
ad a hanno la stessa altezza e di conseguenza sono isolati).

1) Un anello locale regolare ¢ di Macaulay (cfr. [8], vol. II, app. 6,
pag. 297 es. (1)).

2) Un anello locale A é di Macaulay se e solo se per ogni ideale q,
generato da un sistema di parametri, si ha e(q) = A(q) (cfr. [8], vol. IT,
app. 6, teor. 3).

2. Sia sempre A un anello commutativo con identitd noetheriano.
Sia a un ideale di A; per ogni « € 4/a si consideri il numero intero g.(a)
cosi definito:

0(a) =min{reN |z €a}.
Essendo 4 noetheriano esiste un intero m tale che (y/a)" <a e dunque

si ha p.(a) < m. Bsiste, pertanto, finito il max {g.(a)}. Porremo, sempre,
ZE 4/T
nel seguito
e(a) = max {g.(a)} .
TE /T



80 G. Vecchio

Se A é un anello di Macaulay ed a & un ideale di classe principale, in [4]
abbiamo dato una condizione sufficiente perché risulti p.(a) = p(a)
(cfr. [4] teor. 2).

Ci occorre per il seguito dare una condizione analoga nel caso in cui
A sia un anello noetheriano ed a un ideale primario o, piu generalmente,
una componente primaria di un dato ideale.

Cominciamo col dimostrare la seguente

PROPOSIZIONE 1: Siano q un ideale primario di A e p = /0. Siano b
un ideale di A contenuto in q ed x un elemento di A tali che p =0 + ().
Si ha allore: g.(q) = o(q).

Per definizione, esiste un elemento y € p tale che y@(@7" ¢q; d’altra
parte, si pud scrivere

y=b+ar, beb, acA,

da cui risulta y%(9 cq. Dunque o,(q) > o(q) e, percid, o.(q) = o(q)-

PROPOSIZIONE 2: Sia q un ideale primario di A e sia p = 1/q. Si ha
allora: o(q) = e(qdy).

Per brevitd, poniamo o = o(q), o' = e(qdy); per definizione esiste
un elemento &€ pAd, tale che 59'"1¢qu; l’elemento & si pud scrivere
(@)
@(?)
Quindi deve essere p > p'. D’altra parte, per definizione, esiste un ele-
mento y € p tale che yo~'¢ q; se y € 'immagine di ¥ nell’omomorfismo
canonico A — A, per il lemma 2, risulta y°-'¢ q4, e quindi o' > .
Dunque ¢ = ¢'.

PROPOSIZIONE 3: Siano b un ideale di A, y un elemento di A, q una
componente primaria dell'ideale a =0 + (y) e p = 1/q. Allora, se v ¢é
un elemento di p tale che Uideale ¢ = b + (x) abbia p come componente
primaria isolata, si ha: o,(q) = o(q).

Localizzando in p si ha cd, = p4, =bA, + 24, ed inoltre g4,
& pAy-primario e contiene bA,. Ed allora, se z ¢ 'immagine di « nell’omo-
morfismo canonico A — A,,, per la proposizione 1 si ha gz(qdy) =
= 0(q4y). Per il lemma 2 si ha poi g.(q) = z(q4y), per la proposizione
2 si ha o(q) = e(q4y) e, dunque, si ha g,(q) = e(q)-

LEMMA 3: Siano b un ideale ed y un elemento di A. Siano poi a =
=Db + (y), © un elemento di r/a ed

nella forma & = con zep, t¢p, e risulta ovviamente x¢'-1¢q.

1) e =b+ ay, (beb, acA, reN).
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Allora:
(a) se b: x=D>0 e se r = pg,a), si ha a¢b 4+ (v);
(b) seb: y=0D>0 ese ag¢h 4 (), si ha r = g.(a).

Dimostriamo la (a); supponiamo che sia a = ¢ 4 dz con ceb, de A4;
sostituendo nella (1) si ha

(r! —dy)r =b 4+ cyeh.

Poiché b: & = b, deve essere #7-! — dy € b e, pertanto, "1 = b'+dy
con b’ € b; assurdo.

Dimostriamo la (b); supponiamo che sia r > p,(a); posto p = g,(a),
esiste allora una relazione

(2) e = by + agy, (boeb, a,ed).
Dalle (1) e (2) si ricava
(b — bozr™) 4+ (& — agx™ )y =0

e cioé (@ — ax )y eb. Essendo b .y =0, si ha allora a — ayx™2€h
e quindi a €b + (x); assurdo.

LEMMA 4: Siano b un ideale ed vy,, y, elementi di A. Allora, se a, =
=b+(y) 6 =1, 2) ed a =0 + (y%:), 88 ha v/a = +1/a;n+/a,.

Si riconosce immediatamente che a,a,ca <a; N a,; ed allora, essendo
V0,0, = 1/a, N y/a, = 4/a, N a,, si ha Passerto.

Concludiamo questo numero mostrando una proprieta additiva degli
interi o(q).

PROPOSIZIQNE 4: Siano b un ideale di A, y, e y, elementi di A tali che
b:y;,=b (4 =1, 2) e tali che gli ideali q, =b + (y;) siano primari ed
abbiano il medesimo primo associato p. Supponiamo che esista un elemento
z € Atalecheb . x = b etaleinoltrechep = b + (x). Allora,seq=D0 + (y,¥,),
8t ha o(q) = o(q1) + 0(qe)-

Per la prop. 1 si ha g,(q) = o(q), 0.(q:) = o(q:); posto, per brevita,
o = o(q), 0: = o(q:), possiamo scrivere

aﬂ‘:b,"‘*‘aiy;, b.-Eb, aiEA (izl, 2)

e quindi si ha
it —= ¢ + a4y, ¢CED.
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Poiché b .z = b, per la (a) del lemma 3 si ha a, ¢ p; quindi aa, ¢ p ed
allora, essendo b .y, =0 (1 =1, 2), per la (b) del lemma 3, si ha o, +
+ g, = p; lasserto & cosi provato.

COROLLARIO. — Siano b un ideale di A ed y,, y, elementi di A tali che
b:y. =0 (i =1, 2). Sia p un primo isolato di ciascuno degli ideali
a; =0 + (v;) e quindi (per il lemma 4) anche dell’ideale a =5 4 (¥,9.).

Supponiamo che esista un elemento x di A tale che b .x =10 e tale
inoltre che Dideale ¢ = b + (x) abbia p come componente primaria isolata.
Allora, se q, q; sono le componenti p-primarie di a, a;, rispettivamente,
st ha o(q) = o(a:) + o(q2)-

Localizzando in p e tenendo conto del lemma 1, si riconosce subito
che gli ideali q;4,, g4, e pA,, e gli elementi @, ¥, (¥, ¥, essendo le imma-
gini di 2, y; nel’omomorfismo canonico A — Ay) verificano le ipotesi
della proposizione 4 e percid si ha o(qdy) = e(q1dy) + 0(q:4y). Per la
proposizione 2, si ha allora o(q) = o(q,) + 0(q.), come volevasi.

3. In questo numero riterremo acquisite le notazioni adoperate nei
numeri precedenti.

PROPOSIZIONE 5: Siano b un ideale di A, q un ideale primario prin-
cipale mod b ¢ p = +/q. Sia & un elemento @i A tale che bz =5 ¢ p =
=b + (); si ha allora q =b + (a2(9)),

Porremo, per brevitd, o = p,(q); poiché zeeq, si ha b + (z°)<=q.
Dimostriamo allora che q<b + (22); essendo q principale mod b, esiste
un y € A tale che ¢ = b -+ (y) e percid basta provare che y € b + (x¢). Sia

2 =>+ ay (beb, acAd);

allora si ha ayeb 4 (2¢). Per il lemma 3, deve essere a ¢ p e quindi,
essendo b -+ (x¢) p-primario (lemma 4), si ha y€b + (2¢), come vole-
vasi.

PROPOSIZIONE 6: Siano b un ideale di A, q un ideale primario, prin-
cipale mod b e p = +/q. Sia x un elemento di A tale che b .2z =6 ¢ tale
inoltre che p =b + (x). Allora si ha: p(q) = e.(q) = A(q)-

La prima eguaglianza: g(q) = p.(q) segue dalla proposizione 1. Dimo-
striamo allora che g.(q) = A(q); porremo ancora, per brevita, ¢ = g.(q).

1) Supponiamo dapprima che p sia massimale. Per ogni intero
positivo r l'ideale q, = b + (#7) & p-primario, per il lemma 4; inoltre
si ha q,>q,+; €, per la proposizione 5, si ha g, = q. Dimostriamo che

3) pP=moqD.0q0,=4q
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¢ una serie di composizione di ideali p-primari. Si ha intanto q, # qer1;
infatti, se per qualche indice r fosse g, = ,+,, Si avrebbe

ot = ¢ -+ dpr+! (ceb, deA)

e quindi (1 — dz)zr€b. Poiché b .2z = b, & anche b . " = b e, pertanto,
deve essere 1 — dx € b. Dunque, 1 € p; assurdo. Si riconosece poi imme-
diatamente che risulta pq,<q,., ed inoltre q, = G+, + (#7); quindi non
esistono ideali compresi propriamente tra q. e q,+, (cfr. [8], vol. I, cap.
IV, § 13, cor. 2). Dunque, la (3) & una serie di composizione di ideali
p-primari; cid prova la proposizione se p & massimale.

2) Congideriamo adesso il caso generale. Localizzando in p, se de-
notiamo eon z l'immagine di z nell’omomorfismo canonico 4 — 4y, per
il lemma 1 si ha b4y, :@ = bA,; inoltre si ha pA, = bAy + (), mentre
q4y e principale mod b4,. Ed allora, b4y, qdp, pAy ed » verificano
le ipotesi del teorema nel caso 1) ove si sostituisca 4 con A ; si ha quindi
0:(qdy) = A(qu). Per il lemma 2, si ha @.(q) = g.(q4y); inoltre, si
ha A(q) = A(q4y) e, dunque, g.(q) = A(q). La proposizione & cosl provata.

TEOREMA 1: Siano b un ideale di A, y un elemento di A, q una compo-
nente primaria isolata dell’ideale a =5 + (y) ¢ p = 1/q. Sia © un ele-
mento di p tale che b .2z = b e tale inoltre che Videale ¢ =0 + (x) abbia
p come componente primaria isolata. Si ha allora: o(q) = 0.(q) = Aq).

La prima eguaglianza: g(q) = 0.(q) segue dalla proposizione 3. Resta,
percid, da dimostrare che g.(q) = A(q). Localizzando in p e denotando
con #, ¥ le immagini di #, ¥y nell’omomorfismo canonico 4 — Ay, si ha
qd, = b4, + (y), pAd, =bA4, + (z) e, per il lemma, 1 si ha anche
b4, iz =bA,. Dunque b4y, qd,, pA, ed = verificano le ipotesi della
proposizione 6 e quindi si ha gz(q4dy) = A(q4y). Per il lemma 2, si ha
04(a) = e;(a4p); inoltre A(q) = A(q4,) e quindi g.(q) = A(), come vo-
levasi.

TEOREMA 2: Siano b = (Yy, ..., Ya—1) un ideale puro di A ed y un ele-
mento di A. Siano q una componente primaria isolate di altezza d dell’ideale
a=D0b 4+ (y) e p =/q. Allora, se x ¢ un elemento di p tale che Videale
¢ = b + (x) abbia p come componente primaria isolata, si ha p(q) = .(q) =
= Aq) = e(q)-

Siano 4, il localizzato di 4 in p ed z, ¥ le immagini di z, y rispetti-
vamente, nell’omomorfismo canonico 4 — 4y; si ha pd, =bd, + (@),
qdy =bAy + (y). Inoltre si ha b4, i@ = bAy; infatti, se cosi non fosse
‘z apparterrebbe ad uno dei primi associati a bd,, sia p’ ([8], cap. IV,
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§ 7, teor. 11); ed allora si avrebbe p4ycp’' e questo & assurdo essendo
pA, di altezza d e p' di altezza < d — 1. Dunque, gli ideali b4y, qdy,
pA, e l'elemento x soddisfano alle ipotesi della proposizione 6 e percid
si ha o(qdy) = 0;(a4,) = A(qdy). Per il lemma 2 si ha 0.(q) = g;(q4y),
per la proposizione 2 si ha g(q) = o(q4y) ed allora, essendo anche A(q) =
= MqAyp), risulta o(q) = g.(q) = A(q).

L’ideale pA, & generato da d elementi ed ha altezza d, quindi Ay
& regolare (cfr. n. 1, (V)) ed, in particolare, & di Macaulay (n. 1, (VI) 1));
lideale g4y = (Y1, ..y Ya-1, ¥)Ap & generato da un sistema di parametri
e quindi si ha A(qdy) = e(q4y) (n. 1, (VI), 2)); ossia, A(q) = e(q). 11
teorema & cosi provato.

4. Introduciamo nell’insieme delle n-ple ordinate di interi naturali
una relazione d’ordine ponendo

(Pry veey Tn) < (Byy ooey 8a) =7, < pPer ogni (1 <@ < m).

Tenendo sempre presenti le notazioni usate nei numeri precedenti, vale
la seguente proposizione (che generalizza la prima asserzione del teo-
rema 3 di [4]):

PROPOSIZIONE 7: Siano a un ideale di A privo di componenti immerse,
a=0Qq,N..Nq, la sua decomposizione primaria ¢ p, = /q,(1 <1 < n).
Siano poi 2, ..., %, elementi di A tali che x;€p,, ;¢ U p;. Allora, tra

1#1

tutte le n-ple di interi (ry, ..., r,) per cui of* ... x» € a ne esiste una minima,
costituita da (@.,(a1)) .-y 0x,(0n))-

Porremo, per brevita, g.,(q:) = ; si ha intanto subito che a§ ... 22 € a.
D’altra parte, se (ry,...,7,) € una n-pla di interi tale che x...x*€aq,
8i ha (ry, ..., 7:) = (01, ...y 0.); infatti, se cosi non fosse, per almeno un
indice ¢ si avrebbe p,> r;, e quindi, poiché wx... a7 =yaf ... x* ¢ p,,
dovrebbe essere x% € q;; assurdo.

OSSERVAZIONE: Se gli elementi x,€p; non sono tali che ;¢ |J p,,
i#L
non esgiste in generale una n-pla minima relativa a @, ..., z,. Infatti,

supponiamo, ad esempio, che x, €p, NP, e prendiamo x, = x,; allora,
se o, < g, risulta opwPaf ... a2 = optad ... a2 €a, qualunque siano
71472 tali che r, 4+ r, > ..

Il seguente teorema generalizza il teorema 2 di [5].

TEOREMA 3: Siano a = (¥, ..., Y») un ideale privo di componenti im-
merse di A, a = q,N...Nq, la sua decomposizione primaria e p; = 1/q,
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(1 <i<mn). Siano inoltre w, ..., s, elementi tali che x;€p;, v;¢|J p;
bEL

€ (01y -y On) la n-pla minima per cuwi x5 ... #8» € a. Supponiamo che per un
indice 1 esista un indice (1 <t < h) tale che, posto B, = (Yyy cory Y11,
Yty ooy Yn)y Videale b, + (x;) abbia b, come componente primaria isolata.
Allora

(@) 0: = 0,(9:) = 0(q:);

(b) se inoltre x; ¢ tale che b, x; = by, si ha 0., = 0.,(0:) =0(q:) =
= Ma4);

(e) se b, ¢ puro ¢ di altezza h — 1 ¢ p; é di altezza h, si ha p; =

= 05,(0:) = 0(q:) = Aq:) = e(q.).

La (a) & conseguenza immediata delle proposizioni 7 e 3; le (b) e (c)
seguono poi subito dalla proposizione 7 e, rispettivamente, dai teo-
remi 1 e 2.

5. In questo numero supporremo che A sia 1’anello dei polinomi
nelle indeterminate X,, ..., X, sopra un campo ¥k, algebricamente chiuso.
Sia S, lo spazio affine di dimensione r sopra k. Siano U, V varieta alge-
briche irriducibili di S, ed M una componente della varieta U n V. Deno-
teremo con i (U-V, M) la molteplicita di intersezione di U, V in M nel
senso di C. CHEVALLEY e P. SAMUEL 2).

Supponiamo che dim U =r —d,dim V =7r —h + d (1 < d < k<)
e che gli ideali di U, V siano b = (f,, ..., fa), ¢ = (fa+1y -y fa) rispettiva-
mente. Supponiamo, inoltre, che M sia componente propria di Un V.
Sia @ ’anello locale di M sopra V (se p & l'ideale di M, Q = (A/c)),p/c
e sia f] (1 < §j < d) la funzione indotta da f; sopra V; f7, ..., fi costitui-
scono un sistema di parametri di ¢. Infatti, posto a =06+ ¢, O =
= (f7, -y ), si ha £ = (a/c)Q ed allora, se q & la componente primaria

2) Ricordiamo che la molteplicitd di intersezione di U, V in M definita da
P. SAMUEL in [3] estende quella definita da C. CHEVALLEY in [1] nel caso in cui
M sia una componente propria di UnV, ciod tale che dim M=dim U+dim V
— r. Sempre nel caso in cui M sia componente propria di UnV, essa coincide
con quella definita da A. WEIL in [6], che si fonda sul concetto di molteplicita
di una specializzazione (cfr. [6], appendice 2, oppure [3], cap. III, n. 3).

Noi considereremo solo casi di molteplicitd di intersezione lungo componenti
proprie.
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di a relativa a M, risulta £ = (q/c)Q. Dunque, £ é primario per l’ideale
massimale di @. Poiché @ ha dimensione (r — h + d) — (r — h) = d, si
ha D’asserto.

Se M & semplice per U, si ha

(4) (U-V, M) = Aa).

Infatti, risulta «(U-V, M) = ¢(Q) ([1], parte II, prop. 4, pag. 35);
d’altra parte I’anello @ é di Macaulay ([8], vol. IT, appendice 6, pag. 400,
Remark), percid si ha (cfr. anche n. 1 (IT)):

e(Q) = A(D) = Al(a/0)Q] = Aa/c) = Aa),

e quindi la (4).

Nel seguito diremo che due varieta irriducibili U, V si incontrano
semplicemente in una componente M di UNnV, se «(U-V, M) = 1.

Ci occorre ricordare la seguente

PrOPOSIZIONE 8: Sia M una componente propria dell’intersezione di
due varietd irriducibili U, V, Siano poi p, b, ¢ gli ideali di M, U, V rispet-
tivamente. Allora U, V si incontrano semplicemente in M se e solo se Dideale
(6 + ¢)Ay é primo. (cfr. [1], parte II, prop. 6, pag. 36).

Cid premesso, dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 4: Siano U wuna varieta irriducibile di ideale b, completa
intersezione, F un’ipersuperficie di ideale (f) non contenente U ed M una
componente di U N F, semplice per U. Sia G un’ipersuperficie di ideale (g)
che incontri U semplicemente in M. Allora, se q ¢é la componente primaria
di a =5 + (f) relativa a M, si ha {(U-V, M) = g,(q) = o(q).

Cominciamo ad osservare che M & componente propria di Un V;
infatti, poiché F non contiene U, si ha dim M =dim U — 1 = (r — 1) —
—dim U —r=dim F + dim U — r. Siccome M ¢é semplice per U,
si pud applicare la (4) e quindi #(U -V, M) = A(q). Sia p = 4/q; lideale
b + (9) ha p come componente primaria isolata; infatti, poiché G passa
per M, si ha ge p e quindi b + (g) =p. Dunque, p contiene uno dei primi
associati a b + (g), sia questo p’. Poiché G non contiene U, p’ ha dimen-
sione eguale a dim U — 1 e quindi si ha p’ = p; cioé p & un primo (neces-
sariamente isolato) associato a b 4 (g). Sia q' la componente p-primaria
di b + (g); essendo q' isolato, risulta (b + (9))4, = q'Ay; d’altra parte,
per ipotesi, & (U -G, M) = 1 e quindi, per la proposizione 8, si ha (b +
+ (9))4y = pAy, onde q' = p. Per il teorema 2 si ha, allora, A(q) =
= 0,(q) = o(a) e quindi risulta i(U-F, M) = g,(a) = o(a).
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COROLLARIO: Siano U, F come nel teorema 4. Siamo M, ..., M, le
componenti di UNF, G,(1 <j<n) una ipersuperficie di ideale (g;) che
passi per M;, ma non passi per nessun’altra M,, con s # j, € 8ia (05, ..., On)
la n-pla minima tale che g% ... g €b + (f). Allora, se per un indice j
M, é semplice per U e G; incontra U semplicemente in M,, si ha o4 =
=i(U-F, M;).

Se q; & la componente primaria di b + (f) relativa a M,, per il teo-
rema 4 si ha {(U-F, M;) = o(q,); d’altra parte, per il teorema 3, si ha
o(q;) = p; e di qui Dasserto.

I1 teorema 4 ed il suo corollario si possono generalizzare nel modo
seguente.

TEOREMA 5: Siano U, V wvarietd irriducibili di ideali 6 = (fy, ..., fa),
€= (far1y -y f2) (1 < d < h < 7) rispettivamente, ciascuna completa inter-
sezione e tali che Videale a = (fy, ..., f») sia puro. Sia M una componente
di UNnV di dimensione r — h e sia G un’ipersuperficie di ideale (g) pas-
sante per M, tale che:

(a) G mon contiene messuna componente della varietda dell’ideale n =

= (f1y ooy Fr-1)3

(b) n + (9) abbia Videale p di M come componente primaria isolata.

Allora, se q é la componente p-primaria di a, st ha i(U -V, M) = g,(q) =
= o(q)-

Gli elementi f,, ..., f; costituiscono un gistema di parametri per I’anello
locale di U, mentre, essendo (n + (9)Ay = pAy, fiy .y fa-1,9 costi-
tuiscono un sistema regolare di parametri dell’anello locale di M. Quindi
M o semplice per U ([1], parte III, prop. 3, pag. 61). Si puo allora appli-
care la (4) e quindi ¢(U-V, M) = A(q). La (a) significa che n:g =mn;
dunque n, f,, g soddisfano alle ipotesi del teorema 1 e, pertanto, si ha
o(q) = o,(q) = A(q); di qui Passerto.

CoroLLARIO: Siano U, V come nel teorema 5. Siano M,, ..., M, le
componentt di UNV e sia G; (1 < j < n) unipersuperficie di ideale (g,)
passante per M; ma non passante per M, con 8 # j. Supponiamo che per
un indice j st abbia dim M, = r — h ed inoltre G, soddisfi alle condizioni
(@) e (b) del teorema 5. Allora, se (g, ..., o) & la m-pla minima tale che
9% ...9%€aq, si ha «(U-V, M,) = p,.

Infatti, se q; & la componente primaria di a relativa a M,, per il teo-
rema b si ha ¢«(U-V, M,) = o(q,) e, d’altra parte, per il teorema 3, si ha
0(qs) = @5
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6. Nei numeri precedenti ci & spesso occorsa ’ipotesi che un ideale
primo p compaia come componente isolata nella decomposizione primaria
di un ideale a. Esponiamo qui un criterio (prop. 9) per riconoscere quando
cio si verifica nel caso in cui a sia un ideale dell’anello A = k[X,, ..., X,],
k essendo sempre algebricamente chiuso, e p un primo associato ad a.
Da tale criterio discende anche una caratterizzazione (espressa dal corol-
lario alla prop. 8) degli ideali di classe principale di A4 la cui n-pla (g, ..., @)
introdotta nel n. 4 ¢ costituita da interi tutti eguali ad 1. Il criterio anzi-
detto, che poggia sulla nozione di zero semplice di un ideale, si deduce
facilmente da risultati che trovansi in [7].

Per ogni ideale a di 4 denoteremo con <U(a) la varietd di a in §,.

Sia P un punto di S, e sia P ’ideale di P; si dice che P & zero semplice
di un ideale a di 4 se P e ?U(a) e se esistono dei polinomi #,, ..., u, € 4
tali che:

1) adg = (w, ..., Um)Ag s
2) Uy, ..., w, costituiscono un sottoimsieme di un sistema regolare
di parametri di Ag ([7], parte I, n. 3, def. 2).
Ed allora si ha (v. n. 1, (V) (ii)):
3) Pideale adg & primo.

In particolare, se V & una varietd algebrica di §,, un punto P di V
¢ semplice per V se & zero semplice dell’ideale di V.

PROPOSIZIONE 9: Sia q wna componente primaria isolata di un ideale
a di A; q ¢ primo se e solo se sopra la componente V(q) della varieta VU(a)
esiste uno zero semplice di a.

Sia p = 4/q. Supponiamo che sia p = q. Se p & di dimensione zero,
U(q) & un punto P e, se a,, ..., a, sono le sue coordinate, si ha p =
= (X, —a, ...,X, —a,) onde i polinomi X, —a; (1 <i<7r) soddi-
sfano alle 1), 2) e P & zero semplice di a. Supponiamo che p abbia dimen-
sione > 1. Denotiamo con 8, l’insieme (eventualmente vuoto) delle inter-
sezioni di U(q) con le rimanenti componenti di U(a);inoltre, se Pi, ..., Pg

o
(¢ > 0) sono i primi immersi di a contenenti p, poniamo 8’ = Ul‘U(pﬁ),
8=

8 =8"US, § & un sottoinsieme proprio di U(q) e fuori di S VU(q) pos-
siede un punto semplice P ([7], parte I, n. 4, lemma 4). E, pertanto,
se P & l'ideale di P esistono dei polinomi w,, ..., 4, tali che p = (u,, ...
eeey Um)Agq © tali inoltre che uy, ..., u, sia un sottoinsieme di un sistema
regolare di parametri di Agq. Siccome P & scelto fuori di S, risulta pAgp =
= qAg = adg; dunque, u, ..., u, soddisfano alle 1), 2) e P ¢é zero sem-
plice di a.
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Supponiamo ora che sopra U(q) esista uno zero semplice P di a e
mostriamo che allora si ha p = q. Sia B 'ideale di P; siano p, = p,
P2y .0y Ps (8 > 1) i primi isolati di a contenuti in ; gli ideali p;Agq sono
i primi isolati di adg. Siccome, per la 3), 'ideale aAdgy & primo, deve essere
s =1; pertanto adgpn A4 = p. D'altra parte deve essere adpnN Acq e
quindi p = g.

COROLLARIO 1: Un ideale a di A, privo di componenti immerse, & semi-
primo (cioé intersezione di ideali primi) se ¢ solo se sopra ogni componente
della varietd U(a) esiste uno zero semplice di a.

Applicando il criterio jacobiano classico (cfr. [7], parte I, n. 7, teor. 7
e corollario) si ha il

COROLLARIO 2: Sia q una componente primaria isolata di altezza h
di un ideale a di A, privo di componenti immerse. Allora, se fiy ..., fm €
un sistema di generatori di a, q ¢ primo se e solo se sopra VU(q) esiste un
punto in cui la matrice jacobiana J(fyy ...y fm) = d(f1y ey fu) /A X1y ooey X ;)
ha caratteristica h.

Dalla proposizione 9 si deduce facilmente il seguente risultato:

ProprosizIONE 10: Sia a = (fy, ..., fz) (B < 7) un ideale di A. Suppo-
niamo che sopra ogni componente della varietd U(a) esista un punto in cui
la matrice jacobiana J(f, ..., f;) abbia caratteristica h. Allora a ¢ di dimen-
stone r — h e semiprimo 3).

Sia p un primo isolato di a; se d & la dimensione di p, si ha d > r — h.
D’altra parte, in ogni punto di U(a) la matrice J(f,, ..., fa) ha caratte-
ristica <<r — d ([7], parte II, n. 6, lemma 5) ed allora si ha d = r — h.
Dunque a é di dimensione » — h. Per il teorema di Macaulay a & puro e,
quindi, per i corollari 2 e 1, & semiprimo.

CoroLLARIO. Siano a = (f, ..., fn) un ideale di altezza h di A, a =
=0 N ... NG la sua decomposizione primaria ¢ p; = +/a,. Le condizioni
sequenti sono equivalenti

(@) la matrice jacobiana J(f,, ..., fr) ha caratteristica h in almeno un
punto di ogni componente di VU(a);

(b) a & semiprimo;

(c) se g é un polinomio che si annulla su V(a), allora g€ a.

Se inoltre esiste una n-pla di elementi ¢,€p,, ¢: ¢ U P, A <i<n)

iEe

3) Un enunciato sostanzialmente analogo trovasi gia in F. SEVERI - Rappre-
sentazione di una forma qualunque per combinazione lineare di pii alire, Rend.
Ac. dei Lincei, 8. V, vol. 11 1° gem. (1902) pagg. 105-113.
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in guisa che per ogni i esista un indice t(1 <t < h) tale che Videale {f,, ...
ey bimyy fir1y ooy Tny §5) abbia D, come componente primaria isolata, allora
le condizioni precedenti somo equivalenti alla seguente

(d) se (014 .y 0a) € la n-pla minima tale che g3 .... g% € a, $i ha (gy, ...
v ) = (1,.., 1)

L’implicazione (a)— (b) & contenuta nella prop. 10; la (b) — (a)
segue dal corollario 2 della prop. 9. L’equivalenza della (b) con (¢) segue
dal teorema degli zeri di Hilbert; infatti, se g si annulla su “U(a), per il
teorema degli zeri di Hilbert, si ha ge 4/a e quindi, essendo a semi-
primo, risulta g € a; il viceversa & ovvio.

Supponiamo ora che esista una n-pla di polinomi soddisfacenti alle
ipotesi dell’enunciato, e dimostramo l’equivalenza delle (b), (d). La
(b) > (d) e ovvia; inoltre, poiché, per il teorema 3 si ha, g, = o(q.)
(1 <i<n) essendo g; =1, si ha p,c=q,;. Dunque, p;, = q; per ogni 3.
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