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SULLA COOMOLOGIA DEL Cn PRIVATO DELL’ORIGINE

di G. SORANI (a Roma) )

Introduzione.

In [4] abbiamo calcolato la coomologia del Cn privato dell’orígíne
utilizzando il fascio dei germi delle distribuzioni su C . In questo lavoro
mostriamo che tale calcolo pu03B4 anche esser fatto usando 1e distribuzioni
di ordine finito. Ci03B4 comporta la risoluzione di un problema al contorno.

1. Forme differenzíalí e distribuzioni.

Sia Cn 1o spazio complesso di dimensione complessa n, descritto dal
punto z = ... , zn) ; una forma differenziaJe di classe C°° è una combina-
zione líneare a coef&#x26;cienti funzioni C°° dei prodotti esterni dei differenziali
delle coorØate complesse zi e delle loro immaginarie coniugate É . Una
tale forma si dice di tipo (r, s) se essa è omogenea di grado r nei dífferenziali
dzt e di grado s nei diNerenziali d ; si ha allora :

Si chiama supporto di una forma dífferenziale il complementare del
massímo aperto sul quale essa è nulla.

Per ogni aperto, IT c C~ indichiamo con ~,.,8{ U) 1o spazio C-vettoriale

*) Indirizzo dell’A.: Via A. Vivaldi, 15, Roma.
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delle forme differenzíalí C°°, di tipo (r, s), a supporto compatto contenuto
in Ú. Se ZI = Cn scriveremo ~r~8 ín luogo di 

In modo analogo si definiscono gli spazi C-vettoriali, 
delle forme differenziali e°°, di tipo (r, s), a supporto qualsiasi.

Con ~ : Cr,s --~ índíehiamo 1’operatore dí differenziazione ríspetto
alle variabili 

Se f è una funzione porremo :

con a - ... , 03B1,), 3 - (8, ... , 3n) E Nn . 03A3’orremo aØChe :

Se g~ è una forma dífferenziale con D"’~~ indicheremo 1a forma che
ha come coeRicienti 1e indicate derivate parziali dei coenicienti delta

forma g~.
Diremo distribuzione T su C~ un funzionale lineare su 

soddisfacente alla seguente condizione di continuità: se ~~~y~ è una suc-
cessione di forme C°° , di tipo (r, s), a supporto contenuto in un compatto
fisso .K c tali che Ø,, -- 0 uní.formemente insieme con tutte 1e derivate
parziali dei coef&#x26;cienti allora T[,,] -- 0.

Sia T una distribuzione su C~. Sia A 1’ínsíeme dei punti x E Cn che
godono della seguente propríetà : ogní z E A possiede un intorno aperto
IT tale che per ogni forma ~, C°°, a supporto compatto contenuto in U,
si ha T [~] = 0. Il complementare di A è chiuso in Cn e si chiama supporto
della distribuzione T.

2. Distnbuzioni di ordine Øto.

Sia ZI un. aperto relativamente compatto in C~ . Sia +~§&#x3E;8( Z7) 1o spazio
delle forme differenziali di tipo (r, s), a supporto compatto, di classe Cm
su ~7, nulle fuori di ZT.

Lo spazio ~m’ ~( TI ), con la norma :
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ove D" I indica il modulo dei coef&#x26;cienti della forma D"~, è uno
spazio di Banach. 

_

Sia ~S~-’’’~-8( Ú) 1o spazío duale dí ~,"’’( U); è anch’esso uno

spazio di Banach. Un elemento T E U) è un’applicazione lineare
continua T : ~,"~ ~ - C. Allora esiste una costante ca = ~~ T II tale che per
ogni ~ E ~~~’ ( ~I ) rísulta :

Si ha ~";+ 1( ZI) c ~m~’( TJ) ; inoltre 1’ímmagine della applícazíone dí

ínclusione è densa in áDm~’( U). Ne segue, per trasposízione, un’applícazíone
iniettiva

Lo spazio è 1o spazío delle distribu-

zioni, di tipo (n - r, n - s ), di ordine finito su U e 1o indicheremo con
U) .

LEMMA 1: Sia IJ un aperto relativamente compatto in C; ogni distri-
buzione T E ) è la restrizione ad ZI di una distribuzioe T su C.

DiMOSTRAziONE: Sia T E ), poiché m’( U) è un sottospazio
chiuso di ~",~’(C~), per i1 teorema di Han-Banach si può estendere T ad
un funzionale lineare continuo T : ~,"~ ~(C~) --~ C. e

1’applicazione di inclusione i è continua ne segue che il funzionale T = T ~ i
estende T a Cn .

Inoltre ([3] pag. 82) esistono delle forme dífferenzialí ya03B2 ’- j di típo
(n -_ r, n - s ), a coef&#x26;cienti contínui_su e degli indici di derivazione

a, 03B2 E Nn, tali che per ogni ~~ E ~r.s( U) si ha:

OSSERVAZIONE : La formula precedente permette, per 0gni Q E ~r~a, dí
definíre T ponendo :

Sia prefascio che associa ad ogni aperto relativamente
compatto ZT di Cn 1o spazio con 1e applícazíoni naturalí dí
restrizione. Indicheremo con ~n elemento d1 
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L’operatore ð di díúerenziazione esterna delle forme diRerenziali ri-

spetto alle variabili complesse coniugate si estende alle distribuzioni

mediante la formula :

delle forme di.fferenzíali di tipo (t, 0 ) olomorfe appartenenti a 
Gli elementí di ( U ) sono cioè quelle f orme díff erenzíali 03C4~~ E ~( U, ~ )
tali che per ogni forma E esístono a, 03B2 E 1Yn per cui 1’íntegrale :

risulta convergente.
DØOStreremo il seguente :

TEOREØA : Sia . La successione :

è eaatta.

Alia dimostrazione di questo teorema premettiamo alcune conside-
razioni.

3. FoØe díffereØali a supporto compatto.

a ) Sía la metrica su C’~ e sía :

1’operatore di aggiunzione rispetto a tale metrica.

~) ~ indíca, come d’uso, il funtore "sezíoní" ; Qt il fascio deí germi delle forme
differenziali dí grado t, olomorfe su C~ .



238

Sia poi :

1’operatore definito da :

ove ð è 1’operatore di differenziazione esterna rispetto alle coordinate

complesse.
Consideriamo anche 1’operatore :

espresso dalla formula :

Rispetto alita struttura reale del C’~ si ha :

~ essendo 1’operatore di Laplace.
03B2) Sia E ~rn’’( U) ; ín Cn è possibile determinare una forma y~

tale che = ~.
Siano z e 03B6 un punto fissato ed uno variabile in Cn; posto d(z, 03B6) =

e indicata con una dee funzioní 

Risulta :

con c costante positiva. Si ha quindi :
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Posto allora :

ne segue Ø = 

y) Mostriamo ora che Y~ E spazio delle funzioní dí quadrato
integrabile su C~ . Per semplicità di notazioni scriviamo Y(z), g~(x) an-
zichè e poniamo
Si ha :

Poichè d(z, 03B6) &#x3E; d(z, Supp Ø) s~~ 

Quindí :

con c~ costante.

Ocra :

trascurando 1’integrale su I z I  1 che è Øtato, è suiRciente considerare
i1 secondo integrale quando z è fuori del Supp g~. In tal caso

si comporta come e non c’è che da calcolare :

e cíð mostra che
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03B4) Sia E ~,’".’( U), a - 0, a = ~.. ppiehè 1a metríca
n

ds2 = 03A3 f è completa, in vírtù dí un lemma di Stampacchía si ha
’1=1

intanto 03C4~ð~~ = 0 ; ne segue che :

Posto

DiMOSTRAziONE: Indicato con il fascio dei germi delle forme

differenziali di tipo (r, s), C°° su C", si ha la successione esatta:

Posto

eeatta :

si ha ancora una successione

Dalle (1 ), (2) passando alla coomologia a supporti compatti si ha:

Ne segue :

Dalla inclusione U c Cn si ottiene poi la successione esatta :
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Poíchè U è convesso, per s C n - 1, risulta - 0 e ciò prova
che 1’ applícazione j è surgettiva. Per s C n - 1 esiste allora una forma

~ su C" tale che = ~, ð~ - 0 su C~ . Posto allora 03C3 = ~ - ~
si ha :

Mostriamo ora che la forma Con Ie notazioni di 03B2), posto

Posto

avendo posto

Poichè tp E ne segue che TT E m°( Cn). Si ha quindí :

2) Sia .~ un fascio su un aperto relativamente compatto in C" . Posto
= ~~ a U { 0 ~ si ha la successione esatta di fasci su Cn :

da cui segue :

e poichè :

si ha :
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Considerando ora 1a derivata :

appare che Ne segue che la forma a E e quindi
la forma , Cib completa la prova del lemma.

Osservato che si consíderi la successione :

In vírtù de1 lemma 2 questa successíone è esatta ovunque fuorchè
Mostriamo perð che (ln-1 è un omomorfismo topologico. Cib

risulta dal seguente :
3 : Sia g~r~n E ~r,n~ ~), Condizione necessaria e sufficiente perchè

risulti = cOn E è che per ogni f orma 
tale ch~ = o, si abbia :

DIMOSTRAZIONE2.: La condízione è necessaria. Sía ínfattí qrn = 

_con E ~~~ per ogni forma a supporto qualsiasi, tale che
ðu^-~’~ ° = 0, sí ha :

poíchè 03C3 = 0.

La condizione è suQiciente. Supponiamo che per ogni forma a

supporto qualsiasi, tale che ð ~~~-r, 0 - o, risultí
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Consideriamo la successione esatta:

dalla quale si ottiene la successíone :

Considerando come una dístríbuzíone:

si ha, per ipotesi, - 0 su S~~‘’~°). Cioè è un funzíonale

líneare continuo sullo spazio di Fréchet ,,0). .
Poichè - 0 si ha Im ð° - Ker 31 . Allora per il teorema

di Banach, ð° è un omomorfismo ; ne segue che :

è un isomorfismo topologico. 
_

Quindi g~r, » definisce un funzionale lineare continuo su 
.Allora per il teorema di Han-Banach, si estende ad un funzionale

lineare contínuo :

tale che :

Si ha percíð per definízíone,

~ essendo una distribuzione a supporto compatto; esiste percíb una forma
E tale che cp = ð~ . Inoltre col ragíonamento dí y) si

riconosce che dato comunque un intorno TT di ZI si pub supporre che sia
Supp ~ c V.

Per completare la dimostrazione del lemma resta da mostrare che esiste
una forma E ~)~ tale che = e ciò segue da un rí-

sultato di J. J. Kohn e H. Rossi [1].
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5. Dimostrazione del teorema.

è uno spazio di Fréchet in quanto sottospazio chiuso dello

spazio di Fréchet ØT.n( U). Si ha quindi la successione esatta di spazi
di Fréehet e omomorfismí :

Sia - (~r,~( ~I_))~ i1 duale d1 Dr,n(U); poíchè Dr’n( U) è un

eottospazío chíuso di ~r·’~( U), per i1 teorema di Han-Banach 

è un quo zíente dí ~l7 ~ -~, 0 ¡ ~ ) .
Poichè i1 diagramma :

é commutativo, ne segue che nel seguente díagramma :

la successione orizzontale è esatta, poíchè tí è surgettiva.
Posto allora (come al n.

successione eøatta :

duale della (3). Cíð prova il teorema.
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6.

Posto S~, i - 03A37) definiamo :

Utilizzando ora 1e notazioni e i risultati di [3] si pu6 scrivere il dia-

gramma :

dove g~(-, c~) è definito mediante una risoluzione del fascio 0 in distri-
buzioni (non di ordine finito) e 1e applicazioni 03B1, 03B2, y sono indotte dalle
rispettive applicazioni di complessi.

La nostra affermazione dell’introduzíone segue ora í.mmedíatamente.
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