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SULLA COOMOLOGIA DEL C* PRIVATO DELL’ORIGINE

di G. SORANI (a Roma) *)

Introduzione.

In [4] abbiamo calcolato la coomologia del C* privato dell’origine
utilizzando il fascio dei germi delle distribuzioni su C». In questo lavoro
mostriamo che tale calcolo pud anche esser fatto usando le distribuzioni
di ordine finito. Cid comporta la risoluzione di un problema al contorno.

1. Forme differenziali e distribuzioni.

Sia C» lo spazio complesso di dimensione complessa n, descritto dal
punto 2 = (2, ..., 2,); una forma differenziale di classe C* & una combina-
zione lineare a coefficienti funzioni C* dei prodotti esterni dei differenziali
delle coordinate complesse z; e delle loro immaginarie coniugate z; . Una
tale forma si dice di tipo (r, s) se essa é omogenea di grado r nei differenziali

dz; e di grado s nei differenziali dz;; si ha allora:

Y= z <p,‘_,_,'pw,p,dz,l Ao A dz,, A dE,l A A dEﬁ, .

a3<...<ay
Pi<...<f,

Si chiama supporto di una forma differenziale il complementare del
massimo aperto sul quale essa ¢ nulla.
Per ogni aperto, U< C* indichiamo con Dr*(U) lo spazio C-vettoriale

*) Indirizzo dell’A.: Via A. Vivaldi, 15, Roma.
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delle forme differenziali C*, di tipo (r, s), a supporto compatto contenuto
in U. Se U = C" scriveremo D"* in luogo di D"3(C").

In modo analogo si definiscono gli spazi C-vettoriali, C-*(U), C"*,
delle forme differenziali C®, di tipo (r, s), a supporto qualsiasi.

Con 3 ; C~* — Cn++! indichiamo ’operatore di differenziazione rispetto
alle variabili z; .

Se f & una funzione porremo:

! Feee by +Bl+...+ﬁ,,f

Daﬂ:f = — gy}
QL ... DL ... Db
con @ = (U «ory Uy), [7: (ﬂ:, ...,/3_,,) € N» . Porremo anche:

la | =ay + o + ag, [EI:B_1+...+/§,..

Se @ & una forma differenziale con D*?p indicheremo la forma che
ha come coefficienti le indicate derivate parziali dei coefficienti della
forma ¢.

Diremo distribuzione 7' su C" un funzionale lineare su D"*:

T:9—C,

soddisfacente alla seguente condizione di continuita: se {¢,} & una suc-
cessione di forme C®, di tipo (r, s), a supporto contenuto in un compatto
fisso K < C», tali che ¢, — 0 uniformemente insieme con tutte le derivate
parziali dei coefficienti allora T[gp,] — 0.

Sia T una distribuzione su C*. Sia A l’insieme dei punti z € C* che
godono della seguente proprietd: ogni z€ A possiede un intorno aperto
U tale che per ogni forma ¢, C®, a supporto compatto contenuto in U,
si ha T[¢] = 0. Il complementare di A é chiuso in C* e si chiama supporto
della distribuzione 7.

2. Distribuzioni di ordine finito.

Sia U un aperto relativamente compatto in C*. Sia D*(U) lo spazio
delle forme differenziali di tipo (r, s), a supporto compatto, di classe O™
su U, nulle fuori di U.

Lo spazio D.*(TU), con la norma;:

l@lm=sup 3 |D%],
U |aj+|fl<m
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ove | D*¢p | indica il modulo dei coefficienti della forma D*’p, & uno
spazio di Banach.

Sia 83-7n-+(T) lo spazio duale di D*(U); 82-»-*(U) & anch’esso uno
spazio di Banach. Un elemento 7T € §%-"»-%(U) & un’applicazione lineare
continua T ; D,* — C. Allora esiste una costante ¢, = || T || tale che per
ogni ¢ € ﬂ),,',"(ﬁ) risulta:

| Tlo] | < ool @ [lm-

Si ha fl);:;l(—ﬁ)cﬂ),:"(l_i); inoltre l'immagine della applicazione di
inclusione e densa in il),;"(l—f). Ne segue, per trasposizione, un’applicazione
iniettiva S2-rn-(T) — 827"~ *(U).

Lo spazio lim 83-nn-5(T) = |J 8a-""-*(TU) & lo spazio delle distribu-

—_ m

zioni, di tipo (»n — r, n — ), di ordine finito su U e lo indicheremo con
n—rin—s( 17)

LeEMMA 1: S8ia U un aperto relativamente compatto in C*; ogni distri-
buzione T € 8§»—rn=+(T) ¢ la restrizione ad U di una distribuzione T su C~.

DIMOSTRAZIONE: Sia T € 8n~nn—+(U). Poiché D *(U) & un sottospazio
chiuso di D;*(C"), per il teorema di Han-Banach si pud estendere T ad
un funzionale lineare continuo 7' : D,;*(C") — C. Poiché D*c D, *(C") e
I’applicazione di inclusione ¢ & continua ne segue che il funzionale T="T-4
estende T a C».

Inoltre ([3] pag. 82) esistono delle forme differenziali y - =t di tipo
(n — 7, n — 8), a coefficienti continui su C*, e degli indici di derivazione
a, B e N*, tali che per ogni ¢ € D"*(U) si ha:

Tlg] = 3 f Yoy A D
lal+ Bl <m

OSSER/YAZIONE: La formula precedente permette, per ogni ¢ € D", di
definire 7 ponendo:

~ T suU
T —

0 suC»—U.

Sia 8»-nn—+ jl prefascio che agsocia ad ogni aperto relativamente
compatto U di C» lo spazio 8"-*-%(T) con le applicazioni naturali di
restrizione. Indicheremo con 7"-""—* un elemento di S»—""-*.



Sulla coomologia del C” privato dell’origine 237

L’operatore d di differenziazione esterna delle forme differenziali ri-
spetto alle variabili complesse coniugate si estende alle distribuzioni
mediante la formula:

THHg] = (— 1p++aT™Hag)] .

Posto t = n — 7, sia Zt(T) = {T4° e §4T) | 2T*°[¢] = 0} lo spazio
delle forme differenziali di tipo (¢, 0) olomorfe appartenenti a S t9(T).
Gli elementi di 2%°(U) sono cioé quelle forme differenziali 1/);;' e I'(U, 2%, 1)
tali che per ogni forma ¢"" e Dr»(T) esistono «, E € N per cui 'integrale:

z '/’"0 A D“F‘P""7
la]+[B]<m % i

risulta convergente.
Dimostreremo il seguente:

n
TEOREMA: Sia U = {ze C" | 3 22, < 1} . La successione:

i=1
0 — 369(T) - 869(T) 3> 8+3(T) 5 ... 3 §6n4(T) I 86n(T) - 0,
¢ esatta.

Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo alcune conside-
razioni.

3. Forme differenziali a supporto compatto.

n
) Sia ds? = Y dedz, la metrica su C" e sia:
i=1

% : Gr,' —> e"_""",

P’operatore di aggiunzione rispetto a tale metrica.

1) I' indica, come d’uso, il funtore ‘‘sezioni’’; Q¢ il fascio dei germi delle forme
differenziali di grado ¢, olomorfe su C".
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Sia poi:
# . Cnt — Crs-1,
I’operatore definito da:
P =—xd*g,

ove d & loperatore di differenziazione esterna rispetto alle coordinate

complesse.
Consideriamo anche 1’operatore:

D : Crs — er,:,

espresso dalla formula:
e = ¢ + g .

Rispetto alla struttura reale del C» si ha:
1
Oe = o Ap,

A essendo l'operatore di Laplace.
p) Sia <p'v‘efl),;v‘(~l_7); in C» & possibile determinare una forma y
tale che [Jy = ¢.
Siano 2z e { un punto fissato ed uno variabile in C»; posto d(z, ) =

n -
= (‘_zl (8¢ — )@ — {,))¥/? e indicata con ¢,3 una delle funzioni @,,...s,3,...3,
gia:

Vap(2) = f @g;ié)——c))aw Ay NAL A oo ANAE, N AL, .
Cn

Risulta:
AV@(Z) == 0¢ap,

con ¢ costante positiva. Si ha quindi:

1 2
v =" DVg=—0Va.
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Posto allora:
2 -
p= Z—c— Vagldza, A ... A dz, A deg A ... A dzg,,
oB

ne segue ¢ = [ |y.

y) Mostriamo ora che V3 € L*(C"), spazio delle funzioni di quadrato
integrabile su C". Per semplicitd di notazioni scriviamo V(2), ¢(2) an-
ziché V,p(2), pap(2) e poniamo dow = dly Adly A ... Adl, A dL, .

Si ha: | '
p(¢) _ [ _le@ ]
Al= f @G oy @z, Oy
Supp ¢

Poiché d(z, ) > d(z, Supp @) si ha:

~_|_£(.C_)_|_ d 1 f
f (d(z, £))xm-2 @ < (d(z, Supp @))2-2 [(@) | do .
Supp e Suppe
Quindi:
1
, V(Z) I < %o (d(z, Sllpp (p))dnq ’

con ¢, costante.
Ora:

fl V() |*do = f | V(2) | doo + f | V(@) | do ;
n lzl<1 Cc*—{lz|<1}

trascurando lintegrale su |z | < 1 che & limitato, & sufficiente considerare
il secondo integrale quando z & fuori del Supp ¢. In tal caso

1
(d(z, Supp @))»=’

. 1
si comporta come ——— e non ¢’é che da calcolare:
l P Icn—c

+o0

1 1
[ pmttsl = a=s

1

e cid mostra che f | V(2) |2 dow <—+o0.
Cﬂ
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8) Sia ¢t € DL*(T), dg"* = 0, ¢"* = ddyp + Ddy. Poichs la metrica
n

ds* = Y dzz; & completa, in virth di un lemma di Stampacchia si ha
i=1

intanto 1951;1 = 0; ne segue che:

Postody =y siha g =y su C"e oy = 0 su C» — U.

LEMMA 2: Sia '€ ﬂ);;'(_ﬁ)L_bzp"‘ =0. Per 1 <8 <n—1 esiste una
forma om*-1eD,*~Y(U) tale che do™*~! = @™ .

DiMoSTRAZIONE: Indicato con An* il fascio dei germi delle forme
differenziali di tipo (r, s), C® su C*, si ha la successione esatta:

1) 0> Q> Ar025 Arady . Arn-1dy grn_y 0,

Posto Q) = {p € A1 |S<p =0} si ha ancora una successione
esatta:

@) 0> Q0 o> Are-1ds Anedy D frec1dy fan 50,
Dalle (1), (2) passando alla coomologia a supporti compatti si ha:
(1) 0— I'y(T, Q) — [T, 472> Iy, A1) 2> ... 2 [T, Ann-1)
-b;) (U, Anm) — 0;
(2) 0 Iy(U, 2p*) - Ty(T, An+1) 2> Ty(T, A) 2> ...
3 Iy, Avn-1) 25 T4(U, Av") >0,
Ne segue:
HY(U, 2)=HNU, Q0*-Y)=Ker (I'(U, An*) — (U, Ar++)) oLW(U, A1) .
Dalla inclusione U < C* si ottiene poi la successione esatta:

0— Hg( U’ 'Q:"-l) g HO(C”9 'Q:'.—l) N HO(C" — U’ -Q:"_l) -
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HYTU, Q9-1) — ... 2).

Poicheé U & convesso, per s << n — 1, risulta Hi(U, £27) = 0 e cid prova
che I'applicazione j & surgettiva. Per s <<n — 1 esiste allora una forma
7 su C» tale che 7|, , =7, o =0 su C". Posto allora o =17 -7
si ha:

00 = 0 = @,

Suppoc U.

Mostriamo ora che la forma o € ‘1),',;“1(7). Con le notazioni di 3), posto
K(z — ¢) = 1|(d(z, £))*** si ha:

V(o) = f K — Op()do .
C’l
Posto 2 — { = u si ha:

v = [ Kougte — wan,
C"

avendo posto du = du,; A du, A ... A du, A du,, .

Poiché ¢ € D%°(C") ne segue che V € Dy°(Cn). Si ha quindi:

DnV(z) = fK(u)D’"tp(z — u)du = fK(z — {)Dmp(C)dew .
Cr Cr

?) Sia & un fascio su C”; U un aperto relativamente compatto in C*. Posto
Fg = Flou{0} si ha la successione esatta di fasci su C":

0> Fp > F ->$/.‘FU—+O,
da cui segue:

.. > H{(C", Fy) > HYC", F) - H(C", F/Fy) - H*(C", Fp) — ...

e poiche:
Hi{(Cr, Fp) ~ HY(U, 5),

HYC" 5/Fv) ~ H(C* — U, ¥),
si ha:

. ~H)U, 5) > H(C", F) > H(C* — U, F) > H§'(U, F) — ...

16
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Considerando ora la derivata:

2 o [Ee—10)
2 07(e) = [ = Doy
Cr

appare che V(z) € C%%,(C"). Ne segue che la forma yp~* € C24,(C") e quindi
la forma n =9y € Dr*=3(T). Cid completa la prova del lemma.

4.

Osservato che Dr#(U) = n D*(U) si consideri la successione:

m=0

o D () 250 (D) .. U5 Drnns( Ty 25 () > 0.

In virtd del lemma 2 questa successione e esatta ovunque fuorche
in D" "(U) Mostriamo perd che d,-, & un omomorfismo topologico. Cid
risulta dal seguente:

LEMMA 3: Sia ¢ € Dro(U). Condizione necessaria e sufficiente perché
risults @t = =1 gom ¢nn-te Don-Y(T), ¢ che per ogni forma wn—ro
tale che dun—° = 0, st abbia:

fun—r,o A ‘Pr'" =0.
cn

DIMOSTRAZIONE: La condizione & necessaria. Sia infatti gr» — dorn-1
con ¢g""-1 € D"-1(U). Per ogni forma u"—"° a supporto qualsiasi, tale che
dunr—° = 0, s8i ha:

fun—-r,o A ¢r,n = jyn-no0 A Sar,n—l — J‘S(un—r,o A O-r,u-l) —

jd(uu—r,o /\0’"”_1) —_ fun—r,o A orn-1 — ,
cr QU

poiché ¢ [y = 0.
La condizione & sufficiente. Supponiamo che per ogni forma wu"—"° a

supporto qualsiasi, tale che dun—r0 = 0, risulti f unr=rO A @ = 0.
Cn
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Consideriamo la successione esatta:

0 __,.Q’:— '.o_i), An-r,o_gﬁ An-r1 _a; An-re _a: .

dalla quale si ottiene la successione:

0 — I'(Cr, @2="%) 5 T(Cry Av-r0) X [(Cr, Ar—r1) 3 T(Cny An-r) B
Considerando ¢"* come una distribuzione:

¢r,n[u] — f,un—r,ol\ (pr,n’
Cr

si ha, per ipotesi, p="[u] = 0 su ¢['(C», 22~ "°). Cioé ¢~" & un funzionale
lineare continuo sullo spazio di Fréchet I'(C=, A»-°)|i[(C", 2v~"°).

Poiché HY(C», 2"~"°) = 0 si ha Im ), = Ker ?, . Allora per il teorema
di Banach, 0 & un omomorfismo; ne segue che:

31 T(Cry Avr)il(Cr, @77) —3T(Cry Avr),

¢ un isomorfismo topologico.

Quindi ¢"" definisce un funzionale lineare continuo su SI’( Cr, An-n0),
Allora per il teorema di Han-Banach, ¢™" si estende ad un funzionale
lineare continuo:

B: rcr Ar-r1) — C,
tale che:

plou] = glu] .
Si ha percid per definizione,
@ = Sﬂ ’

B essendo una distribuzione a supporto compatto; esiste percid una forma
yrn-1e Dnn-1(Cn) tale che ¢ = _bn . Inoltre col ragionamento di y) si
riconosce che dato comunque un intorno V di U si pud supporre che sia
Suppn<V.

Per completare la dimostrazione del lemma resta da mostrare che esiste
una forma on"-1e DY ﬁ), tale che dgmn—1 = @n" e cid segue da un ri-
sultato di J. J. Kohn e H. Rossi [1].
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5. Dimostrazione del teorema.

Poniamo D"*(U) = Im d,_,, cioé:

Dr,n(U) 3 .0 e D, 'n(U) Ivun r0 aun—ro =0, J\un—r,OA(pr,n = 0!,
Cr

Dr(U) & uno spazio di Fréchet in quanto sottospazio chiuso dello
spazio di Fréchet D~»(U). Si ha quindi la successione esatta di spazi
di Fréchet e omomorfismi:

3) 0 — D(T) — DYT) — ... &> D YT) — Dr(U) -0 .

Sia Gr-ro(U ) = (D" "(U))’ il duale di Dr*(U); poiché Dr*(U) & un
sottospazio chiuso di ‘ZD’:(U), per il teorema di Han-Banach G»—"°(U)

8 un quoziente di S*—°(U).
Poiche il diagramma:

Drry(T) 3 Don(T) — 0
B} R
D n(U

& commutativo, ne segue che nel seguente diagramma:

n-r,0 (ﬁ),_> gn-r, l(U) _,Sn—r,z(U)

Gnii( 1_7) tﬁ/'

la successione orizzontale ¢ esatta, poicheé * & surgettiva.
Posto allora (come al n. 3) X% = {a e 8""° | de =0} si ha la
successione esatta:

0 — Z0o(T) 2> 84(T) 2> 881(T) 2> ... 25 Sun3(T) 2> Sun(T) —0,

duale della (3). Cid prova il teorema.
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6.

Posto §%¢ = 8% T) definiamo:
1i(U) = Ker (I'(U, 8%*) — I'(U, 8%+1)) 21 (U, 80+-1)

Utilizzando ora le notazioni e i risultati di [3] si pud scrivere il dia-
gramma:

> h(U) —>hi(U—{0}) —h+T/U—{0}) —..
\La ‘Lﬁ ‘1’7

.. > H(U, ) - H{(U — {0}, 0) > Hi+(U|U — {0}, 0) — ...

dove H¥(—, O) & definito mediante una risoluzione del fascio O in distri-
buzioni (non di ordine finito) e le applicazioni «, §, y sono indotte dalle
rigpettive applicazioni di complessi.

La nostra affermazione dell’introduzione segue ora immediatamente.
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