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UNA TEORIA DI RELATIVITA GENERALE
INCLUDENTE, OLTRE ALL’ELETTROMAGNETISMO
E ALLA TERMODINAMICA, LE EQUAZIONI
COSTITUTIVE DEI MATERIALI EREDITARI.
SISTEMAZIONE ASSIOMATICA.

Memoria *) di ALDO BRESSAN (a Padova)
1. Introduzione.

In relazione alle equazioni relativistiche gravitazionali, elet-
tromagnetiche e termodinamiche (con inclusione delle equazioni
di conduzione termica) stabilisco le equazioni costitutive, ossia
le equazioni che danno in corrispondenza al generico elemento
materiale ¢ i valori attuali degli sforzi, dell’energia interna, dei
coefficienti di conduzione termica e dei vari coefficienti elettro-
magnetici in funzione dell’attuale storia termo-magneto-cine-
matica ') di e.

Preferisco pormi da un punto di vista molto generale consi-
derando deformazioni finite e materiali non semplici 2) essendo

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitdh del gruppo di ricerca
N. 7 del Comitato per la matematica del C.N.R. per I’anno acca-
demico 1962-1963.

1) La generalitd della suddetta impostazione pud apparire sovrab-
bondante ma essa semplifica la trattazione. Naturalmente indico alcune
limitazioni di interesse fisico alla forma di certe equazioni costitutive.

) Dal punto di vista della Fisica classica siano «" = 27 (¥, 32, 9°)
le equazioni che rappresentano la configurazione attuale del sistema
continuo in considerazione su quella ¢* di riferimento. Allora dico di
ordinen, v. [3] nota (4), il materiale di cui & costituito '’elemento ¢ se —sup-
poste cartesiane le coordinate a cui ci si riferisce — gli sforzi dipendono
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¢idé possibile in base all’'uso di estese parti della teoria svolta
in [3] e [4].

Pongo in forma relativistica il principio di indifferenza ma-
teriale ®) giovandomi in modo essenziale dell’'uso di terne di
Fermi.

Basandomi sul detto principio dimostro che in relativitd
generale il generico sistema di funzionali costitutivi ha una certa
forma [nota (3)]. Piu precisamente dimostro che esso é costituito
da funzionali i cui valori dipendono dalla suaccennata storia
termo-magneto-cinematica solo tramite la storia lagrangiana a
quella associata.

Considero il problema di Cauchy, in senso generalizzato, rela-
tivo alle equazioni termiche, elettromagnetiche *) e gravitazionali
considerate ¢ mostro le semplificazioni che si hanno usando certe
particolari coordinate solidali.

Presuppongo, come ho detto, il lavoro [3] ¢ in particolare i
concetti primitivi e gli assiomi (di natura cinematica) ivi sta-
biliti, considerando in piu i concetti primitivi di campo elettrico
€ campo magnetico e gli assiomi fondamentali involgenti le equa-
zioni costitutive, elettromagnetiche e gravitazionali (tra l’altro
il principio di indifferenza materiale). Questi sono sufficienti per
dedurre oltre ai teoremi considerati nel presente lavoro anche
quari tutti quelli dimostrati in [3], [4], [5] e [6].

dalla configurazione, ed eventualmente dalla sua storia, solo tramite
i tensori di componenti dx"/dy ... dyy’™ (m = 1, ..., n).

Diro semplici — cfr. [20] p. 214 — i materiali di ordine n = 1.

3) 11 principio di indifferenza materiale — objectivity principle —
& stato enunciato in Fisica classica da W. Noll in [20] p. 209; vedi pure
{2] n. 8. Tale principio si & dimostrato molto utile nello studio di ma-
teriali ereditari fatto nel caso classico. Precisamente grazie ad esso si &
dimostrato, tra Paltro, che il generico funzionale costitutivo meccanico
{esprimente gli sforzi in funzione della storia cinematica locale) ha una
certa forma.

4) Come del resto si fa nelle teorie relativistiche di elettromagnetismo
di mia conoscenza — v. per es.: [15], [16], [18] e [24] — ammetto che
I'unica cessione di energia elettromagnetica alla materia (almeno al-
l'interno dei corpi) sia dovuta alle correnti elettriche di conduzione
(calore Joule).
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Com’¢ noto, dalle equazioni gravitazionali segue il 1° prin-
cipio della termodinamica. Non considero esplicitamente il 2°
principio della termodinamica in quanto questo si pone nella
presente teoria relativistica praticamente con le stesse parole
che in Fisica classica, efr. [4] n. 19; inoltre le condizioni al con-
torno sono appena accennate, né parlo di attrito — cfr. [4] n. 18 —;
tuttavia la rigorosa sistemazione assiomatica della teoria svolta
in [3] e nel presente lavoro lascia chiaramente vedere, mi sembra,
come ampliare la teoria stessa aggiungendo qualche assioma in
conformita di quanto sopra, in modo che, tra ’altro, dal sistema
complessivo di assiomi siano deducibili tutti i teoremi considerati
in [3], [4] e [5].

Noto che non assumo come concetti primitivi gli sforzi,
P’energia interna e i coefficienti termodinamici ed elettromagne-
tici (dielettricitd, permeabilita magnetica e conducibilita elet-
trica). Cio6 e in armonia con 1’assiomatizzazione della meccanica
particellare classica considerata da P. Painlevé in [22] — vedi
pure [28] cap. X —.

In Fisica classica vi sono ora moderne trattazioni dei mate-
riali ereditari rignardanti il caso puramente meccanico — v. [19],
[20] e [21] — magari con qualche cenno di termodinamica — vedi
[12] — e basate sul principio di indifferenza materiale [nota (3)].

Per trattare i materiali ereditari semplici [nota (2)] si potrebbe
congiderare esplicitamente nel caso classico la forma assunta dal
suddetto principio in termodinamica ed in elettromagnetismo e
trarne come conseguenza un’opportuna forma delle equazioni
costitutive che interessano (forma che conviene sia completa-
mente lagrangiana). Per la grande affinitd della teoria relativi-
stica svolta in [3] e [4] con 1’analogo classico, le equazioni costi-
tutive classiche nella detta forma lagrangiana possono traspor-
tarsi inalterate nella presente teoria relativistica.

Perd, non ritengo conveniente operare cosi se si ha di mira
la considerazione di materiali non semplici [nota (2)] o se si de-
sidera anche solamente di chiarire il significato fisico del prin-
cipio di indifferenza materiale [nota (3)] in relativitd; tanto piu
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che tale principio in Fisica classica riflette (0 contiene) certe
proprieta di isotropia fisica dello spazio (classico) mentre le se-
zioni spaziali del cronotopo relativistico Al sono in generale (lo-
calmente) anisotrope a causa di una anisotropa distribuzione
di curvatura in L. rispecchiata attraverso anisotropie del ten-
sore di Riemann.

Per tali motivi ho preferito enunciare il principio di indif-
ferenza materiale [n. 8] in forma opportuna e indipendentemente
dagli altri assiomi (cinematici e termo-magneto-gravitazionali) e
poi dedurre la forma delle equazioni costitutive che interessano
(fra I'altro, includendo anche il caso dei materiali non semplici).

Tra P’altro, il significato fisico del detto prinecipio in relativita
generale viene chiarito mostrando, direi, come potrebbero svol-
gersi i fenomeni fisici se il principio di indifferenza materiale non
valesse ma valessero gli altri assiomi.

La presente teoria relativistica é conforme al seguente

PRINCIPIO DI DETERMINAZIONE DELLE REATTIVITA MATERIALI:
Il modo di reagire di un dato elemento materiale ¢ (modo caratte-
rizzato dallo stato tensionale e dai coefficienti termici ed elettroma-
gnetici) é determinato dalla storia termo-magneto-cinematica di una
porzione comunque piccola di materia contenente &.

Nel caso puramente meccanico tale principio si riduce
al principio di determinazione dello stress — v. [20] p. 209 —.
A tali principi sono conformi?) la meccanica ereditaria di Vol-
terra e moderne teorie sui materinli ereditari — per es.: [12],
[19], [20] e [21].

A quanto mi consta le equazioni costitutive dei materiali
ereditari non erano mai state stabilite in relativita generale
nemmeno nel cago puramente meccanico ¢). Cid & naturale in

5) Non ¢ conforme a tale principio una certa estensione delle equa-
zioni generali dell’elasticitd dovuta a Cisotti — v. [11] 1914.

$) Nella meccanica relativistica ereditaria considerata in [14] (1932)
non figurano affatto le equazioni costitutive dei materiali ereditari ma
8i modificano le equazioni gravitazionali di Eiustein, A,y + U,y = 0,
aggiungendo al secondo membro un funzionale del tensore energetico
totale U,y in modo che la metrica ds® = g, ydxr’dr® del cronotopo W
in un punto evento F risenta anche di fenomeni che avvengono in altri
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quanto sebbene i primi tentativi di costruire una teoria dell’ela-
sticitd risalgano al 1911 — v. [17] — e anche in vari testi di rela-
tivita si parli di tali tentativi?) [4 nota (2)] tuttavia anche in
[29] (1959) si parla di difficolta del problema di rappresentare
adeguatamente la deformazione in relativita generale [3 nota (7)).

Tale problema é stato superato nel lavoro [27] in corso di
stampa riferendosi al caso lineare (legge di Hooke) e puramente
meccanico [3 note (1) e (8), 4 note (3) e (17)], e anche in [3] e [1]
mettendosi decisamente da un punto di vista lagrangiano e con-
giderando, tra I’altro, una teoria dell’elasticitd per deformazioni
finite e a base termodinamica ).

* %k %

Quanto all'aspetto assiomatico del presente lavoro, come si &
sostanzialmente gia detto, gli assiomi in esso contenuti assieme

punti eventi tramite i valori di U,y in questi. Si fa cio « innestando
nella meccanica relativistica di Einstein i concetti della meccanica
ereditaria di Volterra » e riferendosi, in particolare. a [14].

Il legame sforzi-storia della deformazione sembra vada aggiunto
a parte. Tra I’altro esso potrebbe presentare effettivamente ereditarieta
e, mi sembra, anche non presentarla. In tale ultimo caso, nella teoria
in considerazione 1’ereditarietd riguarderebbe fenomeni puramente gra-
vitazionali. Del resto, in generale, le equazioni proposte da B. Finzi
in [14] costituiscono un analogo relativistico delle equazioni dei siste:ni
continui con gravitazione quando si sostituisca la legge di attrazione
universale di Newton o I’equnazione di Poisson con un’equazione eredi-
taria.

In questo lavoro non tengo conto di ipotetici fenomeni ereditari
di gravitazione, analogamente a quanto si fa nelle moderne teorie non
relativistiche dei materiali ereditari dove, com’¢ noto, vengono mante-
nute invariate le suaccennate leggi di Newton e di Poisson.

Ritengo invece interessante mostrare come sia possibile stabilire
una meccanica ereditaria dei continui (trattante il legame sforzi-storia
della deformazione e soddisfacente il suddetto principio delle reattivita
materiali) mantenendo invariate le equazioni gravitazionali originali di
Einstein.

?) Convengo di indicare per es.: il n.5, la nota (6) e formula (7)
appartenenti a [3] ordinatamente con «3 n. 5» «3 nota (6)» e «3 (7)».

8) In [27] ci si basa essenzialmente sulla derivata del Lie, in [3]
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a quelli posti in [3] sono completamente sufficienti per questi
lavori e costituiscono inoltre la parte fondamentale degli assiomi
relativistici della gravitazione, dell’elettromagnetismo [nota (4)],
della termodinamica e della reologia (teoria dei materiali).

Sono stato indotto alla suaccennata sistemazione assiomatica
— che va accostata ad una nota assiomatizzazione di P. Painlevé
concernente la Meccanica classica — da motivi di rigore. Ho
cercato, tra Paltro, di sottolineare la distinzione tra elementi con-
tingenti quali la metrica del cronotopo, il moto della materia,
la temperatura ecc., ed elementi assoluti quali le porzioni di ma-
teria e i funzionali costituitivi, ossia le equazioni costitutive *).

In connessione con quanto sopra la natura assiomatica del
presente lavoro e di [3] é simile a quella della trattazione [22]
del Painlevé e a quella considerata da A. Signorini nel testo [28],
Cap. X per l'evidenza e l'importanza che il nesso causale ha
in certe proposizioni condizionali usate in questi lavori 19).

¢ [4] sul calcolv dei doppi tensori (in particolare sulle derivate assolute
di Bortolotti e Van der Vaerden). Sviluppi di tale calcolo si sono avuti
in America con J. L. Ericksen — vedi I’enciclopedia [13] —. Esso &
stato applicato alla Meccanica classica, tra I’altro, in [31].

In [3] e [4] si introduce una nuova derivata di doppi tensori (la deri-
vata lagrangiana trasversa) che si impone quando ci si metta da nun
punto di vista lagrangiano, come si fa in [3], [4] e [5], e si desideri una
grande affinitd fra le formule relativistiche e le analoghe classiche in
riferimenti opportuni. Cid #i realizza, mi sembra, appunto in [3] e [4]
e la cosa & vantaggiosa, tra l’altro, nella trattazione relativistica delle
onde sonore fatta in [5]. La suddetta affinita ¢ ragginnta almeno parzial-
mente, anche in [27] — v. § nota (6).

?) Naturalmente hanno carattere assoluto anche i primi membri
delle equazioni fondamentali quali quelle gravitazionali. Questi sono
noti in modo completamente esplicito mentre i funzionali costitutivi
vengono introdotti con proposizioni esistenziali.

10) Si consideri per esempio il ruolo del nesso causale o della necessita
(fisica) nell’Ass. V al n. 6 dove si afferma l'esistenza di certe equazioni
(ossia di certi funzionali) da chiamarsi costitutive. Tale nesso appa-
rirebbe ancora pil essenziale per esempio qualora ci si addentrasse
nelle questioni di unicitd inerenti alle dette equazioni costitutive, ac-
cennate al n. 7.
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Dal punto di vista logico ') 1'uso di certe proposizioni condi-
zionali fatto in [22] e in [28] si spiega in modo naturale riferen-
dosi ad una logica modale come quella della possibilitd causale
di A. Burks — v. [7] — anzi, intendere certe condizionali usate
in [22] e [28] Cap. V come implicazioni materiali porta a conse-
guenze inaccettabili, come si é mostrato in [1] Parte I.

In connessione con cid, come gia in [2] — v. [2] n. 8 — in-
tendo la possibilitd fisica di una proposizione A come una pro-
prietd naturale, da saggiarsi mediante l’esperienza e non come
compatibilitd logica di A con gli assiomi della teoria (in que-
st’ultimo caso non la si potrebbe usare negli assiomi). Cid na-
turalmente precisa anche il senso in cui intendo la necessitd
(fisica) di A (ossia l'impossibilitd che A non sussista) e I'esser B
necessaria conseguenza di A (impossibilitd che A sussista e B no).

B noto che la logica modale & molto meno sviluppata di quella
estensionale, cosicché in genere quando si fanno teorie assioma-
tiche, esigenze di rigore inducono generalmente a basarsi su una
logica estensionale — cfr. [1] n. 12 p. 117.

In 1] n. 8 ho stabilito appunto un metodo — in parte sugge-
ritomi dall’uso delle « state-descriptions » fatto da R. Carnap in
[8] — con cui tradurre in un linguaggio estensionale quelli mo-
dali 1?) usati in [22] e [28] Cap. X (tale metodo & applicato in [1],

1) Te considerazioni svolte nella rimanente parte dell'introduzione
sono utili per una migliore comprensione della presente teoria, ma non
strettamente necessarie.

13) Brevemente, si introduce come insieme dei casi possibili quello
delle EUFP-evoluzioni, ossia evoluzioni dell’'univerro fisicamente pos-
sibile [1 nn. 5, 8] poi specificate nei CMP-casi ossia casi meccanicamente
possibili [1 n. 15].

Indi si considera la trasformazione del concetto (contingente) di
posizione del punto materiale M all’istante t in quello di posizione di M
all’istante t nel’ EUFP-evoluzione n — v. [1] p. 92 — e si trasformano
analogamente gli altri concetti contingenti. Quindi ogni proposizione
molecolare (ossia non composta con altre proposizioni) A* & tradotta
in una proposizione A, aperta rispetto ad 7. Inoltre ¢« non A*» va
tradotta in « non A, »e « A* ¢ By in « A, e By, ». Infine « 4* ¢ (fisica-
mente) possibiles, « A* ¢ (fisicamente) mecessaria» e « B* & una conse-
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Parte II, nella costruzione di una rigorosa teoria assiomatica di
meccanica particellare classica ove si definiscono tra 1’altro i
concetti di massa e forza).

Il metodo in discorso & senz’altro applicabile (o, se si vuole,
esso €& immediatamente estendibile) alla presente teoria e ai
suaccennati suoi ampliamenti e sviluppi ).

2. Preliminari.

Presuppongo il lavoro [3] e in parte anche [4]. In particolare
conservo i cinque concetti primitivi [3 nn. 2, 3] di punto evento,

guenza (fisicamente) necessaria di A*» si traducono ordinatamente in
« egiste una EUFP-evoluzione 7 in cui A, sussiste», «in ogni EUFP-
evoluzione 1 A, sussiste» e «in ogni EUF P-evoluzione 1 o A, non
sussisle, oppure sussiste By ».

13) T concetti primitivi contingenti di metrica cronometrica del cro-
notopo W, sistema ammissibile di coordinate in W e 4-regione occupala
dalla porzione J di materia introdotti in 3 nn. 2, 3 subiscono una tra-
sformazione analoga a quella considerata nella nota (12) per il concetto
di posizione, ossia essi danno luogo alle seguenti proposizioni prime (da
non confondersi con gli assiomi): « g,ydxldr¥ é la metrica cronometrica
di W nell EUFP-evoluzione n», «y' & un sistema ammissibile di coor-
dinate in W nell EUFP-evoluzione n» e « R & la L-regione occupata dalla
porzione T di materia nell EUFP-evoluzione n». Il concetto di punto
evento — ossia WU — resta formalmente inalterato. Perd direi che a causa
del carattere contingente della metrica cronotopica e della mancanza,
in generale, di un sistema privilegiato di coordinate, il concetto di punto
evento in relativitd differisce assai, dal punto di vista modale (ossia
connesso con la possibilitd), dal concetto di punto evento nella Fisica
classica.

Il suaccennato metodo di traduzione estensionale cousiderato in [1]
& conforme alla cosidetta « tesi di estensionalita» — v. [8] p. 141.
11 fatto che ad esempio in [22] e nel testo [28] Cap. X si usi un linguaggio
modale fa preferire alla suaccennata traduzione in un linguaggio esten-
sionale una completa teoria (formale) di logica modale su cui basare diret-
tamente i detti lavori scientifici — cir. [8] p. 142 righe 14-18.

Ritengo utile approfondire un tale linguaggio anche per chiarire
aleuni snaccennati aspetti modali del concetto di punto evento. Cid
mi risulta utile anche per chiarire questioni di interesse puramente
fisico matematico.
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sistema ammissibile di coordinate nel cromotopo o wuniverso U,
(insieme di punti eventi), metrica cronometrica in W, porzione di
materia e 4-regione occupata dalla porziome § di materia — cfr.
nota (13) —.

Si tratta di concetti espressi gia piuttosto chiaramente dalle
denominazioni per essi qui usate. Inoltre essi sono caratterizzati,
direi con precisione, in 3 nn. 2,3 sia dal punto di vista intuitivo
— v.in 3 n. 2 le condizioni a), ..., ) — che assiomatico [3 Ass.
I, I1, IIT]. Ora basta ricordare esplicitamente che, in primo luogo,
un sistema ammissibile di coordinate in U, é inteso come una cor-
rispondenza *) z* = y*(E) che muti il generico punto evento
in una quaderna «z* di numeri reali; in secondo lnogo la metrica
cronometrica coincide con quella g,y drdr¥ usualmente detta
cronotopica. La suppongo di segnatura — 2, ossia localmente
riducibile mediante un cambiamento di coordinate alla forma
O xdxtdz® ove, detto 4, il simbolo di Kronecker, &

(1) :.. = 51'» ’ ('w = ’)‘1’.0 = 6L0 .

Sia S; uno spazio astratto, tridimensionale ed euclideo, e
@* una configurazione della materia in S; nella quale questa
occupi il dominio ) C*. Sia (y) un sistema di coordinate in S;
e ds** = aydyedy’ la metrica '*). Le funzioni

(2) =z, ¥ ¥4 ¥°)

rappresentino il moto A della materia — cfr. 3 n. 3, Ass. III f) —
rispetto (al sistema ammissibile y*, alla configurazione ¢* di

14) Tra I’altro, come in [3] e [4] ammetto che gli indici maiuscoli
varino da 0 a 3 e quelli minuscoli da 1 a 3.

15) 8i tratta di una rappresentazione della materia in S3; precisa-
mente, per ogni porzione § di materia ¢*(T) & un dominio di S;. In vista
di ammettere spacchi, lacerazioni e mutui scorrimenti, verso la fine
di 3 n. 3 si & definita configurazione (én S3) come una quasi configurazione
[3 Def. 2.1] del tipo di quella considerata in 3 Ass. ITI.

1) Di massima convengo — come in [3], ..., [6] — che gli indici
latini si riferiscano al cronotopo U e quelli greci ad S; .
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riferimento e) alla divisione Cj, C}, ... di C* in domini [3 nota (23)]
nel senso che la 4-regione occupata da una qualunque porzione
¢ di materia con p*(f) interno a qualche C} & descritta dal punto
E = E(x*) di W [#* = y*(F)] quando, stanti le equazioni (2),
t descrive 1’asse reale e il punto P* = P*(y) — di coordinate ye°
nel sistema (y) — descrive il dominio ¢*(f) [nota (15)].

Le (2) soddisfano certe condizioni di regolaritd in base a 3
Ass. IT1. Suppongo ora che esse siano continue ovunque, e a tratti
di classe C(*). Sottintenderd l’ipotesi che esse siano di classe
C») ovunque vengano considerate formule involgenti loro deri-
vate di ordine n.

R utile richiamare alcune grandezze e alcune formule ine-
renti al moto (2) quali la 4-velocita uZ, il proiettore spaziale g:¥,
il gradiente «*, di deformazione [note (14), (16)], il tensore C,, di
Cauchy-Green e quello ¢,, di deformazione, ossia

dax*t - -
@) wo=Gr. g, ah =,

(4)  Cp = @y + 2605 =— Grut®e0t™, (ds*2 = agdy°dy®).

Al fine di considerare anche materiali di ordine » [nota (2)]
con n > 1, fissato il punto evento E si consideri in E un riferi-
mento localmente proprio e geodetico, ossia verificante le egua-
glianze

~

(5) Gin =061, U =60, {HL}=0.

Si pud fare in (2) un cambiamento del parametro temporale
t [3 n. 4]

(6) t=1uty, 99,

in modo che per ¢t = , l'ipersuperficie

(7) xt = Fr(1, y) = 2t 9), 9]
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sia quella S; per F ivi ortogonale ad u* e totalmente geodetica,
ossia riempita da geodetiche per E. Sia a_Z"L;glmg” il doppio tensore,
derivato assoluto (n — 1)-mo del doppio tensore b.;z"/by"l rispetto
alla corrispondenza fra C* ed S espressa da (7) per t =1, — vedi
[13] pag. 811 e 3 n. 12 —,

Si & dimostrato che 17) &, == «%, [3 (122)].

3. Storie cinematiche intrinseche.

Preliminarmente, in armonia con la trattazione classica svolta
in [20] p. 205, sia I un insgieme arbitrario. Allora si indichera
con I* la classe delle funzioni con i valori in I e col semiasse
reale negativo per dominio.

Se « ¢ una funzione definita sull’asse reale ¢ con i valori in I
diciamo storia della funzione a sino all'istante t la funzione «t
(at € I*) per cui

(8) ul(o) =a(t +0) per o <0 [onde a!(0) = «(t)].

Identifichiamo per semplicita ¢ col tempo proprio romeriano s,
ossia imponiamo alle funzioni (2) la condizione

ds duark daM
_— == ———— = 1
) at Iy o

Allora, fissato P* = P*(y) nel dominio delle funzioni (2)
possiamo pensare la parte spaziale g* A.'?;‘:le(,” della funzione .';.L(,‘__.g'
come funzione di ¢ tramite (2). (id vale anche per g,y == ¢, u(c*)
e per g,y .

Fissati P* e t non si puo identificare la storia cinematica di
ordine » fino all’istante ¢ in P* con Pinsieme delle storvie fino

17) L’eguaglianza }7";9 = uly ¢ utile in quanto porge per :7L;u un’espres-
sione tensoriale esplicita [(3),] indipendente anche dalla scelta del pa-
rametro temporale. Una tale espressione ¢ stata determinata in [3]
anche per Tzl';ga [3 (136),. 3 (122)].
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all’istante ¢ delle §*@4,, o, (m = 1,...,n) e delle g, intese ap-
punto come funzioni di ¢ tramite (2). Infatti (pensando all’ovvio
analogo classico della detta storia) si riconosce che poiché tale
insieme (di funzioni) é privo di elementi atti a caratterizzare un
sistema di coordinate in W, la storia cinematica in P* e t reste-
rebbe indeterminata per un movimento rigido, ossia per la rota-
zione locale e ’accelerazione locale ad ogni istante (e, se si vuole,
anche per la posizione e la velocita finali).

Si é dimostrato che il tensore .%L;Q = a’, ammette la decom-
posizione
(10) }!L;Q = oty = BD%, con Cp = DprDy" y, Do = Do, ©
Dys&2&e definita > 0,

nel rotore R%, e nella dilatazione pura D, e che conseguentemente
si ha [3 (29)]

(11) RIA)RLG = a‘a . RL R”Q - gl'” . uLRI’ == 0 .
0 (4 14 e

('ome si & osservato in 3 n. 6 il rotore R%, in effetti individua
non una rotazione ma uno spostamento rigido — precisamente
un’isometria — tra S; e lo spazio X, tangente ad U in E(xt) e
ortogonale ad «*; in particolare R%, non individua alcun angolo
di rotazione.

Perd si puod parlare di storia della rotazione. Questa & carat-
terizzata, assieme alla storia dell’accelerazione locale, dalla storia
del tensore u,, pensato come una funzione di ¢ tramite (2).

Per visualizzare quanto precede e anche future considera-
zioni, in particolare connesse col principio di indifferenza ma-
teriale, conviene associare al generico elemento materiale ¢ e al
generico istante ¢ [(2), (9)] — ossia al generico punto evento £
occupato da materia — una terna di Fermi. Precisamente sia
) una terna ortogonale di versori in §; [a'@A)A"Y = é*]
e sia 1% = R2A;(" la sua trasformata mediante il rotore R,
onde [3 n. 7] la A) & una terna ortogonale di versori spaziali
[g“"202 = 8%, A" = 0].
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Per ogni t' <t [(9)] sia f = fI(t', E) la terna di Fermi coin-
cidente con la A¥, per t' = ¢ cosicché le quattro funzioni f{')(¢', E)
di ¢’ sono determinate dalle equazioni differenziali del trasporto
di Fermi %), ossia

D d (4) Du™
1;; — bf:’ 2} utfh) = f9 D_su = fu au iy,

e dalle condizioni iniziali f{¥(¢, E) = A% . Sappiamo — [30] Chap. I,
§ 4 — che la terna f) & ortonormale e spaziale [¢g*¥ff) =
= f¥u’ = 0] perché tale & la A,

La terna f%) con Porigine nell’elemento ¢ in questione & ’ana-
logo relativistico della classica terna (non rotante) di origine in ¢
e con gli assi di direzione invariabile rispetto al generico spazio
inerziale (ossia rispetto alle stelle fisse) — v. [30] p. 14.

Si consideri il generico doppio tensore — v. [13] p. 805 op-
pure 3 (14) — spaziale 1*) Tis-is, ,  dipendente da %, onde
da t e ye tramite (2). Fissato E = E(x*) = E[z*(t, y)], per ogni
t' <t si calcolino le componenti intrinseche

(13) T(,""")o....o.(t’; E) = TL""L'Q....O.[“'L(": ?/)]f(")(tl E). f“")(t, E).

Pensate queste come funzioni di ¢’ si denoti la loro storia
fino all’istante ¢ come segue 2°):

(14)  {T'"%, o }x = {T'vtm, op)re = (T("'"")a....e.)' .

La storia di tali componenti pud dirsi la storia intrinseca del
doppio tensore T*+"s, , in E (relativa alla terna A°§) in 8;3).
In connessione con ’elemento materiale ¢, detti @(t'), (t')

18) Vedi in [30] la definizione (84) di trasporto secondo Fermi a
P. 15 e tieni conto di 30 (55) a p. 10 ricordando che il versore tangente
alla traiettoria di ¢ in W — indicato in [30] con A% — & ul.

%) Dico che nel doppio tensore T-*I..., Yindice L & (propriamente)
spaziale [3 n. 5] se, stante (3),, & T"f...u, = 0. Dico che T-L..., &
propriamente spaziale se tali sono tutti i suoi indici latini, v. [10] p. 160.

) Precisamente, in lconformitd di (8), (T(»-!mg..0,)¢ & la fun-
zione reale ®(o) definita per ¢ < 0 e tale che, stante (13), P(c) =
= Tlnlg o, (¢ + o, E) per ogni ¢ < 0.
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e 9(') gli angoli di Eulero della terna A{)(t') = R,e(t, y)A"\¥) ri-
spetto alla f)(¢, E), le storie ¢t, yt e #* caratterizzano la storia
della rotazione locale. Per le eguaglianze f{)(t, E) = A le pos-
sibili storie del tipo detto devono soddisfare alle (sole) condizioni
— V. (8); —

(15) @4 0) 4+ »*(0) =0, 940) =0,

le quali possono non sussistere nel caso classico.

Introdotta Paccelerazione propria a* = uf,u*, stanti le
convenzioni (13) e (14) dird storia cinematica (intrinseca) in E
d’ordine n o di ordine oo, il complesso delle storie (intrinseche)

(16) {a"}s, {55(‘);9,,“0,,}»,: (a* = ut yu¥),
per m = 1, ..., n e rispettivamente per m =1, 2, ... .

Nel cronotopo U, la metrica dipende dai fenomeni che si svol-
gono in U, quindi gli stessi punti eventi dipendono, in certo
senso, dalla contingenza dei fatti. Percio, a differenza di quanto
comunemente si fa in Fisica classica, nella presente teoria non
presupporrd di poter determinare, ad esempio, un istante, una
posizione o una velocita di traslazione di un elemento ma-
teriale ¢ in modo assoluto (ossia prescindendo dalla contingenza
dei fatti). Si pud perd dare in tal modo 1’accelerazione propria
a* e la velocita angolare wyy = (Up. — %4/8)§4.9%x . Basta darne
le componenti intrinseche a! e w!™ rispetto alla terna A¥, =
= R,22")). L’orientazione intrinseca di a* e w,y, 0ssia quella
rispetto alla materia, & nota appena siano note le quantitd a'’
e o™ e la terna A') (non dipendente dalla contingenza dei
fatti).

La storia cinematica di ordine » é espressa da (1) in modo
assoluto nel senso testé chiarito. Va detto che nemmeno per
n = 1 le storie (16) sono arbitrarie funzioni reali definite sul
semiasse reale negativo. Infatti vale la decomposizione (10),,4
di %, per ogni ¥ <t e per ' =1t & i, B) = A} = R,eA"".
Allora per t' =t in base a 3 (32) si ha R} = A"} onde per (10)
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in =1t —t=0 la storia {&",,}, soddisfa la limitazione corri-
spondente alla condizione

@7y a9, = RWDr, = 1*¥D7, per o=t —t=0.

Tale limitazione, naturalmente non considerata nella corri-
spondente teoria classica [20], equivale alle (15) ossia riflette
il fatto che nella presente teoria non si da la rotazione locale ad
un dato istante in modo assoluto.

4. Assioma di regolarita su j, E, e H,. Storie termo-magneto-
cinematiche.

Ai tre concetti primitivi di punto evento, porzione di materia
e 4-dominio occupato (in W) da una porzione di materia aggiungo
i seguenti quattro dei quali i primi due sono essenzialmente le-
gati alla materia. Tali concetti sono precisamente relazioni che
conviene esporre nella forma di proposizioni prime (da non con-
fondersi con gli assiomi) tanto piii che nel seguito sara utile ri-
ferirsi ad esse appunto come alle proposizioni 1), ..., 4). Esse sono:

1) T ¢ la temperatura assoluta nel punto-evento E (occupato
da materia);

2) j é la densita (propria) di carica elettrica (in U.E.A.,
per cm?) nel punto-evento E (occupato da materia) — intendo pre-
cisamente che jdC & la carica elettrica contenuta nella regione
tridimensionale dC ortogonale alla velocita u* della materia in E,
rispetto ad un osservatore solidale con questa —;

3) E, rappresenta nel sistema ammissibile y* di coordinate
in W il campo elettrico misurato in E da un osservatore di 4-velo-
citd ') wk;

1) Riguardo al significato fisico del campo elettrico E;, nei corpi
conviene rifarsi ad esperienze ben note nel caso classico, possibili almeno
in linea di principio e aventi senso (a causa del loro carattere locale)
anche in relativitd generale. Precisamente pongo ora in forma oppor-
tuna alcune considerazioni svolte in [26] pag. 125 per materiali isotropi
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4) H, rappresenta mel sistema ammissibile gt il campo

magnetico misurato tn E da wun osservatore di 4-velocita 22) wt.

Enuncio ora il seguente assioma ) di esistenza ove sono sta-
bilite proprieta di regolarita.

ma valide pure per quelli anisotropi, modificandole affinché le esperienze
in esse indicate per determinare il campo elettrico E,; e I'induzione elet-
trica D, divengano indipendenti dalla conoscenza del vettore di pola-
rizzazione P, = (D, — E))/4n.

Limitandosi al caso statico, per maggiore concretezza, fissiamo ad
arbitrio un asse & per il punto P* in cui si voglion conoscere E, (e D,).
Asportiamo dal detto corpo della materia in modo da formarvi una ca-
vitd cilindrica infinitesima (vuota) con P* per centro e & per asse di
rivoluzione. L’altezza h di tale cavita sia infinitesima d’ordine superiore
alla base o.

Si tenga ora conto che nel vuoto ¢ D, = E, e inoltre attraverso le
superfici di discontinuitad del tensore dielettrico 7,, la componente tan-
genziale Ef) di E, e quella normale D{? di D, sono continue.

Si determini il campo elettrico K, = E,(&) nella cavita (precisa-
mente in P*) misurando l’accelerazione di una particella di prova inizial-
mente in P* con velocitd nulla, la detta particella essendo dotata di
massa e carica elettrica note e piccolissime.

Per la piccolezza della cavitd il campo elettrico nell’elemento del
corpo situato nell’intersezione dell’asse & con la base superiore della
cavita, coincide a meno di infinitesimi col campo elettrico esistente in P*
nel caso che la cavitd non ci sia: I’analogo vale per I'induzione elettrica.

In base a quanto precede & B{) = E{*) e E{® = D{™. Dunque la detta
esperienza ci fa conoscere la componente di E, normale a & e quella di
D, parallela a . Allora facendo variare & si pud dunque determinare K,
(e anche D)).

22) Volendo applicare il metodo di estensionalizzazione [nota (12)]
introdotto in [1], le proposizioni (prime) 1), ..., 4) vanno modificate
come si & fatto per il concetto di posizione [nota (12)] oppure quelli di
melrica cronometrica, di sistema ammissibile di coordinate in W e di 4-re-
gione occupata in U, ossia mediante I’aggiunta della frase « nel'LUFP-
evoluzione 7 ».

23) Mi limito a mettere i seguenti assiomi in nota perche, nei pre-
senti argomenti non si usa elencare assiomi di tale tipo in quanto son
ritenuti come ovvi o magari come impliciti nell’elenco dei concetti pri-
mitivi figuranti negli assiomi in discorso.

AssioMa I*: Ciascuna delle proposizioni 1) e 2) implica che E sia un
punto-evenio appartenente al 4-dominto occupato da tuita la maleria.
Inoltre da esse segue che T e rispettivamente j sono numers reals.
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AssioMA 4: Sia C* = C¥(g*) il dominio in S; occupato dalla
materia § [3 Def. 3.1, 1 nota (25)] e y* un sistema ammissibile di
coordinate [3 n. 2). Allora si possono trocare una divisione (4,

(13, ... di C* = C*(¢*) in domini e quattro funzioni reali

(18) \ I'=T@) = T@@%..., 8%, j=j),
/ E, = E.»), H"=HYx),

verificanti le sequenti condizioni:

a) nell'interno del 41-dominio C,, trasformato di C§ mediante
le funzioni (2) rappresentanti il moto della materia (rispetto a
@*, L e O, (5, ...), le funzioni T(x) e j(x) sono uniformemente
continue ¢ T(x) ¢ di classe C?; inoltre tvi T e j hanno i significati
fisici espressi dalle proposizioni 1) ¢ 2).

a) Le funzioni E, = E, (x) e H, = H,(r) sono di classe )
(C° C') e hanno i significati fisici espressi dalle proposizioni 3)
e 4) per wl = 6, ossia rispetto ad un osservatore solidale col si-
stema wt di coordinate.

Per snellire alcuni prossimi enunciati, riguardo a condizioni

di regolaritd che in essi devono intervenire, conviene porre la
seguente definizione:

DEFINIZIONE 4.1: Diro che le funzioni reali y*, x* = xi(t,
Y 1R [(2)), le guw = gru(x) e le (18) rappresentano (rispetto a
g* e alla divisione C3, (3, ... di C* = C*(p) in domini) Uattuale
processo termo-magaeto-cinematico s¢ valgono le sequenti condizioni:

a) p* é un sistema ammissibile di coordinate nel cronotopo .

AssioMa II*: Ciascuna delle proposizioni 3) e 4) implica che E sia
un punto-evenlo, che @* sia un sistema ammissibile di coordinate in W
e che in E sia g,y wtw” = 1 ove gp,drtde¥ & la metrica cronometrica.
Inoltre la proposizione 3) implica (che E,, ..., E5 siano numeri reali con)
E,ut = 0 e la 4) che sia H,wt = V.

Asztoma TII*: Dati ad arbitrio il punto evenlo E e il versore w' esiste
al piu un vettore E, verificante la condizione 3) e uno H, verificante la 4).

24) Una funzione si dice di classe (CT, (*) se & continua ovunque
assieme alle sue derivate di ordine < r e a tratti lo & assieme a quelle
di ordine < s.
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b) Rispetto a y* la metrica ds® = g ydridr¥ ¢ la metrica
cronometrica in U [3 n. 2].

¢) Le fumzioni xt = zt (8, y', ¥, y*) rappresentano (rispetto
a @*, yt e C}, Cj, ... il moto della materia — cfr. 3 n. 2 Ass. II f) —
cosicché, tra Daltro, esse sono definite per t qualunque e per P* =
= P*(y) interno a un qualunque dominio C; (i = 1,2, ...).

d) Le funzioni T = T(x) e j = j(x) soddisfano (9) — ossia
é t = 3, beninteso lungo le linee orarie.

e) Le funzioni T = T(x) e j = j(x) sono uniformemente con-
tinue nell’interno del trasformato C, di C; mediante le funzioni (2);
le E, = E,(x) ed H, = H,(x) sono di classe (C° (') [nota (24)]
e assieme alle prime due hamno i significati fisici espressi dalle
precedenti proposiziont 1), ..., 4).

5. Su una equivalenza di storie termo-magneto-cinematiche.
Storie lagrangiane a queste associate.

Riprese le funzioni considerate nella Def. 1.1, si fissi ¢t e P* =
= P*(y) eon P* interno a qualche (7 e inoltre, stante (2), sia
E = E [(t, y)].

Riprese, in relazione a P*, la terna 1'() in 83 e le terne 1{)(t)
e fit, E), stante (2), si aggiungano alle posizioni (18) le

(19) TWt') = Tla,y), j=ijlat,y)],
s E(‘)(tl) = Ex(t, y")]f&"(t', E),

(20) { HOE) = Halt', y)lf ', B) .

DEFINIZIONE 5.1: Le funzioni v*, g.u = gru(x), le (2) e le (18)
rappresentino Dattuale processo termo-magneto-cinematico (rispetto
a @* ¢ alla divisione Oy, Ci, ...). P* = P*(y) sia interno a qualche
C; e il punto evento E corrisponda a P* e t mediante (2). Allora
per n <+oo 8t dird (attuale) storia termo-magneto-cinematica in
E (0o in P* e t) d’ordine v (rispetto alla considerata terna A*) in
8; ¢ al sistema y* di coordinate in W) linsieme delle funzioni
— definite mediante la relazione funzionale (8) —

C@ @D, e, @), T,
(21) [ ]" ’a (E(i))t , (Hfi))to
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ove a9, .., H® hanno i significati sopra considerati *®) [(16),
(19), (20)].

Conrengo che la storia di ordine v =oo si formi riunendo tutte
le dette storie d’ordine m comunque elevato.

DEFINIZIONE 35.2: Diro ammissibile storia termo-magneto-cine-
matica equivalente alla (21) ogni insieme di funzioni avente la
forma

22) @) (@), ey (@@, o)t TV,
B ! ity (wn:E@)* (wpHO)

dove (a'9)t é wuna storia (reale) [n. 3] arbitraria (1 =1,2,3) e
|| wailt’) || é una arbitraria matrice ortogonale, funzione regolare di
t' (1 <t) e tale che %)

(23) Wii(t) = Ons

(Zaw,.,-(t')w,,,-(t') = éhk per t < t) .
=1

L’estensione al caso v = +-o0o é ovvia.

Ogni storia termo-magneto-cinematica contiene una storia ci-
nematica (intrinseca) dello stesso ordine che dird ad essa asso-
ciata. Dunque & chiaro cosa intendere per equivalenza di due
storie cinematiche di ordine ».

Conviene introdm'r_e i corrispondenti lagrangiani éoe....o.
[3 (123),], E; e H, di @4, , E, ed H, . Riferendosi alle com-
ponenti intrinseche rispetto alla terna A% = R,eA*)), in base a

25) Le grandezze a'’), ..., H() sono pensate come funzioni di t'. Per
non introdurre ulteriori simboli uso af!, ..., H() anche per esprimere
i suaccennati legami funzionali.

2¢) Si noti che in certo senso le storie (21) e (22) differiscono per il
moto rigido caratterizzato dall’accelerazione intrinseca a(¥)(t') — al!)(t')
e dalla rotazione wy,(t') (t' < t).
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3 (34), e alle analoghe per doppi tensori a piu indici si ha

(24) Cr-e....'.’,.. = Uty 0, =— a(:')a;-(r,');-(ml'(j)o....em =

= 6-'15'.7«(,‘)3-7(@’1)...9,,, ’
25) Eb = al,E, = 0,80ED | H: = at,H, = d,#9HY .
g

DEFINIZIONE 5.3: Fissati P* = P*(y) e t, considerata la storia
termo- magneto-cinematica (21) e pensate le quantitd C’:,e‘“_gm, E;
e H; [(24), (25)] come funzioni di t' definite per t' < t (e supposto
A'9 == 8% in P*) diro che linsieme

(26)  (Cog)te ooy (Coopog)ty T, §t, (Et, (H)

di funzioni di 6 =1t —t [(8)] costituisce la storia (termo-magneto-
cinematica) lagrangiana (relativa a P* e t) associata alla storia (21).

TEOREMA 3.1: Due ammissibili storie termo-magneto-cinema-
tiche qualsiasi sono equivalenti [Def. 5.2] se e solo se coincidono
le storie lagrangiane [(26)] ad esse associate.

Infatti si considerino le storie (21) e (22), magari con t = 0.

Come & facile riconoscere in base a (23),, per ogni t' <t
i valori di Cop,. o, Es e Hy forniti da (24) e (25) mediante Q)
e xf’) ev0, MO mutano sostituendo tali quantita con whF®, e
w",,.i(")(,r,,% [wy; = o*]. Dunque la storia lagrangiana (26) é
associata sia alla storia (21) che alla (22).

Viceversa consideriamo ora, magari per ¢ = 0, accanto alla
(21) la storia termo-magneto-cinematica

C1) (@), @), e, @D ), (D), (). (BO), (HW)

e supponiamo che alle (21) e (21) sia associala la stessa storia
lagrangiana (26). Evidentemente per ogni t' <t, in primo luogo
eT=Te j = j. In secondo luogo, in t' valgono le (10),,, e le
analoghe per zZ,, ossia le 7%, = af, = RLD7, (t' < t). Inoltre per
3 (36) in t' si ha RE, = AA"Y) = 24,(t)2°) e analogamente
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Rty = (AP (¢ < t). Allora [(13)] per ¢’ <tin ' &
@27) @Y = fORLD, = OALA VD7, T = [OALAPDe, .

Per ogni ¢ <t le terne fi) e A% sono spaziali [nota (19)] e
ortonormali, ossia

(28) fi¥for =g,  fiyr =0 ; APa0e =15 . jur =0,

in base a note proprieta della terna fY) di Fermi e a 3 (31),,5.
Allora in ¢ sono ortogonali le matrici ) || f40% || e || f40= || .

Essendo 7%, = a% [(10),] per (1) e (24), & Csp = Cos € Coo
individua D,; [(10);,,5]- Inoltre la storia lagrangiana (26) &
associata sia alla storia (21) che alla (21). Ne segue che per ogni
' <té Dy =D, . Allora, per Iortogonalita delle due suddette
matrici, (27) implica che per ogni t' <t esiste una matrice
lwh | con

(29) 7Y = w",.:;‘;'c (Os;050% == Spxs W% = Wy = ©P) .

Poiche il tensore D,, ¢ una dilatazione pura [(10),] esso &
invertibile. Inoltre la matrice || {4, || & ortogonale. Allora nella
lecita ipotesi A*H = ¢ da (27) si riconosce facilmente che le
matrici || 2 || e || 7 || (e 1a || w* ||) sono dotate di matrici inverse,
I :i{:,) Il |l 5{,, | ] wl‘. ). Per (29) si ha allora

(30) ._”(Q‘) = a;‘?hw", = w‘-’hw“.- = we,.w.-" [wh,' = w‘;. = w.'hj .
-1 -1 -1 -1 -1 -1

Da (24) e (25) segue

‘ "-’(;?....9,. = 6”5?009....9. = 3-7: :'Caa,...e..

(31) -
| B9 = o4zo,B; , H* = 6% H, .
-1 -1

27) Infatti le componenti intrinseche del vettore spaziale }.(" 5 = AU

[(28),] rispetto alla terna /‘;,‘) sono le 1{3 =Lf(l)/1('}) cosicché per (28), 54
N L L) .

& 04 = 0a(2(n) (V) = 6adiAl] = — AAw. = 0, ossia_la_ma-

trice 1§ fif A(3) | @ ortogonale. Analogamente si ragiona per la || /(,)7( it
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Tenendo conto dell’analogo di (31) per (%), , , EW e E“),
da (30) e (31) seguono [w* = wf,], per ogni ¢t' < ¢, le relazioni

- - v - . - .
(32) L0y = w:i(/oo,...e,, = z:hwihcoo....a, = 0™y o

e, con passaggi del tutto simili, anche le eguaglianze B = @ E®,
HY = @, H® . Dunque la storia (21) ha la forma (22). c. d. d.

6. - Assiomi concernenti le equazioni gravitazionali, elettromagne-
tiche e costitutive in forma utile per la definizione di un certo
sistema di funzionali costitutivi fisicamente ammissibile.

In 3 n. 15 ho considerato certe funzioni costitutive d) ... e).
Esse danno in funzione delle y3, ¢,,, T e della velocitd lagran-
giana A4,, di deformazione [3 n. 14] la densitd lagrangiana k*,
Penergia specifica w, i coefficienti tensoriali lagrangiani termici
%oo © T ©d elettromagnetici (g, 7 € oo © infine gli sforzi la-
grangiani Yec .

Le quantitd k* e w determinano la densitd lagrangiana di
massa vera o* = k*(¢®* + w) [3 (101),] e la corrispondente den-
gitd euleriana p = D-1p* [4 (101),] in funzione di ¢, © Y*.

Ai considerati tensori lagrangiani xy,, ..., Y corrispondono
ben determinati tensori euleriani spaziali x;w, Oiuxy Cimy 7imy
Pruy X,x [400. 3, 9, 14].

Intendo ora sostituire, in un modo precisato mediante i
prossimi assiomi e definizioni, alle considerate funzioni costi-
tutive a) e b) [4 n. 15], che danno g, un certo funzionale g e alle
funzioni costitutive ¢), ..., ¢) [4 n. 15], che danno x,y, ..., X,
opportuni funzionali G{2 . G{® definiti, al pari di g, per le
possibili storie termo-magneto-cinematiche d’ordine » (ove
» < +o00) e dipendenti anche dal punto P* variabile quasi ovunque
in C* = C*(p*).

La generalita della forma attribuita almeno in un primo tempo
a tutti i considerati funzionali & alquanto sovrabbondante ma
semplifica le cose.

Al fine di snellire I’enunciato dei prossimi assiomi conviene
porre la seguente
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DEFINIZIONE 6.1: Dird che [in relazione alla configurazione ¢*
della materia in N3, e alla terna 231" in S; (AdVA*2 = §4)] 4
funzionali p, G'Y), ..., G — da indicarsi anche con p, #(1m), G(im)y
f(,,,,), Namyy Ham) € A_’(,,,,) costituiscono un sistema ammissibile d or-
dine v di funzionali costitutivi (per le grandezze connesse ordinata-
mente con le variabili o, 55y Oruy Ciay Niuy v © Xiy) € che I* =
= I*(p*) ¢ il loro complessiro insieme di discontinuita se valgono
le seguenti condizioni a), ..., d):

a) I* ¢ contenuto nella riunione delle fronticre di opportuni
domini C3, Cj, ... costituenti una divisione di C* = C*(¢*) in
domini [3 nota (23)].

b)o ¢ G G® sono funzionali dipendenti dal punto
P* pariante nell’insieme C* — I* e inoltre, fissato P* in C'* — I¥*,
o e G risultano definiti per la gemerica storia termo-magneto-
cinematica S, d’ordine v (fisicamente) possibile 28) per la materia
in P*.

¢) I* ¢ formato dai punti di discontinuitda dei funzionali
o, G, ..., G pensati come funzioni di P* (per qualche possibile
storia termo-magneto-cinematica).

d) g, G, ..., G\ sono continui rispetto alla storia S, — per
esempio rispetto alla metrica di Lagrange o a quella di Hilbert —.
Inoltre consideriamo i funzionali @, %(um), G(im)« Tim)s F(tm) € A (tm)
e pensiamoli calcolati in P* = P*(y) e in una possibile storia
termo-magneto-cinematica relativa a P* e t, funzione continua e
derivabile (rispetto alla considerata metrica). Le funzioni di P*
e t cosi ottenute sono derivabili e a derivate continue ) per qualunque
t e per P* interno a qualche C5 .

Il prossimo assioma stabilisce nella regione di U occupata da
materia la validitd delle equazioni gravitazionali, elettromagne-

28) Naturalmente S, & una storia d’ordine » fisicamente . possibile
se 8, & un insieme di funzioni del tipo (21) ove &i intenda ¢ = 0 e inoltre
¢ fisicamente possibile che, in relazione ad un opportuno sistema ammis-
sibile y* di coordinate, §, sia I’attuale storia termo-magneto-cinematica
in E = E(0) [Def. 5.1].

29) Tale condizione ¢ fatta in vista delle equazioni i conservazione
4 (92) e di quelle elettromagnetiche 4 (81).
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tiche e costitutive in una forma utile per la definizione delle sud-
dette grandezze o, .y, Orm, Ciwy Nimy, tin © Xiy © per quella
dei funzionali costitutivi a queste associati, riferendosi al caso
generale in cui i valori delle dette grandezze siano legati al pas-
sato appunto mediante gli accennati funzionali.

Riservandomi di giustificare pitt avanti opportunitd di tali
definizioni, a giustificare il prossimo assioma contribuisce il
principio di determinazione delle reattivita materiali, enunciato
al n. 1 come estensione del principio di determinazione dello
stress — considerato nel caso classico in [20] p. 209 —.

Conviene richiamare preliminarmente il tensore d’impulso
T.x, il vettore euleriano ¢, di corrente termica, il tensore termo-
dinamico @,y [3 (16)] e il tensore n**42 [3 (45)] che lega il tensore
elettromagnetico F,; (rappresentante il campo elettrico E, e
l’induzione magnetica B,) al tensore f,, (rappresentante l’indu-
zione elettrica D, e il campo magnetico H;). Richiamo pure il
tensore E,, di Minkowski e quello E,, di Abraham [3 (82):.s]-
Detto infine e, 5:p il tensore di Ricei in W con &,,3 = \/ ———;,

si ha

(33) T = pulu¥ con o = k(¢ 4+ w),
arT
(34) ¢F =— #*¥T )y + o™ (%) y Quu = QuUy + Uifu
u
-1 -1 -1 3
(35) PPy = pAPuy =0, ppan = §u,

(35") 2mu™ = ut(uma™ — usN™) — uM(ums® — upnat) —
-1

1
_ _é- UBUSE 45 ppelMoaul? |

1 — 1
(36) E.y = Foifu + —IFABf‘”gLu y Ex = L—,(ELH + Eu,) -

Inoltre conviene ricordare che, costruito il tensore di Riemann
BR300 con le funzioni g,x = g.u(x), il tensore gravitazionale A,
& definito da

R
(37) ALH = Rl,y - —'Z_—gL' con RLI == RL“. 9 R = RLL 9
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e le equazioni gravitazionali sono le dieci
8n = .
(3R) Au + _07 Uin =0 con Upy=Tiu+Qivw+Epy+ X,on ’

e quelle elettromagnetiche, inclusa la legge di Ohm, sono [4 n. 9]
le

(39) &4%Fupe =0, [fu=4", j*=ju*+ ¥Furu .

Dato che si sono assunti come primitivi i concetti di campo
elettrico e campo magnetico, conviene ricordare che [4 (66)]

(40) s Fou = By — u By — erupu*B?, BF = .uNHq ’
/ fin = ﬂul“Fur .

Il prossimo assioma precisa come, nella regione A di U oc-
cupata da materia, le considerate equazioni sono soddisfatte;
I’assioma successivo si riferisce invece all’interno 4’ della regione
rimanente U, — A.

ASSIOMA V: Sia 43" una teérna ortogonale di versori di Sj.
Allora esiste, in relazione a @* e a A" un sistema ammissibile
[Def. 6.1] di funzionali costitutivi g, GfY, ..., G — o, se si pre-
ferisce, @, %im)y ---y H(im — tale che le equazioni gravitazionali (38)
ed eleltromagnetiche (39) devono valere a tratti nel 4-dominio O,
(avanti precisato e appartenente ad W) ogni qual volta sussistano
le sequenti condizioni ), f), y) e d):

@) Le funzioni reali v*, o* = «* (¢, ¥", 9% ¥°) [(2)], le gow =
= Giu (2% ..., 2*) e le (18) rappresentano Vattuale processo termo-
magneto-cinematico [Def. 4.1] rispetto a y* e alla divisione Cj,
C3, ... di C* in domini.

B) L'insieme complessivo I* delle discontinuitd del consi-
derato sistema ammissibile g, Qi) (r = 1, ..., 6) non contiene punti
interni a qualche Cj .

y) Fissato comunque il punto P* all'interno di 7, stanti
le relazioni (2) e le eguaglianze P* = P*(y) e o = p*(E), in E
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i tensori spaziali [nota (19)] 0, #iwy Oruy Cony Niwy Pon € Xiw
sono caratterizzati dalle condizioni di essere spaziali (e ortogonali
ad u*) e di avere le componenti intrinseche 9, %(1m) = Auy*Mm™*%iay -
Xm) = A Am™ X 1o rispetto alla terna ) — trasformata mediante
(2) della terna 23" appartenente ad S; — espresse rispettivamente
dai funzionali @, %um = OB, ..., Xm = G calcolati in P* per
Uattuale storia termo-magneto-cinematica relativa a P* e t.

d) Per E nel trasformato C, di C; mediante le funzioni x:(t, y)
[e magari con E fuori di qualche opportuna ipersuperficie, per
quanto riguarda j = j,u*] il temsore d’impulso T ¥, il vettore q*
di conducibilita termica, quello termodinamico Q.x, V'induzione ma-
gnetica B, il tensore nyas € t tensori elettromagnetici Fyy € fru,
quello jt della quadricorrente e infine i tensori Eiu ¢ Uuy hanno
ordinatamente le precedenti definizioni (33), (34), (40),. (35')
[con (35)], (40)..5, (39)s, (36) € (38), .

Osservo che nella precedente condizione y) son determinate
le equazioni costitutive per g e per i tensuri xgw, Oruxy Ciny Yin,
Pinw © X,y . Osservo pure che, detti questi tensori ordinatamente
QY ..., %, tenendo presente la convenziome (14) e stanti (3)
e (10),, le dette equazioni costitutive (relative alla terna A°Y)) si
scrivono

0 =o(B) =o({a"}s, {&{}e, {&fh}s,-r (B},
{HO}y , y)  con 2P = R,

(41) . :
( G = MAPHA (a9}, {2}, {allee, .., (B9},
.‘ {(H}y , y) (r=1,..,6).

- AssioMA V': Le funzioni yt, g.x(®), 2(t,y) ([2)] abbiano i
soliti significati fisici, inoltre sia A’ il sottoinsieme aperto di U,
costituente il complementare della chiusura del codominio delle
funzioni (2) (cosicché in A’ ¢’é il vuoto). Allora esiste um tensore
F.y =— Fy, tale che per ogni E in A’ e ogni versore w* (associato
ad U in E), posto

(42) EL = ]"I,JI“‘, . HL = l-‘,,,,“‘u‘F"_.
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valgono le sequenti condizioni:

a) Rispetto a y* e w”, © vettori E, ed H, sono rispettiva-
mente i campi elettrico e magnetico in E.

b) Eventualmente ad eccezione del caso che E appartenga a
certe ipersuperfici, in E valgono le equazioni gravitazionmali (38),
ed clettromagnetiche (39),,, .

7. Definizione di sistema fisicamente ammissibile di funzionali
costitutivi. Cenno sulla sua determinazione mediante assiomi.
Densita convenzionale nel caso di sistemi ereditari.

Suppongo *) che le funzioni (2) rappresentino il moto M della
materia rispetto a ¢* e alla divisione (3, (3, ... di C*(¢*) [n. 2]
cosicche le (2) sono definite all’interno di ogni C;. Sia X, il con-
torno della regione aperta .4, descritta, stante (2), dal punto
E = E(x*) quando P* = P*(y) descrive linterno di C; (i =
=1,2,..) et varia da — oo a - oo. Considero due casi:

Cago I: Il punto evento E' appartenga, oltre che a X,, anche a
X, per qualche j +# i e attorno ad esso non ri siano cariche eletiriche
concentrate e i corpi C; e Cj 8i muovano, attorno ad E', regolar-
mente nel loro insieme, ossia come un solo corpo.

In tal caso, detto N, il versore normale in E' a X; (e a X))
onde NV,u! = 0 e indicando con (...)* e (...)~ i limiti di (...) per
E — E' con E variante in A, e rispettivamente in 4;, si ha

(43) (Xx 4 Fiu 4 Quu)ytN, = (XM 4 En + QLn)-N,, .

30) Del presente paragrafo solo la Def. 7.1 ¢ essenziale per 'assioma
di indifferenza materiale e le sue conseguenze considerate al n. 8. Anzi
a tale riguardo si potrebbe prescindere da quanto in tale definizione si
riferisce ai casi I e II.

I cenni di cui nel titolo hanno interesse specialmente dal punto di
vista assiomatico, ed anche per rilevare qualche problema concernente
la determinazione delle equazioni costitutive e per indicare una soluzione
alquanto attendibile di esso (mediante agginnta di condizioni di interesse
fisico).
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CA80 IT: X, sia Vunica delle ipersuperfici X'\, X,, ... che contiene
E' — ossia attorno ad E' X; divida il corpo C; dal vuoto — e inoltre
attorno a E' non vi siano cariche elettriche concentrate.

In tal caso detto A’ interno della regione vuota del crono-
topo U, (43) vale con A’ al posto di A,, ossia [(XZ¥ 4 Q*¥)+ = 0]
si ha

(43") (Xz¥ 4 Er + Q1)+ N, = (E—Lu)-N‘ R

DEFINIZIONE 7.1: Dird che il sistema ammissibile g, G, ...,
G®) di funzionali costitutivi [Def. 6.1] ¢ totalmente ammissibile
[nota (28)] se le condizioni a), B), y) € 8) considerate nell’ Ass. V
implicano come mnecessarie conseguenze che, im primo luogo, in
C; [Ass. V §)] siano soddisfatte a tratti le equazioni gravitazionali
(38), ed elettromagnetiche (40),,,, €, in secondo luogo, nel Caso I
e nel Caso II valgano rispettivamente (43) e (43') nel senso prece-
dentemente precisato.

Si pud certo ammettere ’esistenza di un sistema (totalmente
annnissibile 8,, = (g, GW, ..., G®) di funzionali costitutivi. Af-
fermando tale esistenza si include 1’Ass. V e si tiene conto, al-
meno in parte, delle condizioni al contorno. Anziché tener conto
di cio in un assioma a parte, ho preferito includere la suddetta
affermazione di esistenza nel prossimo Ass. VI di indifferenza
materiale.

L’unicita del detto sistema 8,, non & strettamente necessaria
nella presente teoria. Inoltre affinché una tale ammissione risulti
soddisfacente occorre, direi, assicurarne la compatibilitd con gli
assiomi della teoria in questione. Precisamente, nella presente
teoria occorre assicurarsi dell’esistenza di almeno un sistema am-
missibile 8,, di funzionali g, G{2, ..., G il quale sia individuato
da un opportuno insieme I di sistemi di funzioni z*(t, y), g.x(2),
T(r), j(x), EL(x), H.(x) soddisfacenti le equazioni gravitazionali
(38),, elettromagnetiche (39),,, e costitutive (41) conformemente
all’Ass. V. Quindi 8,, deve esser individuato dall’insieme totale I
delle soluzioni delle dette equazioni.

A proposito dell’unicita del sistema 8,, mi sembra interessante
notare che nella Def. 7.1 si sono fatte intervenire le condizioni
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al contorno (43) e (43') perche altrimenti gli sforzi X, sarebbero
stati certamente indeterminati almeno per la cosidetta pressione
addizionale — Pgi¥ che si considera quando si voglia tener conto
delle tensioni superficiali (fenomeni di capillarita ece.).

Ai fini di rendere piu attendibile ’unicita di S;, e di indicare
condizioni di un certo interesse fisico sui funzionali g, 5‘,2, ey
5”3, i quali a priori sono forse di tipo sovrabbondantemente
generale, considero le seguenti condizioni [(G{), ..., 39) = (%(1m),
Otm)s Stm)y Namy Mim)s X(im)]:

19) I funzionali %um), Gam, Cum € magari g equivalgono a
funzioni di g4 [(4)], T e P*, continue assieme alle loro derivate
prime ¢ alle derivate seconde di g (e magari é 6(,;m) = 0).

20) I valori del funzionale 7, non dipendono dalla storia del
campo magnetico né quelli di ug. dalla storia del campo elettrico.

39) Oltre a @, %(im), Oum) © Liim) anche i funzionali 71y, Hm)
e X (im) 80m0 semplici o al pii del 2° ordine [nota (2)].

Nel seguito mi riferird ad un sistema totalmente ammissibile
8,, di funzionali costitutivi g, %(ims .-, X(m) — 0ssia g, G2, ...,
G{ — e intenderd come definiti rispetto ad esso mediante (41) i
valori attuali in E (ossia in P* e t) della densitda propria c¢-?o di
massa (vera), det coefficidnti termici %,y e oLu, dei coefficienti elet-
tromagnetici {iuy, Niw € iy (conducibilita elettrica ecc.) e degli
sforzi X,y .

Di qui é facile passare alla definizione delle corrispondenti
grandezze lagrangiane p*, g, ..., Yo (relative ad §,,) — cfr.
3 (137), 3 (74), 4 (12), 4 (71), 4 (72), 4 (76) e 4 (78). A tale punto
8i pud fissare un particolare stato, ad esempio quello corrispon-
dente alla storia delle grandezze ‘-'-"“):e....e.. (m =1, ...,n), EO,
H® e T per cui sia, per ogni ¢ < 0,

44) 2P0 =088, o, =0 n=23,..),

100. 0

(46) B9 =0, H®W =0, T =T* (T* = zero gradi centi-
gradi) .

Ora 8i pud definire anche per sistemi ereditari la densita con-
venzionale k* [3 n. 19] identificandola con il valore di p in P*(y)
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per la suddetta storia. Ripreso il rapporto D = d(/dC* fra ele-
menti di volume corrispondenti nella configurazione attuale e di
riferimento [3 (49), 3 (50)], possiamo definire la densitd propria k
di massa convenzionale [kdC = k*dC*] e l’energia interna spe-
cifica w — nulla nello stato (44), (45) — come segue:

k* = Dk = k(¢* + w) con
(46) @ ( )
— —_9 (&, &y, X%, %) dt

D= oy L0, T, T7) 4V
a* Yy, yY) ds

E alquanto attendibile che esista uno e uno solo sistema §,,
di funzionali costitutivi verificante le precedenti condizioni
19), 20), 39) e totalmente ammissibile.

Potendo facilmente fare a meno, come si & visto, di affer-
mare tale esistenza, mi limito ad accennare semplicemente alla
possibilita di postularla. Si noti che ciononostante non assumo
come concetti primitivi la densitd propria g, i coefficienti termo-
dinamiei %4, o,y ed elettromagnetici 7.y, y,u © {,x, © NnemMmeno
gli sforzi specifici o la forza di contatto 3). Cidé & opportuno in
quanto Paccettazione di un concetto primitivo & soddisfacente
solo se, almeno in linea di principio, si possiedono criteri per ri-
conoscerlo nella realtd e, a mio avviso, nel caso sopra considerato
cid equivale praticamente alla suddetta unicitd del sistema S,, .

8. Forma relativistica del principio di indifferenza materiale. Con-
seguenze.

11 principio di cui nel titolo si ritiene espresso dal seguente

AssioMA VI: Esiste un sistema totalmente ammissibile S,, di

funzionali costitutivi ) g, GiY, ..., G\ [Def. 6.1] tale che se P*

31) Naturalmente non assumo come primitivo alcun concetto di forza
a distanza nel senso classico. Riguardo alle forze ricordo che assumo
come primitivi i concetti di campo elettrico B, = E,(r) e campo ma-
gnetico H, = H,(x).

32) Metto in tale forma il principio di indifferenza materiale (objecti-
vity priaciple) [20] p. 109 perchd non presuppongo I'unicitd del detto
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¢ un punto di C* = C*(p*) fuori del relativo insieme complessivo
I* di discontinuitd, in corrispondenza a P* st ottengono risultati
coincidentt quando si caleoli il detto sistema S,, per storie termo-
magneto-cinematiche equivalenti [(21), (22)].

In base al Teor. 5.1 segue allora immediatamente il

TEOREMA 8.1: I funzionali g, G, ..., &% costituenti il sistema
considerato mnell’Ass. V dipendono, in corrispondenza ad ogni
punto P* in C* — I*, dalla storia termo-magneto-cinematica (21)
8olo tramite quella lagrangiana ad essa associata [(26)].

Si osservi che i considerati funzionali G{, ..., G danno
rispetto alla terna A% = R,eA’y¥ direttamente le componenti in-
trinseche dell’r-mo GY), dei tensori .y, Oiwy Ciuy Yimy, Hin ©
X, (il tensore GV}, stesso & espresso mediante (41),).

Sia G3¢" il corrispondente lagrangiano di G{?) — v. 3 (74),
oppure 3 (78),; — cosicché in base a 4 (12), 4 (72), 4 (78) e 4 (109)
le G, ..., G® si identificano ordinatamente con sxp,, 0%,
(;ov 77;07 ,u;o [ Y;o .

In base a 3 (78) &

(47) G — q@-igL a.u @G*(r)es R GINeay, — Gintmy, — 0 .

Riferendosi alla storia (21) per ¢’ =1t & fif) = A¥) = R, A",

Allora per (13), (46) e 3 (35), stante la decomposizione (10) di

Loy Per (13), (46) e 3 (35) le suddette componenti intrinseche
G{,',’,, di G%), hanno 1’espressione

(48) (lm) = A([)LA(M)MG& ﬂ)—lﬂ)(.')o‘:l)(.ﬂ)“G;(a')
(ﬁ)(.c)a = D'he = }*'n(:')ﬂ)g) .

Scelto com’¢ lecito 1°\? = ag, ne segue Dy;? = D,, onde per
4 (70) e (10),,5,, il tensore D'Dy;)?Dy,)” & una funzione delle s =
= Cy . Tale & quindi il tensore inverso. Dunque per (48) le Gl

sistema di funzionali costitutivi. La considerata forma esistenziale &
opportuna anche in Fisica classica quando si abbia a che fare con fun-
. zionali non completamente individuati dalle grandezze mediante essi
espresse e la loro indeterminazione sia complessa — o non nota.
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sono esprimibili mediante le G(‘,',),,, e le C,; . Naturalmente si pud
ritenere Gp\" definito in ogni sistema (y) di coordinate in S,*
e la (47) valida per sistemi qualsiasi di coordinate (y) in S;* e
(x) in W.

Inoltre per 4 (70) la densitd lagrangiana di massa gravita-
zionale (vera a riposo) p* = D-p [4 (101),] é esprimibile mediante
pe Cyp = C, . Concludendo si pud affermare il seguente teoremas:

TEOREMA 8.1: Consideriamo la densita lagrangiana p* =
= Do e i tensori lagrangiani #p, Gosy looy Mooy Moo € Yoo —
da indicarsi anche con GV, ..., G ¢ da pensarsi come legati
ordinatamente at tensori G¥), ..., G, mediante (47). Le considerate
quantita o* e Qg possono pensarsi come funzioni della storia
termo-magneto-cinematica (21) tramite il sistema totalmente am-
missibile Sy, di funzionali considerato nell’ Ass. V (in corrispon-
denza ad ogni punto P* appartenente a C* — I*). Tali funzioni
sono funzionali, da indicarsi con p* e G". Inoltre, pii precisa-
mente, tali quantita lagrangiane g*, g, ..., Yoo risultano dipen-
dere dalla detta storia (21) solo tramite la storia termo-magneto-
cinematica lagrangiana (26) associata alla (21).

9. Sul quadro delle equazioni della termo-magneto-dinamica
ereditaria in relativita generale. Coordinate solidali.

Ricordo che le equazioni dinamiche 4 (98) e il principio di
conservazione dell’energia 4 (108) sono stati dedotti in 4 nn. 12, 13
dalle equazioni gravitazionali (38) — ossia 4 (91) — nel caso
generale, cosicche tale deduzione vale anche nella presente teoria.

Il quadro di cui nel titolo é stato praticamente gia delineato
nei paragrafi precedenti. Si tratta di completarlo in analogia
con quanto si é fatto nei nn. 15, 16 di [4].

Come dati possiamo considerare la configurazione ¢* della
materia nello spazio astratto S; e inoltre i funzionali lagrangiani
(continui e derivabili) g*, G} (r = 1, ..., 6) [Def. 6.1 d) e Teor. 8.1]
che esprimono le grandezze lagrangiane o*, xps, Oosy Coos 7oy
fiesy Yoo — cfr. 4 n. 15 a), ..., ¢) — in funzione di y [0 di P* =
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= P*(y)] e della storia termo-magneto-cinematica lagrangiana
[(26)] (insieme complessivo I* di discontinuita dei considerati
funzionali appartiene alla riunione dei contorni di una opportuna
divisione €}, Ci, ... di C* = C*(¢*) in domini).

Come funzioni incognite possiamo assumere le (2), le ¢,
Fiu = — Fuzy fru =— fur, T e j. Eccetto le (2) si tratta di
funzioni delle xz%; esse, le (2) incluse, sono complessivamente
44+10+64+64+1+1=28.

Le equazioni da soddisfare, stanti le (3), (4), (24), (25), (33),,
(34), (35), (36), (37), (38),, (39); € — cfr. 4 (68),, 4 (69), — le
relazioni

1
(49) E, = Fu”, H, = 5} €14 Y yfap »

sono le (38), gravitazionali, e le (39),,, e (40);, elettromagnetiche.
Tenendo conto che delle quattro equazioni elettromagnetiche (39),
solo tre sono indipendenti — ecfr. [13] p. 476 — complessiva-
mente le equazioni considerate equivalgono a 10 + 3 + 4 +
+ 6 = 23 equazioni indipendenti a cui va aggiunta la ¢t = 8
(o dt/ds = 1) considerata a proposito dei funzionali costitutivi
precedenti.

Si noti che fra le equazioni qui richiamate figurano, come po-
gizioni, pure le (47) da intendersi come equazioni costitutive.
Allora in base a quanto si & detto sui dati le (47) sono equazioni
funzionali e tali sono pure le suddette ventitré equazioni indi-
pendenti.

Dovendosi ritenere i detti dati (funzionali) opportunamente
regolari, il generico problema di Cauchy generalizzato inerente
alle ventotto incognite e alle ventitré equazioni indipendenti
suddette ¢ da ritenersi solubile; inoltre la soluzione sara deter-
minata dalle condizioni iniziali e al contorno quando si aggiun-
gano le equazioni

L M
(50) go=1, gu=0, (%——-gu%%= )-

Le (30),, sostanzialmente riducono a 24 il numero delle
incognite.
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* %k %

E interessante considerare il problema ottenuto sostituendo
le quattro equazioni (30) con le

(51) goo=1, a"=y".

Da (50), segue appunto z, = s (lungo le linee orarie). Le
{60),,, caratterizzano i sistemi (x) di coordinate solidali per cui
x, ¢ il tempo romeriano (tali coordinate sono usate in varie teorie
relativistiche dei sistemi continui, o come forma particolare in-
teressante [4 n. 16] o di regola — cfr. [27] —).

Le condizioni (51) sono interessanti in quanto fanno uscire
le funzioni (2) dal novero delle incognite. Fra queste restano
solo le seguenti ventitré funzioni delle xZ: le nove g,,, le dodici
Fiy=—PFy, e fry =— fu,, € inoltre T e j. Altrettante sono
le equazioni da considerare, ossia le (38),, gravitazionali, e le
(39),,. e (40),, elettromagnetiche.

Per fissare le idee considero i materiali semplici cosicche i
funzionali p* e (;;!," sono funzioni delle x* [(51),] e della storia
termo-magneto-cinematica lagrangiana di ordine n = 1.

Le espressioni di ut, at,, Cps, D, ky Tyu, q*, Qox si sempli-
ficano [3 n. 16], fra I'altro [4 (125),, 4 (124), 4 (126)] &

(02) D= J:‘g y Gty =0%— g0y Coo = Goo = Goo — Joeoo -

('i6 determina la forma assunta nelle coordinate (51) dalla storia
termo-magneto-cinematica lagrangiana (26); in particolare da
(25) e (52), segue -

(53) E;:%ELZ o 9 H;=H¢7§

inoltre le equazioni (costitutive) euleriane controvarianti (47)
prendono la semplice forma

(54) Gom J _j_g GOm o — @er = ¢,
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