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L’INTEGRALE GENERALE DI UN SISTEMA
DI EQUAZIONI LINEARI DEL PRIMO ORDINE
AI DIFFERENZIALI TOTALI
A COEFFICIENTI COSTANTI

Nota *) di FRANCESCO MAISANO (a Palermo) *¥*)

1. - Si consideri il sistema di equazioni lineari ai differenziali
totali

1) dY = (Adu 4- Bdv)Y

dove A e B sono matrici di tipo (n, n) a elementi costanti dati
nel campo complesso e Y il vettore || y,(u, v) || ad n componenti
che si supporranno funzioni differenziabili delle variabili » e v.

Il sistema (1) & equivalente al sistema alle derivate parziali

o

) du

Y — AY 2 y_BY
M

ed é ben noto che la condizione necessaria e sufficiente di com-
pleta integrabilitd di tale sistema e data dalla permutabilitay
delle due matrici A e B.

In questa nota determineremo, in forma esplicita, ’'integrale
del sistema (2) e quindi del sistema (1) senza che sia fatta alcuna
limitazione nei riguardi delle matrici A e B, tranne ovviamente
la essenziale condizione di permutabilita.

*) Pervenuto in redazione il 5 marzo 1964.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitad, Palermo.

**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca
matematica del C.N.R.
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Ricordiamo, in ordine al problema dell’integrazione di un
sistema di equazioni lineari del primo ordine ai differenziali
totali, i lavori di N. Saltykow ?), di E. Vessiot 2), di H. Charles 3)
che trattano perd il problema sotto speciali ipotesi riguardanti
le matrici A e B.

Altri due lavori, piu significativi, sull’argomento sono dovuti
a B. Pini¢) e a G. Trevisan 3). Questi A.A. trattano il problema
raggiungendo risultati notevoli.

ticordiamo infine un lavoro dell’A. ¢) che tratta il problema
sotto opportune ipotesi sulle matrici 4 e B.

Le nomenclature adottate nella presente nota sono aderentl
a quelle usate nei due ultimi lavori su citati le cui indicazioni
bibliografiche sono riportate nelle note (5) e (6) a pié¢ di pagina.

2. - Supponiamo che la matrice A abbia ¢ autovalori distinti
Wy, Wy ..., a, ordinatamente di molteplicita r,, r,, ..., 7, e indici
dyy dyy ..., d.

Denotiamo poi con B,, B., ..., f; gli autovalori distinti della
matrice B ordinatamente di molteplicitd 7,, 7,, ..., 7; e indici
d,. d., ey dp

Con riferimento alla matrice 4 sia

(f) (§) (%)
(e, €’y ...y €

1) N. SaLTYKOW: Integration des équations aur differentielles totales
linéaires a coefficients constants. C.R. Acad. Sci. Paris, 225, 1947.

?) E. VEssior: Sur Uintegration des systémes de Pfaff linéaires et
homogénes a coefficients constants. C.R. Acad. Sci. Paris, 226 (1948).

3) H. CHARLES: Sur les systémes de Pfaff linéaires homogénes a coeffi-
cients constants. Bull. Soc. Sci. Liége, 17 (1948).

4) B. PIN1: Sui sistemi di equazionti lineari del primo ordine ai dif-
ferenziali totali. Bollettino dell’C.M.I. III, 1950.

5) G. TREVISAN: Un’espressione esplicita per Uintegrale di un sistema
di equazioni differenziali lineari ordinarie a coefficienti costanti. Appli-
cazioni. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova. Vol. XXXI, 1961.

¢) F. MaisaNo: Sull’integrale generale di un sistema di equazioni
lineari del primo ordine ai differenziali totali a coefficienti costanti (questi
Rendiconti, questo Volume).
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la segnatura di Segre relativa alla radice «; (1 =1, 2, ..., ?).
B noto allora che esiste una matrice 8 di tipo (n, n), non
singolare, tale che la trasformata A’ di A mediante 8, cioé la

matrice
A' = SAS—

assume forma canonica di Jordan e, come & ben noto, alle due
. . e .
matrici A e A' competono gli stessi autovalori con eguale se-

gnatura.
Per comodita di notazione poniamo per ogni intero naturale m

Im(a) = aIm + [urc]m

dove « & un numero, I, la matrice unitd d’ordine m, e [u,,].
la matrice d’ordine m con gli elementi del tipo u,,., eguali ad 1
e gli altri elementi nulli.

Allora 1a matrice A’ = SAS-! é composta mediante le matrici
quadrate A;, A, ..., A, rispettivamente di ordini r,, r,, ..., 7,
disposte secondo la diagonale principale, essendo

I e (ay) 0

\ Iel’()(a{)
'._'—_——_\‘ 0

\\

] Ie:‘“’(ai) ]

cioé la matrice A’ si presenta nella forma:

e si osservi che A; ha r, autovalori tutti eguali a «;.
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Essendo per ipotesi A e B permutabili, la matrice B’ = SAS-
é del tipo 7):

B,

dove le matrici componenti B;, Bj, ..., B; sono rispettivamente
di ordine r,, 74, ..., 7

E appena necessario rilevare che le due matrici B ¢ B’ hanno
gli stessi autovalori con la stessa molteplicitd e che gli autovalori
della generica componente B; sono ovviamente autovalori di
B’ e quindi di B.

Si osservi che la permutabilitd delle matrici A e B porta
alla permutabilitd delle matrici A’ e B’ e questa alla permuta-
bilitd delle ¢ coppie di matrici

4;, B; per i=1,2, ..., ¢t.
Diremo che due insiemi X e X’ di componenti di 4’ e di B’
(A-:ly A:,y (333} A;,,,) (B;17 B:,r L] B:,,)

sono mutuamente associati se:

a) Comunque si consideri una componente B, di B’ con
k+#14,, 43y ..., i, nessuno degli autovalori di B, risulta eguale
ad un autovalore di una matrice dell’insieme X'.

b) Comungque si consideri un sotto-insieme proprio %" del-
lingieme X' esiste almeno un elemento di X’ non appartenente
a X" che ha un autovalore eguale ad un autovalore di qualche
elemento di X" 8).

?) Cfr., per es., S. CHERUBINO: Calcolo delle matrici, Edizioni Cre-
monese Roma, 1957, pagg. 180 e seguenti.

8) Due insiemi di componenti di A’ e B’ mutuamente associati
sono individuati dalla successione finita degli indici (f;, 2, %3, -5 Tm)
che contraddistinguono le componenti di 4’, e quindi quelle di B’,
appartenenti rispettivamente al primo e al secondo insieme.
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Due insiemi di componenti di A’ e B’ mutuamente associati
sono univocamente determinati da un qualsiasi elemento di
uno dei due insiemi e ogni componente di A’ (di B’) appartiene
ad un insieme di componenti di A’ (di B’) mutuamente associato
ad un insieme di componenti di B’ (di A4’).

Conseguentemente esiste una ed una sola distribuzione in
coppie di insiemi di componenti associati di tutte le componenti
di A’ e B’ ed inoltre se X e X', £* e £*' sono due coppie di insiemi
di componenti di A’ e B’ mutuamente associati, & vuota I'inter-
sezione degli insiemi X, X* e degli insiemi X', X*.

Non si lede ovviamente la generalita del discorso nel supporre
che le componenti di A’ e B’ appartenenti ad una coppia di
ingiemi associati siano individuate da indici consecutivi.

Supponiamo che siano g le coppie di insiemi associati nelle
quali si distribuiscono le ¢ componenti di A’ e le ¢ componenti
di B’ e che tali coppie siano individuate dalle o successioni finite
di indici:

Gr-1+ 1, a1+ 2, ey ga) per A=1,2, .., 0

e ove si pensi g, =0

e supponiamo inoltre che gli autovalori distinti delle componenti
di B’ appartenenti alla prima coppia siano 8,, f,, ..., f;,, quelli
delle componenti di B’ appartenenti alla seconda coppia siano
Bat1y Bitay -y Pyas © cosi via fino a considerare gli autovalori
delle componenti di B’ appartenenti alla p-esima coppia ﬁ;e_lﬂ,
Bigrt2r +s Bige

Si fissi ora una componente A; di A’. Essa appartiene all’in-
sieme di componenti di A’ della A-esima coppia di insiemi mu-
tuamente associati, essendo A tale che risulti:

gz—1<i<.lh-

Gli autovalori della componente B; di B’ appartengono
all’insieme di autovalori di B’

3) ﬁh-ﬁlr ﬁ;z—l*'n eeey ﬂ'u ’
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le cui molteplicitd rispetto a B; denotiamo con

o @ .
842 1+1s Sga_y 0oy 831 -

E ovvio che non tutte le § dell’insieme (3) debbono essere
necessariamente autovalori di B; e quindi se, per es., f; (ga-, <
< j < ga) non é autovalore di B; sard 8§’ = 0; & perd certo che
ogni autovalore dell’insieme (3) deve essere autovalore di almeno
uno degli elementi appartenenti all’insieme di componenti di
B’ della A-esima coppia di insieme mutuamente associati.

3. - Si riprenda il sistema (1) equivalente al sistema:

2
U

D — b —
2) Y=4Y, - Y=BY

e si ponga in queste ultime, con rispondenza alle nomenclature
dottate nel n. 2,

Y =8"12Z.

11 sistema (2) si scrive allora:

812 7z 487, 8§12 z—B§z
M N1
e quindi
b ’ b — !

Tenendo conto della struttura delle due matrici A’ e B,
I'integrazione del sistema (4) & ricondotta all’integrazione dei ¢
sistemi completamente integrabili (si ricordi che & 4;B; = B;A;)

? ' 2 '
B) -, 2V =42, -2 =BZ"

(per t=1,2, .., 1),
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nel senso che una volta trovati i ¢ integrali generali Z( dei ¢
sistemi (5), l’integrale generale Z del sistema (4) é:

ZW
Z®
A

Z

Ora, l'integrale del generico sistema (5), ricordando che alla
matrice 4; compete il solo autovalore «, di molteplicita r, e di
indice d,, e supposto che sia g;,-, <4 < g: puo scriversi in una
delle due forme *): ’

d‘_l(—l)' 0 Iy
(6) 20 = 14-21 — u(a,I—A,)].

L7 ey~ (— 1) , s ' .
83 [14"8 S vy - By |Qrimee
i= o= :

5,41 (— 1)

- (1)
9

(7) Z(‘): I —_— g — :k .
2 + 2w B B)J

h-ﬂz_ I.+l =

<’ i3 a“.—l — 1y -1 7] - ! u
. S‘ z [I + Sl ( v! ) 'u'(‘}’p/lI —_ Hﬁ‘)'JQ”/heme eﬂhv

a=1 form

dove nella (6) 8; & una matrice di tipo (r,, 7,) le cui r, colonne
sono 7; soluzioni particolari ed indipendenti del sistema algebrico
lineare

(a‘I - .A")diP" = 0 )
H,, una certa matrice d’ordine 7, dipendente, oltre che dall’auto-

valore «;, dalla matrice B;, 7, il numero di autovalori distinti
yys di Hgiy oy: la molteplicitd dell’autovalore yj, e infine @y,

?) Cfr. il lavoro citato nella nota ¢).
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la soluzione generale del sistema algebrico:
vyl — He)¥'Qy =0 .

Significati analoghi hanno i simboli corrispondenti a questi
nella (7).

Una piu precisa specificazione dei simboli che compaiono nelle
(6) e (7) si trova nei lavori citati nelle note &) e ¢).

Nella (7), in corrispondenza ad un eventuale autovalore g,
di B’ (g-, < b < 71) che non sia autovalore di B; si supporra
non scritto ’addendo h-esimo della sommatoria % .

h=g; ,+1

Dal diretto confronto della (6) e della (7) si deduce intanto
che ciascuna delle y,; che compare nella (6) deve essere una
delle g8, che effettivamente compare nella (7) e che ciascuna
delle %,/» che effettivamente compare nella (7) deve essere uguale
ad a,.

Pertanto sard t; eguale all’effettivo numero di autovalori
distinti della B;, T, @ @ ./, 86 compare il termine h-esimo nella (7)
eguali rispettivamente ad 1 e ad s‘;‘;_l + h.

L’integrale Z(), sfruttando la (6), si scrive allora:
1)

8!

ds—1
(8) Z0 = [I + gl u-(aJ—A:)-] .

_ l)a I 1ol pB4v,5i4
0,' va(lg! _Hz‘) Ql’te e

, oA e4/s—1
8> [I + >
j=”1_ l+l o=1
e in questa, in corrispondenza ad un eventuale autovalore g,
di B; (con g;-, < § < g1) che non sia autovalore di B; si supporra
non scritto I’addendo j-esimo della sommatoria.
Ma come si & gia rilevato 1’integrale del sistema (4) &:
Zw
Z»

Z =
Z®)

26
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e ricordando che l'integrale Y del sistema (2) & legato all’integrale
Z del sistema (4) dalla
Y =82

tenendo conto della (8) si riconesce che ogni componente del
vettore Y é combinazione lineare a coefficienti polinomi in u e v,
di espressioni del tipo:

eﬂjveaqu

nelle quali perd a, e f, sono autovalori di componenti 4;, B
di A’ e B’ appartenenti a due ingsiemi di componenti di A’ e B’
mutuamente associati nel senso precisato nel n. 2.

4. - Con notazioni aderenti a quelle fino ad ora adoperate
Pintegrale generale del sistema (2) pud scriversi ®), tenendo conto
dei risultati raggiunti nel n. 3, in una delle due maniere:

RN BN T

l‘=ﬂ“_ 1+1

u'(a‘I — A)']] :

1 — 1)
8, [+i ’MM—HVPMMM
7=”l 1+1

(10) Y=§[ $ P+z

1 [i=711_ 1 +1

v‘(ﬁfl — By

—_ gA ewg—l(— 1) — —
-8, 2 [I + ?‘agl ( - !) u(ad — Hp,)"]Qi/,e“‘"eﬁ"’

i=g;_,+1

e qui si conviene, per la (9), di pensare non scritto, per ogni 1,

ga
Iaddendo di posto j mella 3 se f; non & autovalore di B;
f=;1_1+l

e per la (10) di pensare non scritto per ogni j ’addendo di posto ¢

nella z qualora §, non & autovalore di B;.
‘l=0‘ 1+l



L’integrale generale di un sistema di equazioni lineari ecc. 399

Si fissi ora a partire dalla (9) un integrale particolare del
sistema (2): cid si ottiene in corrispondenza ad una particolare
scelta dei parametri che intervengono nelle ¢/, soluzioni generali
dei sistemi lineari algebrici

(BsI — Ha)*Qy; =0 .

E chiaro che con una opportuna scelta dei valori dei para-

metri che intervengono nelle (7;/,, goluzioni generali dei sistemi
algebrici lineari

(ad — Hp)*1Qy; = 0
la (10) si riduce alla prefissata soluzione.
Denotiamo ancora con (9) e (10) le due determinazioni degli
integrali.
Allora saranno eguali i due termini della (9) e (10):

1(— 1)

11) [I + z w(ad — A)]

Wt (— 1y

-8, [I +'3 A (Bl — z/‘)"]Q;/.-e""’e“‘“

(12) k +d’il D onp,r — B)'] :

— ely=1 (— —
o=
Posto in (11) e (12) prima v = 0 e v = 0 e poi u = 0, queste
implicano:
SiQi/i = S: Qi/!

o=

3, [I + 2_1 CEL gt — B ]Qm —

[ S ]
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e quindi

eg4—1 (—

S,[1+z
s

La (11) si scrive allora:

L v — He e =

Donip,r B)] 89 -

dg—1 (__

" wlad — >][1+ z‘ 1"'@",3,1—3)]8‘@,“

e l'integrale generale del sistema (2) o del sistema equivalente (1)
¢ dato da:

-&l.2

‘l=0

' [ —H—ZA [ ; ____) v (B, — B)] ]&Q,/;e"“"sﬁf"

7‘=01_ 1"1

dove, ricordiamo, si pensano non scritti per ogni 7 gli addendi

oA
della somma > di posto j se §;, non & autovalore della com-
j=05_1+1

ponente By di B'.



