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SUL PRODOTTO TENSORIALE
DI FASCI ALGEBRICI COERENTI E LISCI

Nota *) di CLAUDIO MARGAGLIO (¢ Padova) **)

SOMMARIO

Nella prima parte di questa nota (n. 1), si trovano alcuni
criteri per accertare se certi prodotti tensoriali di fasci algebrici
coerenti e lisci (= privi di torsione) sono o no fasci privi di tor-
sione. Questi criteri sono risultati nel tentativo di provare che il
fascio prodotto tensoriale di due fasci algebrici coerenti lisci sod-
disfacenti alla P.E. (= « proprieta di estensione», cfr. [1], [4])
& ancora tale. (B risultato invece, come mostrano gli esempi
riportati, che il prodotto tensoriale di due siffatti fasci non &
necessariamente liscio ed anche se lo ¢ non soddisfa necessaria-
mente alla P.E.).

Nella seconda parte della presente nota (n. 2), si esaminano
alcune condizioni sufficienti per ’annullarsi del fascio é’mt;((f y ).

Infine (nn. 3, 4) si riportano alcune applicazioni delle pro-
prietd enunciate, fra cui un esempio di un tipo di fasci algebrici
coerenti lisci irriducibili per somma diretta, di rango (finito)
arbitrariamente assegnato.

*) Pervenuto in redazione il 30 gennaio 1964.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Universitd, Padova.
*#) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca
del Comitato Nazionale per la matematica del C.N.R.
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* % %

In tutto il seguito si supporrd (benché queste ipotesi non
siano tutte dappertutto necessarie) che V sia una varietd alge-
brica (sopra un corpo K algebricamente chiuso), irriducibile,
soddisfacente alla P.E., affine e normale e si indichera con &
il fascio degli anelli locali di V.

n. 1.
PROPOSIZIONE 1.: « Date su V le due sequenze esatte di fasct
algebrici coerenti lisci:
00— F—>F—>9%—0,
0O—> 4 —> L'—> N —>0,
con L, L' localmente liberi, si ha: t(9 @ M)l (A @ F) (indicando
col simbolo toF il sottofascio di torsione del fascio ) ».
Dimostrazione.

Si moltiplichi tensorialmente (su &) la prima sequenza per 4"
e la seconda per ¥. Tenuto conto che se n & un intero positivo,
F ed ¢ fasci algebrici coerenti dei quali almeno uno localmente
libero allora Gor™ d(f , #)=0, si ottengono le sequenze esatte!):

00— Gor(N,9)— N QF —> N QY —> N QFY—0,
0—>Gor(N,9) —> M RY— L' Y —>NRF—O.

Si osservi che /" ®@ £ ed ¥’ ® ¥ sono lisci poicheé £, &', sono
localmente liberi e che il fascio Gor(A4", %) ha rango zero. Pertanto:

A @ F) ~ Bor(N, 9)~ (AR Y).

COROLLARIO 1.1.: « Date su V le sequenze esatte di fasci alge-
brici coerenti e lisci:

00— M-8 > P B Py—s ... > Lor—> Ly

0— P1—> . —> L L, P %50,

1) Nel seguito invece dei simboli: 'Bor:l(g', g),g’gg, é"zt“d(.ﬂ', 9)

si useranno rispetiivamente i simboli: Gor(F, 4), F @ ¥, & F, D),
(essendo F, ¥ fasci di &/-moduli qualunque).
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se i fasei £, Ly (i =1, 2, ..., n) sono localmente liberi, allora il
prodotto tensoriale M4 ® F risulta privo di torsione».

Dimostrazione.

Si proceda per induzione: per » = 1 si hanno le due sequenze
esatte: 0 —> M —> £,,0 —> &, & — 0 e quindi essen-
do & localmente libero # ® & & liscio; se » > 1 si ponga 4, =
= Fm(p), F1 = Fm(yp.-,) e siapplichi la proposizione 1 alle due
sequenze esatte:

O— W —> & —> M, —>0,
0 > F, > L > F >0 ;

per ipotesi induttiva 4, ® &, é liscio e quindi lo & pure 4 ® F
in base alla proposizione 1.

PROPOSIZIONE 2.: « Sia F um fascio algebrico coerente e liscio
su V, non localmente libero e sia (x) un punto di V tale che ¥, non
sia sZ,-modulo libero.

Siano 8,, 8, ..., 8, P sezioni di F sopra un opportuno intorno
aperto affine U di (x), tali da generare F | U e tali cheigermi
S1zy ey 85z JOrmino um sistema minimale di gemeratori per F..

Sia S il fascio di ideali, definito sopra U, formato con tutti i
germi g, di &, (y € U) che compaiono come combinatori lineari in
qualche relazione del tipo 1 X .9.,8., = 0. Allora il fascio S @ (F | U)
ha torsione ».

Dimostrazione.

Verifichiamo anzitutto che f, # &,: poiché i germi s,, costi-
tuiscono un sistema minimale di generatori per &#,, segue che
#. non contiene alcun elemento dotato d’inverso e quindi £, é
contenuto nell’ideale massimale M, di </,.

Si osservi pure che S # 0 giacché p & maggiore del rango
di &. Si consideri ora sopra U l’omomorfismo suriettivo %:
A? — F definito con k(g ..., g,) =129 e si consideri
(ancora su U) un omomorfismo a . &* —> o/? tale che sia esatta
la sequenza:

d'_ﬁ—)dﬁ__b__>f_._>0
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e quindi anche la:

0—> (L) 2>t s F—>»0

essendo h l'inclusione di «(s7*) in 77,
Si moltiplichi tensorialmente questa sequenza per . e si con-
sideri il diagramma commutativo ed esatto:

0

g

0
| ;
re S L kes |
() QI — ARSI —F R SI ——>0

& & l &
h k

0—-—»0:(.1%')———» o? > F >0

p

|
4
0
nel quale gli omomorfismi &; sono definiti con £(c®g) =g- 0.
Fuori da un chiuso proprio (anzi, avente codimensione > 1) gli
omomorfismi £, sono biiettivi e poiché & & liscio segue che il
fascio J = A'¢(&;) & il sottofascio di torsione di F ® J.
Si osservi ora che h(a(2*)) < &(H? ® SF), giacché se (¢,, ..., g,) €
€ Sm(h) = A c(k) allora 32 .9:8, = k(¢, .., §,) =0 e pertanto, per

la definizione di £, g;e S (i =1, ..., p).
Si puoé allora scrivere:

91y -5 99) = &:((1, 0, ...,0) ® s + ... +(0,...,0,1) ®Y,).

25
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Ne segue che si pud definire un omorfismo yx : & —— 7 po-
nendo: u(s) = j Uk ® F) - & - h- pi(s), giacché risulta anche:
& (k@SF) &M h-pi(8)=0e (R®SF) - &5 - h - &(a(H*) @F)=0.

L’omomorfismo u & iniettivo. Infatti se u(s) = 0 allora:

(k @) & h-pe) =0, & h-ps) S Smh @),
h-ps) € &L(Im(h @ F))

e pertanto se u € p-(s) segue, essendo » un opportuno elemento di
a(H*) ® S

h(u) =& - (h® F)(0) = h- &(v), hu — §(v)) =0, u = &(v),
s=pu)=p-&@) =0.

Cid visto, per provare che 7 # 0 & sufficiente verificare che
& #0 ovvero che &, non é suriettivo e cid segue immediatamente
dal fatto che Sm(&,), = Sf.0(*),, cioé Fm(§,), éilsotto-7,.-mo-
dulo di a(of*), costituito con tutte le combinazioni lineari X'bu;
con b, € S, u;€a(H*),; se fosse S,a(H*), = a(H*), ne segui-
rebbe (cfr. [5], p. 10) a(*), = 0 il che significherebbe che &,
& o ,-modulo libero.

OSSERVAZIONE 1.: Se £ ¢ il fascio d’ideali associato al punto
(), (#, essendo &/,-modulo non libero) si ha pure {(_f ® F) # 0.
Infatti poiché #,+ o, ed £F< ¢ | U, la dimostrazione della pro-
posizione 2 si pud fare egualmente considerando _# al posto di .f.

OSSERVAZIONE 2.: Il fascio di ideali # & sottofascio ammis-
gibile di & | U giacché si verifica che in ogni y € U ove la fibra
F, & &,modulo libero, si ha f,=4,. (Un sottofascio & di un
fagcio ¥ & stato definito sottofascio « ammissibile» di % se
Cad(Supp(9|F)) > 1).

n. 2.

LEMMA: « Se  ¢é un fascio algebrico coerente su V avente
supporto a codimensione > 1 allora &xt(T, L)=0 (cfr. anche [1]);
se ¢ data allora una sequenza esatta: 0 — M ——> N ——> T —— 0
ne segque che Ext(AN ", L) & isomorfo ad un sottofascio di Ext(M, o) »).

%) Si ricordi che &xt(.4, ) indica il fascio &t ‘:{ (M, ).
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Dimostrazione.

Considerata una sequenza esatta 0 —> H# —> 77 —
——> J —— 0 e la sequenza indotta (dualizzando): 0 —> .7 *——
— () A *—s Ext(T, ) —> 0, tenuto conto che oltre
che &xt(#?, L) = 0 & anche I *=0, si ha &rt(T, )=0 giacché
essendo .#*c P.E. 'omomorfismo 3 & anche suriettivo. Dalla
sequenza esatta 0 — N ——> A" ——> T —— 0 s5i deduce la:

0—> T* — S N> — 5 4*—

— Eot(T, A) —> ETHN ) A) —> Ext(M, A)
da cui segue, in base alla prima parte del lemma:
0 — Ext(AN, ) —> Exl( M, ).
PROPOSIZIONE 3. : «Se F ¢é fascio su V algebrico coerente liscio sod-

disfacente alla P.E. e 8i ha la sequenza esatta 0 — G —— ¥ ——»
— F —— 0 con Z localmente libero, allora Ext(Z*, o) = 0».

Dimostrazione.

Dalla sequenza data si ottiene, dualizzando:
0—> F*—> F* ¥ G* 5 Et(F, ) —> 0
e posto Sm(yp) = 3 si ha:
00— F¥ > L*—H#—>0
nonche:
0—> H —> G¥— Ert(F, L) —> 0

e quindi (cfr. [3]) si ha localmente:

0 > F > F** > Sxl(H, L) —> 0.

Si osservi ora che &zt(F, <) ha supporto a codimensione>1
(poiché fuori da un chiuso di codimensione > 1 il fascio F &
localmente libero) e quindi per il lemma precedente, applicato
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alla sequenza esatta:

0 —> H —> G* —s ExU(F, o) —> 0

segue:
0 —> Ext(G*, ) —> Ext(H, A);

pertanto se & € P.E. allora &wt(s#, /) =0 e percid a maggior
ragione &xt(¥9*, o) =0.

PROPOSIZIONE 4.: « Data su V la sequenza esatta di fasci alge-
brici coerenti e lisci: 0 —> ¥ —> ' —— 4 —0, con L, L',
localmente liberi, allora se Ext(M, L) =0 A ¢é localmente libero ».

Dimostrazione.

Eseguiamo la verifica fibra per fibra. Dobbiamo provare al-
lora che data la sequenza esatta 0 > A —% 5 A« > M >0
(di A-moduli, con A anello locale), M ¢& libero se Ext(M, A) = 0.

Sia dunque Ewt(M, A) = 0; dalla sequenza esatta in que-
stione si ottiene, dualizzando, la sequenza esatta 0 —> M* ——

> A9 » A»——> 0 dal che segue in particolare che
A"~ A* D M* e quindi (cfr. [6], p. 239) che M* & libero e cosi
pure di conseguenza M**.

D’altra parte la sequenza esatta 0 —> M*—» 4% »
—— A? —— 0 porge, dualizzando ancora, 0 — A? NGy TR
——> M** —— 0 e poiché (p) & definito dalla matrice trasposta
di quella che definisce (p) segue che (p) = (p) e quindi M ~ M**,

n. 3.

EsemPI di applicazioni delle precedenti proposizioni.
Sullo spazio affine K* si considerino le due sequenze esatte:

00— o > o2t b, o
0—> o Y > oft 2> oft ¥ 5 ofs 8 5 of
definite con:
a(l) = (X, X,, X3), »(@) = (X, X,, X,, X,),
6(ay, ay, a3, a;) = :Etxtai y B8y Gy, ay)) =12, X a, ’
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” bm: ” = Xa 0 —Xx

X, X, X, 0 0

=

|

~X, 0 0 X, X, 0|

el = !

0 —-X, 0 -X, 0 L'
l

0 0 —X, o0 X, —X,|

@ definito daila matrice || b,,. ||, y dalla || ¢,,, || ed & dalla || ¢e—s.. |-
8i ponga F =A¢(d), ¥ = €ncly), # = AH¢(B) = Enc(a),
S = Im(é), £ = Im(p).
Si osservi che i fasci (lisci) #, ¢, # soddisfano alla P.E.

ESEMPIO 1.: « Il fascio F ® F ha torsione ».

Infatti considerate le due sequenze esatte (che si ottengono
immediatamente dalle due soprascritte) 0 —> F —— F+—>
—_— S —>0,0 > G > of¢ > F >0 si ha, (proposi-
zione 1), H{F ® F) ~ (Y ® F) e, (proposizione 2), {(¥ ® SF)#0.

ESEMPIO 2.: « I fasci 9@ F, Y ® ¥ non hanno torsione ».
Infatti applicando il corollario 1.1 alle due sequenze esatte:

00— A —> At— A —>F—> 0, 0 —> G —— A—>
—> At ——> o, 8i ha (T ® F) =0 ed applicandolo alle se-
quenze esatte:

00— Y — A —> I, 0 —r> A —> A —> G ——0

si ha (¥ ® ¥) = 0.

EsEMPIO 3.: « I fasci ¥, ¥* mon sono fra loro isomorfi ».

Ci6 si pud provare osservando che (% ® ¥) = 0 mentre
(F ® F) # 0, (tenuto conto che ¥*~ %), oppure osservando
che: &xt(9, /) # 0 come risulta applicando la proposizione 4
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alla sequenza esatta 0 > o = > G >0 mentre
Ext(9*, ) # 0 come risulta applicando la proposizione 3 alla
sequenza esatta 0 > G > o >F — 0.

ESEMPIO 4.: « Il fascio M4 @ A non ha torsione e non soddisfa
alla P.E.».

Infatti si applichi la proposizione 1 alle sequenze esatte:

0 > of > A3—> M >0, 0—> M —>A*—> F——0

osservando che #(&/ ® #) = 0; quindi si consideri la sequenza
esatta:
O—> AR M—> M —> FRM—>0

ottenuta moltiplicando tensorialmente per .# la seconda delle
due sequenze precedenti (e tenendo conto che (.4 ® .#) = 0 e si
osservi che _# ® .# ha torsione e che

Cd(Supp((F © ) F ® M) > 1.

4. Un esempio di fasci algebrici coerenti lisci su K’ irriducibili
per somma diretta, aventi rango r, (essendo r un intero
positivo arbitrariamente assegnato).

LEMMA 1.: « Data su V la sequenza esatta 0 —>of —> of7+1 2>
2 o, ogni fibra A", del fascio & =SIm(p) puo avere al pit un
addendo diretto che non sita Z.-modulo libero ».

Dimostrazione 1).

Dalla sequenza esatta 0 ——» o —> ™H —> N/ — >0 si
ottiene, dualizzando, la sequenza esatta:

0—> N*— A — oA —> Ext(N, H)—> 0

1) Un’altra dimostrazione di questo lemma si ottiene con la prop. 5.3,
p. 14, di [5]. :
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da cui risulta che ogni fibra del fascio &xt(A4", &) & generabile con
un elemento.

Sia &, =1® N iy, (n < 7). Proviamo che per ogni z € K-
al piu uno degli &/,-moduli A4",, ha fibra non libera.

Siha: &xt(AN, A), ~ 1D SN izy ) (cir. [2]); esistono
inoltre per ogni ¢ =1, ..., n sequenze esatte del tipo:

0 — A%— > of?%— > N, —> 0 (cfr. [6], § 13, lemmi 1,3).

Se ad esempio A",,, 4, non fossero liberi, in base alla propo-
gizione 4 seguirebbe &xt(A 1., A.)#0+#EXU(N 5y, ) € quindi
Ext(N, ), sarebbe riducibile per somma diretta. Cid invece non
pud accadere: verificheremo infatti che se un &/,-modulo non
nullo 7 & generato da due suoi sottomoduli non nulli 7y, T, e
se T & generabile con un solo elemento allora la somma T, + T,
non ¢ diretta.

Si ha: se t, ¢ un generatore di T e se ¢, =t, + t,, con {, € T,
e t,eT,, e t, = ft,, t, = gt,, allora t,(f + g — 1) =0 e quindi
(f + 9 — 1) e M, (= ideale massimale di .«7,) ed anche (f 4+ g) ¢ M,
e percid almeno uno dei due elementi f, g, ad esempio f, non ap-
partiene ad .#, e quindi si ha #, = (g/f)t, il che ci assicura che la
somma 7T, + T, non & diretta.

OSSERVAZIONE: A proposito del carattere locale di quanto
affermato nel precedente lemma si osservi che N pud benissimo
essere somma diretta di due fasci (irriducibili e) non localmente
liberi: si considerino su K2 i due sottofasci £, ¢ di &/ generati
rispettivamente dalle sezioni globali X,, X, e (X, —1), X,.
Il fagcio somma diretta /"= @ _# soddisfa allora alla sequenza

esatta:
0—>r A —> A* 2> N —>0

ove omomorfismo ¢ & definito (rappresentato .#° in modo na-
turale in /?) con:

‘P(au as, a;) = (Xya, 4+ (X: — X,)a, + X,a,,
(X; — 1)a;, + (X7 — Xy)as + Xaas),
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e cio segue per il fatto che, indicato con ¢ il sottofascio di </
generato dalle due sezioni globali (X} — X,), (X,), si ha
NAdDY.

LEMMA 2.: «Sia ()€ V. Ogni endomorfismo dell’ &/ ,~-modulo
7 induce un endomorfismo del suo sottomodulo M. (essendo M,
Dideale massimale di ;) ».

Dimostrazione.
Sia un endomorfismo ¢ di /] rappresentato dalla matrice

@

Se f=(fiy..yfr)eEM; si ha [ =¢(f) = (ﬂ) wey f;)  con
f1 = 1 Zm4f; dal che segue che se tutti gli elementif, (1 =1, ..., 7)
appartengono ad M, lo stesso accade per tutti gli elementi f,.

PROPOSIZIONE 5.: « Sia data su V la sequenza esatta 0 ——>
— A ——> A1 s ofr (r>1), tale che N =IFm(p) sia 3otto-
fascio ammissibile di /7 (cioé tale che CA(Supp(LTIA))>1 ed in
almeno un punto (y) € K 8i abbia ¥, =< M, (M, = ideale massi-
male di N",).

Con queste ipotesi il fascio 4" ¢é irriducibile per somma diretta ».

Dimostrazione.

Proveremo che la fibra 47, & irriducibile per somma diretta.

In base al lemma 1, se A", fosse riducibile per somma diretta,
avrebbe certamente .o/, come addendo diretto, si avrebbe cioe:
Ny A, DF,.

Osserviamo ora che per I'«/,-modulo &7, @ F, esiste una inie-
zione o, ®F,— o, tale che SFm(x) & A, < ;; per
e/ ,-modulo /", invece una siffatta iniezione non esiste. Infatti:
poiché A4 & sottofascio ammissibile di .« ogni iniezione g ; A#",——>
— &/ induce un endomorfismo B_dj &} nel quale, (lemma 2),
B(M;) = M; e dunque B(4#",) = B(A,) < B(M}) < M.

Esemp1o: Su Kr il sottofascio di =/ generato dalle r 4 1
sezioni globali: (X,, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, X,), (X,, X;, ..., X,, Xj)
¢ irriducibile per somma diretta.
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