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SULLA RISOLUZIONE DI UNA CLASSE DI PROBLEMI
AL CONTORNO PER LE EQUAZIONI

INTEGRO-DIFFERENZIALI A DERIVATE PARZIALI

Nota *) di D. MANGERON (a Iasi) e L. E. KRIVO0160EIN (a Trunze)

In una serie di lavori degli Autori, rielaborati e raccolti in
una memoria concernente i problemi al contorno per le equa-
zioni integro-differenziali lineari a derivate parziali con derivata
d’ordine superiore di Picone [1]-[10], sono stati esaminati, per-
venendo a formule di integrazione approssimata, vari problemi
di esistenza e di struttura [18].

In questo lavoro si espone la risoluzione del problema di

Goursat per una classe di equazioni integro-differenziali no~n lineari
con derivata d’ordine superiore di Picone. Si stabiliscono condi-
zioni sufficienti di risolubilità, si esamina il problema di stabi-
lità delle soluzioni rispetto alla perturbazione delle funzioni note,
si indica, relativamente al problema da noi considerato, una
variante del metodo della sincronizzazione degli argomenti e si

costruiscono infine alcuni algoritmi di risoluzione approssimata.

1. Equazioni integro-differenziali polivibranti.

Si consideri l’equazione integro-differenziale polivibrante di

ordine k

*) Pervenuto in Redazione il 18 gennaio 1964.

Indirizzo degli Seminario matematico del Politecnico di

Iasi (Romania) e Facoltà di Scienze dell’Università di Frunze (Russia).
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ove A è un parametro,

e -W ( ~ , ~, ~., qo) sono funzioni note continue per tutti i loro

argomenti nel dominio

mentre f, è una funzione non lineare rispetto a t,.

L’equazione (1) si trasforma, mediante il cambiamento di

variabili nell’equazione integro-

differenziale non lineare con derivata d’ordine superiore di M.
Pi cone [15]

ove si è posto

2. Problema di Goursat per l’equazione (2).

Cercheremo di determinare soluzioni u(x, y) dell’equazione
integro-differenziale (2) continue insieme con le y ) ~ 
per i, j = O, 1, ... , k, e soddisfacenti alle condizioni al contorno
di Goursat

ove ~p~(x); a ~ x ~ y, sono funzioni continue

note, che verificano le cos  dette condizioni di raccordo ~~(c) = 1p¡(a)
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è la derivata totale d’ordine i di Pi-

cone [15].
Eseguendo sopra l’equazione (1) ~- quadrature rispetto alle

variabili x e y, rispettivamente negli intervalli a, .x e e, y e te-

nendo conto delle condizioni (3), si ottiene

L’equazione (4) è analoga a due dimensioni della nota equa-
zione del tipo di Hammerstein [14]. Dalla costruzione dell’equa-
zione (4) risulta che le soluzioni di essa 2k volte continuamente
derivabili 1 ) sono simultaneamente soluzioni del problema (2), (3).

Nell’ipotesi che la funzione f(t, i, u) soddisfi, nel dominio con-
siderato (x, y), (i, i), u E Q - [R, a  u  ~], la condizione di

Lipschitz rispetto all’argomento u:

ove y(t, 1) &#x3E; 0 è una funzione nota, limitata e continua per

(t, i) E R, ha luogo il seguente :
TEOREMA 1. Se è soddis f atta la~ disugliaglianza (5) e se

il problema (2), (3) possiede una sola soluzione 2k volte continua-
mente derivabile, che può essere costruita tramite il metodo di ap-
pros.simazioni successive,

1) In ciò che segue s’intende che una funzione u(x, y) è 2k volte
continuamente derivabile se possiede, continue, le 

(i, i = I, 2, ..., k).
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riuscendo

3. Soluzioni singolari rispetto a A.

Consideriamo alcuni dettagli concernenti il problema di deter-
minazione delle soluzioni singolari rispetto a » in corrispondenza
al caso in cui la funzione f(t, i, u ) ha la forma

In questo caso si ha

Determineremo le condizioni in cui la soluzione dell’equa-
zione (9) può essere messa sotto la forma

ove le funzioni 0’-1’ 0’0’ ai , ... sono da determinarsi.

Soluzioni del tipo (10), sono stati studiate recentemente per
alcuni tipi di equazioni integro-differenziali dal K. T. Ahmedov
[16], [17] ed altri autori, in corrispondenza al caso in cui A --~ 0.

DEFINIZIONE. Una soluzione u (x, y, Â) del problema (2), (3)
si dice singolare rispetto a À, se u(x, y, Â) -~ oo O ; (x, J/) E R.

In conformità con la definizione di cui sopra, se (10) è una
soluzione dell’equaziane integrale (9) e se Q_i, ae? ... 9 ... sono

funzioni limitate 2k volte continuamente derivabili, la (10) è una
soluzione singolare rispetto a A del problema (2), (3).

In seguito della sostituzione della (10) nell’equazione (9) si

ottengono, per identificazione dei coefficienti delle medesime po-
tenze di A, le seguenti equazioni per la determinazione delle fun-
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zioni incognite ... ·

Il sistema (11) può essere trascritto brevemente cos  :

ove è una funzione nota dipendente da aro , 1 (/1,..., 9

A, 
Supponiamo che: 1) la prima delle equazioni (11) possegga

una soluzione non identicamente nulla (cioè che Âo sia un auto-
valore dell’equazione considerata); 2) Âo non aia un autovalore
del nucleo
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Allora dalla (12) se ne deduce

ove R(x, y, t, i, è il nucleo risolvente del nucleo y, t, i).
Facendo uso delle formule (13) dimostriamo che, per A sufficiente-
mente piccolo, la serie aro + ko1 + + ... converge assoluta-
mente ed uniformemente. Siano v, r, e numeri tali che nel domi-

nio R abbiano luogo le disuguaglianze

Se ne deduce per conseguenza

Consideriamo l’equazione
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, l’equazione (17) possiede una soluzione

non identicamente nulla in un intorno sufficientemente ristretto

del punto A = 0. Rappresentiamo questa soluzione sotto forma
di una serie di potenze

Ne risulta:

e poichè Il an Il C a", si ha, per conseguenza, la convergenza
de lla serie Go -~- ÂG~ + ... per i A i « 1.

Si può quindi enunciare il seguente :
TEOREMA 2. La soluzione 2k volte continuamente derivabile del-

l’equazione integrale (9) risulta pure soluzione del problema (2), (3).
Soluzione singolare rispetto a, A del problema (2), (3), essa può
essere messa sotto la forma ( 10 ) se :

1) l a funzione f (t, i, u) ha la forma (8);
2 ) o-1(x, y) è una sot uxione non identica mente nulla d el-

l’equazione integrale (111);
3 ) ~,o non è un autovalore del nucleo

OSSERVAZIONI: a) In maniera analoga si può discutere il

caso in cui



351

Basta costruire la soluzione singolare rispetto a Â. sotto la

forma

b) Se la funzione f(t, Ty u) non ha la forma (8), il problema
(2), (3) non possiede soluzioni singolari del tipo

Se A, è un autovalore di rango 1 del nucleo G(x, y, t, ~-), per
poter determinare le funzioni a,, a~,... basta che le funzioni

ove y) è una funzione con-

tinua arbitraria nel dominio R, siano ortogonali rispetto all’auto-
funzione d(x, y) del nucleo G(t, i, x, y).

Nell’ipotesi che abbia luogo la suddetta ortogonalità, si ha

ove si è posto

e dove R1(x, y, t, T, ~,o) è il nucleo generalizzato risolvente del
nucleo G(x, y, t, i) ; p(x, y) è l’autofunzione corrisponden al-

l’autovalore Åo di questo nucleo e el è una costante arbitraria.
In virtù delle ipotesi fatte, la funzione y ) può essere determi-
nata tramite la formula
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In modo analogo si determinano le funzioni 0’2(X, y), ~3(x, y), ....
Fissiamo il numero e,. Allora, se la serie

è convergente, la (10) risulta essere soluzione singolare rispetto
a A del problema considerato (2), (3).

I risultati conseguiti permettono di enunciare il seguente :
TEOREMA 3. la f unzione ( 10 ) sia una soluzione sin-

golare rispetto a A del problema (2), (3 ), è sufficiente che l’autofun-
zione 5($, y) del nucleo G(t, i, x, y) soddisfi le uguaglianze

che la serie (24) sia convergente per A sufficientemente piccolo,
(x, inoltre che: 1) l’equazione (111) abbia una soluzione

identicamente nulla ; 2) Âo sia un autovalore di rango 1 del

G(x, y, t, i).
OSSERVAZIONI. a) In seguito delle ipotesi formulate, la solu-

zione singolare rispetto a À del problema (2), (3) non è unica.

b) Dal teorema dimostrato non risulta necessariamente che
una soluzione singolare rispetto a À del problema (2), (3) possa
essere rappresentata soltanto nella forma (10). Tali soluzioni

possono essere messe anche sotto le altre forme.

-4. Problemi di stabilità rispetto alle perturbazioni delle funzioni
note.

DEFINIZIONE : Diciamo che una soluzione del problema (2), (3)
.è stabile rispetto a piccole perturbazioni delle funzioni .F(x, y),
K(x, y, t, ~) se per ogni e &#x3E; 0 possono essere indicati numeri

~ &#x3E; O e ~. &#x3E; 0 tali che dalle
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segua

ove

Ha luogo il seguente :
TEOREMA 4. La soluzione del problema (2), (3) è stabile nel

dominio considerato se : 1 ) le f unzioni h’(x, y), F~(ae, y), y, t, z),
gi(x, y, t, i) soddis f ano rispettivamente le disuguaglianze :

2 ) la f unzione f (t, T, u) soddisfa rispetto all’argomento u nel domi-
nio Q alla co’ndizione di Lipschitz con coefficiente yl(t, i) e 3 ) sono

soddis f atte le successive disuguaglianze (29) e (31).
Infatti, si ha

Sia

Ne risulta
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se, ad esempio, hanno luogo le

Sia u2(x, y) una soluzione dell’equazione integrale

Allora

Per conseguenza, se

si ha



355

Si conclude anche col:

TEOREMA 5. Se 1¿2(X, y) è una soluzione delPequazione integrale
pert urbata (32), la soluzione del problema (2), (3) risulta stabile

rispetto alle piccole perturbazioni delle funzioni F e f non appena
siano soddi.s f atte le ineguaglianze (34)-(36).

5. Alcune valutazioni concernenti le soluzioni u(x, y).

Supponiamo che per il nucleo h’2(x, y, sia

-ÀÀlora l’equazione integrale (4) prende la forma

Stabiliremo in ciò che segue alcune valutazioni per la solu-

zione u(x, y) dell’equazione (39) e del problema (2), (3).
Dalla (39) si ricava

Integrando (40) rispetto a x si ottiene
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Se nel R(a si

ha: 1) tutte le funzioni note del problema (2), (3) sono ben deter-
minate e continue; 2) hanno luogo le disuguaglianze

sono funzioni note continue, allora

Tenendo conto della (40), la (43) permette una valutazione
di y) I. Si può scrivere

Si ha inoltre
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Per conseguenza, ha luogo il seguente :
TEOREMA 6. Se 1 ) la f unzione g$(x, y, t, z) è rappresentata

tramite (38 ) ; 2 ) sono valide nel dominio Q le disuguaglianze (41),
allora la soluzione del problema (2), (3) e le sue derivate possono
essere valutate secondo le relazioni (441) e (44,).

Sia uo(x, y) una soluzione dell’equazione integrale

e supponiamo che nel dominio Q sia soddisfatta la disuguaglianza

ove z) è una funzione nota, non negativa per tutti (t, i) e R.
Risulta allora

ove si è Posto

Dalle (47) si ricava
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ove 0C2(.r); e godono delle proprietà utilizzate
nella dimostrazione del teorema precedente. Per conseguenza, si ha

Si ha quindi il seguente :
TEOREMA 7. Se 1 ) uo(x, y) è la soluzione dell’equazione inte-

grale (45) ; 2) la f unzione f soddis f a nel dominio Q alla disugua-
glianza di Lipschitz (46), allora la deviazione tra le f unzioni uo(x, y)
e u(x, y) soddis f a, per tutti gli (x, y) E R = {a  x  b, c  y  d},
alla disuguaghanza (48).

OSSERVAZIONE. Supponiamo, senza ledere la generalità, che
per un dato A nel dominio R sussista la disuguaglianza

2) Nel caso contrario, è necessario eseguire nella (47) n sostituzione
tali che sia 

--- 

1

ove K.(.) è il nucleo iterato d’ordine n rispetto al nucleo K(x, y, t, r).
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Si ottiene per conseguenza

Epperò, se per ~ = 0 dato sussiste la

risulta-

6. Un metodo di approssimazioni successive.

Consideriamo il caso in cui

per (.r.., y), (t, z ), ~c E Q e supponiamo che la funzione f possegga
la derivata rispetto al terzo argomento, e che questa non sia

negativa,

Supponiamo inoltre che y) sia una funzione continua,
tale che sussista disuguaglianza

Allora, se è soddisfatta la condizione

risulta
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Ponendo

si trova

a causa del fatto che

In modo analogo, se una funzione continua y) soddisfa
nel dominio R, alla disuguaglianza

risulta per tutti gli (x, y) E R, y) &#x3E; y) e, di con-

seguenza, per tutti gli (o, y ) e R risulta [11] : y )  y ) 
 1.Oo(a:, y).

Le funzioni y), definite tramite le
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soddisfanno alle

Epperò hanno luogo le valutazioni

e in virtù della (51 ) risultano pure le uguaglianze al limite

Se g(x, y, t, T)  0, (x, y), (t, r) E R e se sono soddisfatte
tutte le altre condizioni imposte a ~1, f, F, ro, "’0’ sussistono le

disuguaglianze

Infatti,

epperò
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Si può concludere per conseguenza col seguente:
TEOREMA t3. Il processo di approssimazione costruito

tramite le formule (52) e (54), converge verso la soluzione del pro-
blema (2), (3 ), assolutamente ed uni f ormemente ed hanno luogo le

valutazioni (55) non appena sono soddisfatte le disuguaglianze (39)
e ( 41 ) e le f unzioni note vo (x, y), y ), continue nel dominio R,
soddis f ano alle disuguagl-ianze

7. Il metodo delle equazioni integrali.

Supponiamo che il problema (2), (3) possegga una sola solu-
zione 2k volte continuamente derivabile. Utilizzeremo in ciò che

segue un metodo di risoluzione approssimata del problema pro-
postoci elaborato da uno degli autori [12] ed applicato alla riso-
luzione di vari problemi spettanti alla meccanica tecnica delle

vibrazioni.

Nel caso del problema considerato, il metodo consiste nel

tradurre il problema in un’equazione integrale equivalente e nel
risolvere questa mediante qualche procedimento di approssima-
zione. Rappresentiamo all’uopo l’integrale che apparisce nella (4)
tramite qualche formula di cubatura. Allora la funzione y)
che soddisfa l’equazione

(esattamente oppure approssimativamente), ove cii sono i coef-

ficienti della f ormula di cubatura scelta, si considera come la

soluzione approssimata del problema (2), (3).
Sostituendo nella (60) x = xa, y = YP (a = 1, 2, ..., =

= 1, 2, ..., (xa, yp) e R, si ottiene il seguente sistema di equa-
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zioni numeriche non lineari

Sia !’iJ(3J) Ei = 1, 2, ... , n ; j - 1, 2, ... , m), una soluzione

(esatta oppure approssimata) del sistema (61). Allora

risulta, generalmente parlando, una soluzione approssimata del

problema (2), (3).

8. D metodo di sincronizzazione della variazione degli argomenti.

Talvolta si riesce a trovare una soluzione esatta oppure ap-

prossimata del problema (2), (3) utilizzando il seguente procedi-
mento di sincronizzazione della variazione degli argomenti $ ).
Dalla (4) si ottiene

Alcune delle soluzioni dell’equazione (4) sono pure soluzioni 
*

dell’equazione funzionale

3) Il metodo di sincronizzazione della variazione degli argomenti è
stato indicato nel caso di una sola dimensione dal F. S. Hadzimuliaev

(vedasi, ad es., [13]). Giova notare esplicitamente che il metodo di

costruzione della funzione v(x, y) esposto nel testo può condurre ad
una soluzione che presenti singolarità oppure che sia addirittura estra-
nea al problema considerato. Soluzioni estranee vicine possono essere
assunte come soluzioni iniziali approssimate.
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Per conseguenza, l’equazione (64) può essere utilizzata per la
scelta delle soluzioni del problema (2), (3). Supponiamo che si

sia stabilito che una soluzione dell’equazione (64) è pure solu-
zione dell’equazione (4) e che nel dominio 9 è soddisfatta l’ine-
guaglianza

ove si è posto

Allora la soluzione del problema (2 ), (3) può essere costruita
tramite iterazioni successive secondo le formule

non appena v,~(x, y) non presenta singolarità alcuna e soddisfa
le condizioni al contorno (3). La soluzione mentovata si costruisce
invece mediante le formule

quando v~(x, y) non soddisfa alle condizioni precedenti.
OSSERVAZIONI. a) Il problema (3) per la equazione integro-

differenziale non lineare (2) può essere ricondotto tramite il me-
todo di sincronizzazione della variazione degli argomenti al mede-
simo problema al contorno (3) spettante all’equazione differen-
ziale non lineare

b ) Alcune modificazioni dei ragionamenti di cui sopra con-
ducono alla considerazione nell’ordine delle idee di questa nota
del problema (3) relativo all’equazione integro-differenziale
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c~ In un’altra nota [28], contenente alcune estensioni ed
altri nuovi problemi, si studiano le condizioni di esistenza e di

unicità delle soluzioni 2k volte continuamente derivabili del pro-
blema di Dirichlet

per l’equazione integro-differenziale non lineare alle derivate

parziali

ove (i =1, 2, ..., k -1 ), K(A, B), f[B, u(B)], f o(A) sono
funzioni note continue per tutti (x, y), (t, t) e R; u E go; K(A, B) -
- K(x, y; t, T); Â è un parametro, f o(A) - f o(x, y) ; f[B, u(B)] -
« f[t, i, u(t, t)], p - const.,

FrR è la frontiera del dominio rettangolare R = [a, c] X [b, d] .

e v  k ; v, k certi numeri, mentre nella [19] si stabiliscono pren-
dendo il punto di partenza dal vasto insieme di recentissimi

risultati conseguiti nell’ambito del calcolo delle variazioni del-

l’Illustre accademico Linceo M. Picone [20], [21] e dal ben noto
scienziato R. Bellman [22], [23] - nuove equazioni funzionali
della programmazione dinamica spettanti alle funzioni di Green,
M(A, B), introdotti dagli autori di questo scritto [24], [25] e già
utilizzati da parecchi altri scienziati nello studio di vari problemi
al contorno non ellittici [26], [30] 4).

~) Gli Autori alludono in particolar modo ai risultati estremamente
interessanti conseguiti durante il recenti88imo simposio sovietico-ame-
ricano di Novosibirsk consacrato alle equazioni differenziali alle derivate
parziali [31].

24
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