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GENERATION DE MESURES
DANS UN ¢-ANNEAU PSEUDO-TOPOLOGIQUE

Memoria *) di MICHEL METIVIER (¢ Rennes)

Introduction.

Le but du travail qui suit est d’étudier un schéma de géné-
ration de mesures & partir d’une classe trés générale de fonctions
d’ensembles ou de somas appelées étendues (Cf. IT — 1 ci-apres).
Ce probléme contient comme cas particulier un probléme de pro-
longement de fonction d’ensembles en une mesure, probléme
déja fort étudié et au sujet duquel nous ne pouvons prétendre
présenter des résultats surprenants. Les théorémes d’extension
d’une fonction additive en une mesure sont légion et, & plusieurs
égards, nos théorémes fondamentaux rendent seulement leur
unité & un certain nombre de résultats disparates, comme 1’at-
testent les chapitres ITI et IV consacrés aux applications.

Notons toutefois que dans [13] nous avons obtenu et utilisé
pour I’étude de la convergence de martingales & valeurs dans
un céne de mesures positives un théoréme de génération ([13]
théoréme 1-4-7) qui est un cas particulier de nos deux théorémes
fondamentaux ici présentés (Théorémes I1-8-6 et I1-9-2).

Signalons également que les résultats principaux de ce travail
ont été publiés sans démonstration dans [12].

*) Pervenuta in Redazione il 12 dicembre 1963.
Indirizzo dell’A.: Institut de Mathématiques — Faculteé des
Sciences — Rennes — Francia.
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* * *
Les caractéristiques essentielles de la situation étudiée sont
les suivantes:

a) Le cadre utilisé est essentiellement pseudo-topologique
(voir la définition en 1-2): d’une part, comme le prouvent les
exemples 1-2-3 et l’application IIT-4, les différentes pseudo-
topologies que ’on peut définir 4 partir d'une topologie donnée
se prétent 4 un maniement trés souple. D’autre part, dans
le cadre abstrait, il arrive souvent que 1’on utilise implicitement
des pseudo-topologies trés simples (Cf. IV-3 et IV-4. Voir aussi
[71). Le cadre pseudo-topologique permet ainsi dans de nombreux
cas de réaliser une synthése de résultats issus du cadre topologique
et de résultats issus du cadre abstrait 1).

b) La fonction d’ensembles ou de somas (étendue) des-
tinée 4 engendrer une mesure est définie sur un ensemble de somas
muni d’'une structure algébrique pauvre (stabilité pour 1'union
finie, alors que les hypothéses usuelles postulent en général une
structure de treillis, ou méme de treillis booléen).

¢) Diverses hypothéses de régularité ou continuité sont
introduites séparément de facon & étudier leurs implications
diverses quant a l’existence, 1’unicité et la régularité des mesures

engendrées.
Les moyen utilisés sont essentiellement des méthodes stan-

dart en théorie de la mesure, et des théorémes d’extensions issus
de [5[ et adaptés au cadre pseudo-topologique.

Le plan est le suivant:

Le chapitre I précise les notations utilisées, donne les dé-
finitions relatives aux pseudo-toplogies et réexpose dans notre
cadre les résultats de [5] qui seront utilisés dans la suite. Une
hypothése essentielle dans [5], celle de richesse est affaiblie

1) 11 convient toutefois de noter que les théordmes d’extension de
[2], [3] et [15] ne semblent pas pouvoir g’insérer dans notre cadre,
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systématiquement en étant remplacée par une notion de A-richesse
relative & une fonction A donnée. Il en résulte quelques modi-
fications dans les énoncés, et les aménagements necessaires aux
démonstrations de [5] sont données dans I-3. Enfin I-4 précise
une hypothése dont le role sera d’assurer la o-additivité des
mesures engendrées.

Le chapitre II, aprés avoir donné les définitions relatives a
la fonction de somas (étendue, resp. o-étendue) avec laquelle
on se propose d’engendrer un contenu (resp. une mesure) met
en évidence le role joué par les différentes hypothéses, rdle qui
peut se résumer essentiellement comme suit:

a) Toute étendue (resp. o-étendue) permet d’engendrer un
contenu (resp. une mesure) (Proposition I1I-3-3).

b) L’hypothése de *-régularité (définition 1-4) a pour effet
d’assurer la régularité de la mesure ou du contenu obtenu vis
& vis de la pseudo-topologie (résultats 6-1, 7-3, 8-6-a).

¢) Les hypothéses de continuité (définitions 1-2 et 1-5)
permettent d’affirmer que la mesure engendrée est un prolonge-
ment (résultat 8-6-b).

d) L’hypothése de densité (définition en I-2-5-¢) assure
Punicité du prolongement obtenu (résultat 8-6-c).

Dans II-9 des conditions suffisantes pour qu’une étendue soit
une ¢-étendue sont recherchées. Le role d’une condition (con-
dition [€]) introduite dans [5] y est souligné.

11 convient de noter que, lorsque la mesure engendrée & partir
d’une étendue 1 est une extension de A, le domaine de cette exten-
sion est en général beaucoup plus vaste que le g-anneau booléen
engendré par le domaine de A (domaine de ’extension minimale
de 4). Dans le paragraphe II-10 on se restreint 3 cette extension
minimale et on montre qu’elle est toujours unique, indépendam-
ment de toute hypothése pseudotopologique.

Dans le § II-11, il est procédé 3 une « localisation » des théo-
rémes de prolongement précédents.

Le Chapitre IIT donne des applications des théorémes fonda-
mentaux II-8-6, I1-9-2 et II-9-3 a la généralisation des résultats
de [1], [8] et [9] au cas d’espaces topologiques quelconques, en
mettant en évidence le role joué par les axiomes de séparation.
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Le chapitre IV donne des applications dans le cadre abstrait.

Les définitions étant assez nombreuses, un index situé en
fin d’article permettra de les retrouver aisément dans le texte
en cas de besoin.

Nous nous devons, pour terminer, de remercier vivement
Monsieur le Professeur Christian Pauc, qui a été a Dorigine de
nombreuses et trés importantes modifications apportées en
amélioration du manusecrit original.



CHAr. I

PSEUDO-TOPOLOGIES - FONCTIONS
CROISSANTES - CAPACITES

1. Cadre de Pétude.

R désignera dans tout ce qui suit un o-treillis booléen, de
plus petit élément &, avec ou sans unité. Si cet élément unité
existe il sera désigné par U. Les éléments de R sont appelés
somas.

La relation d’ordre dans R est notée <. Les opérations sup.
et inf. dans R sont notées v et A et appelées respectivement
réunion et intersection.

a étant une partie de R, I'idéal engendré par @ dans R sera
noté g, sauf mention expresse du contraire.

Le complémentaire relatif d’'un soma A par rapport & un
soma B sera noté B — A si B > A et seulement dans ce cas.
Lorsque R posséde une unité U on notera CA, le soma U — A.

Si A est une partie de R, on désignera par #,, 44, #A,, et
A3, ensemble des réunions finies (resp. intersections finies, resp.
unions dénombrables, resp. intersections dénombrables) d’élé-
ments de A.

2. Pseudo-topologie sur R.

2.1 DEFINITION.

O et F étant deux parties de R, on dira que le couple (9, F)
définit une pseudo-topologie lorsqu’il satisfait aux axiomes suivanis:
(PT,) O est un sous- o -treillis de R et F est un sous 6 -treillis

de R.
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(PT,) Quel que soit (0, F)e O X &, on a:
0—0AFeO e F—FAOeF

(PTs) Quel que soit X € R, il existe 0 €O tel que X < 0.

Les éléments de O sont appelés pseudo-ouverts et les éléments

de F pseudo-fermés. Lorsqu’aucune confusion ne sera & craindre,
nous supprimerons le préfixe pseudo, quitte & le rétablir lorsque
seront en présence une topologie et une pseudo-topologie con-

duisant a4 des notions distinctes de fermés (pseudo-fermés),
ouverts (pseudo-ouverts) etec...

2.2 REMARQUES.

2-2-a 1l résulte de (PT,) et (PT;) que & €0 et & €F.

2-2-b Lorsque R contient une unité U, une pseudo-topologie
au sens de Nikodym (cf. [14]). est une pseudo-topologie au sens
ci-dessus.La pseudo-topologie est alors entiérement définie par
la donnée des pseudo-ouverts. Il n’en est pas de méme dans
e cas général.

2-3 EXEMPLES USUELS DE PSEUDO-TOPOLOGIES.

2-3-a R estl’ensemble des parties d’un espace topologique U.
Les ouverts et les fermés de la topologie de U définissent évidem-
ment une pseudo-topologie.

2-3-b R est ’ensemble des parties d’un espace topologique U.
On prend pour O l’ensemble des ouverts qui sont des F,, F est
Pensemble des fermés qui sont des G,. Alors O et F définissent
une pseudo-topologie de Nikodym.

2-3-¢ @ désignant 1’ensemble des quasi-compacts fermés d’un
espace topologique 7', on prend pour O l’ensemble des ouverts
de T inclus dans un élément de Q,, et pour F l’ensemble des
fermés inclus dans un élément de O, R étant alors ’ensemble
des parties de T incluses dans un élément de O.

2-3-d @ désignant I’ensemble des quasi-compacts fermés d’un
espace topologique T, O est 1’ensemble des ouverts qui sont
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des éléments de Q,, R est ’ensemble des parties de 7' incluses
dans un élément de O, et F est ’ensemble des quasi-compacts
fermés inclus dans un élément de O et qui sont en outre des G,.

2-3-¢ T étant localement compact, R est ’ensemble des parties
de Baire au sens restreint (o-treillis Booléen, engendré par les
compacts qui sont des G4), O et F sont respectivement les ouverts
et les fermés appartenant a R. A

2-3-f R est un o-treillis booléen quelconque avec unité U,
et G est une partie de R contenant U. On peut prendre O = G,
et ¥ ensemble des complémentaires des éléments de O.

2-3-g W est un o-treillis booléen quelconque et § et D sont
deux parties de U telles que D < (S,) et telles que quel que soit
(G, D)eS XD on ait G —GADeS et D— DA GeD. Soit
R = (8,). Les sous-ensembles O et F suivants de R sont l'en-
semble des ouverts et ’ensemble des fermés d’une pseudo-topo-
logie sur R ;9 = Gyt F = D, (voir la démonstration de cette
propriété en IIT 4-1).

2.4 CLASSES COMPACTES.

2-4-a DEFINITION: Un soma X est dit v-compact pour une
pseudo-topologie donnée si tout recouvrement ouvert démombrable
de X contient un recouvrement fins.

2-4-b DEFINITION: Un ensemble C de somas sera dit une classe
A-compacte 8t tout sous-ensemble-dénombrable de C dont Vintersec-
tion est 3, contient un sous-ensemble fini dont Vintersection est &.
(£. [11]).

2-4¢c LEMME: La trace sur un v-compact de tout ensemble
de fermés est une classe A-compacte.

2-4-d LEMME: Si C est une classe A-compacte telle que:

0e€0
=C — CA 06(36.
CeC

Tout C € C est un v-compact.
2-4-¢ LEMME: Si C est un ensemble de v-compacts fermés,

CN F est un ensemble de v-compacts fermés.
En effet tout élément de Cn F est de la forme C'A F avec
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C'eC, et Fe&F; C' est trivialement un v-compact. Soit 00
tel que C' < 0. Pour voir que C' A F est un v-compact, il suffit
d’associer 4 tout recouvrement ouvert {0,} de C'A F, le recou-
vrement ouvert {(0 — C’' A F)} U {0,} de C' et d’utiliser la v-com-
pacité de C'.

2.5 CONTINUITE D’UNE FONCTION DEFINIE DANS R.

Nous utiliserons les trois définitions suivantes:

2-3-4 Nous dirons qu’une fonction ¢, définie sur &§<R,
A valeurs dans R (droite numérique achevée) est continue d
droite, si, quel que soit 4 € & et quel que soit le voisinage V de
¢(4) il existe 0 € O tel que pour tout A’ € §, vérifiant 4 < A’ <0
on ait ¢(4')e V.

2-5-b C étant un sous-ensemble de &, nous dirons qu’une
fonction ¢, définie sur § <R & valeurs dans R est C-continue
si, quel que soit 4 € § et quel que soit le voisinage V de ¢(A4),
il existe (C,0)e C x O tel que C < A < 0 et tel que pour tout
A' e & vérifiant C << 4’ < 0 on ait p(A') e V.

2.3-¢ C étant un sous-ensemble de F, § € R sera dit C-densc
dans R si quel que soit (C,0)e C x O tel que C << 0 il existe
A e 8 vérifiant C << 4 < 0.

2.6 PSEUDO-TOPOLOGIE INDUITF.

Soit N € R, on appelle pseudo-topologie induite sur { N } par la
pseudo-topologie de R, la pseudo-topologie sur {ﬁ} (idéal et
sous o-treillis booléen d’unité N de R) définie par les familles
O’ et F' suivantes d’ouverts O’ = {N A0}, o et de fermés
F' ={NAF} q-

3. Extension au cadre pseudo-topologique de résultats de [14].

3.1 DEFINITIONS.

3-1-a Nous appellerons oa_paoité sur §cR, toute fonction
définie sur §, & valeurs dans R, croissante et continue & droite.
3-1-b ¢ étant une fonction croissante sur & (resp. une ca-
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pacité sur §) on appellera fonction intérieure (resp. capacité in-
térieure) la fonction @* définie sur R par ¢* (X) = sup {p(4);
A cg, A < X}, et on appellera fonction extérieure (resp. capacité
extérieure) la fonction p* définie sur R par:

*(X) = inf {g*(0); 0€ 0, X < 0}.

3-1-¢ ¢ étant une capacité sur § un soma X € R sera dit
capacitable si @,(X) = ¢p*(X).

3.2 PROPOSITION.

Si @ est une capacité sur &, tout 0 € O est capacitable.

8i & est stable pour v, tout A € & est capacitable.

La démonstration de cette proposition se transpose immédia-
tement de celle de (5] p. 175. *

3.3 CLASSES DE FONCTIONS CROISSANTES.

Les classes de fonction croissantes, définies dans [15] p. 175-176
sont définies indépendamment de toute considération topolo-
gique et sont donc directement utilisables dans notre cadre.
Nous rappellerons toutefois deux définitions qui nous seront
utiles par la suite.

3-3-a Lorsque & est stable pour v, on appelle fonction alternée
d’ordre &,,, sur & toute fonction ¢ croissante sur & satisfaisant
a la condition suivante (que nous désignerons dans toute la
suite par [«]):

[a] Pour toute suite croissante (X,) de somas de R, on a
lim ¢*(X,) = p*(V X,).

" 3-3-b. Lorsquetl & est stable pour v, une fonction croissante
@ sur & est dite alternée d’ordre Q,,,, si elle vérifie ’axiome suivant
(que nous désignerons dans toute la suite par [B]):

[B] Quel que soit € > 0 il existe n > 0, tel que les conditions
A,e€8, A,€8 Ec§et p(Ad;) — p(4,) <n impliquent:

@A, vVE) —@(4,Vv E) <e.

Le résultat suivant qui présente un intérét pour la validité
de résultats utiles dans la suite n’est pas énoncé dans [5].
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3-3-¢ ProPOSITION: Si ¢ est une fonction croissante sur §,
§ élant stable pour V, et 8i @ vérifie [f], on a la propriété suivante:

Quel que soit ¢ > 0, il est possible de déterminer une suite dé-
nombrable (,) de nombres > 0 telle que Von ait Vimplication:

(44, A}) €8 X & quel que soit ¢ =1...
A, < A quel que soit i=1..} =
e(4;) — (4, <mi  quel que soit i =1..

n n
=>@(VA) —@(V A)<e quel que soit n.
i=1 i=1
En effet, choisissons 7, de telle sorte que pour tout (4, 4', E) €
€8 X & X &tel que A <A et p(A4’) — p(4) <7, on ait p(4A'vV
VE) — g(AVE)< 23 et 7, < ; Considérons une suite ((4,,

A})), telle que (4,, A)) €8 X & A, < A} et p(4]) — p(4,) <7, .
Nous allons montrer que, quel que soit n:

AR 7 & &
(4 (VIA‘) — (P(‘VlA.g) < Y + cen + on < &,
= = - o~
et
n n & &
o[(VarvE] —o[(VarvE] < gt + g,
i=1 i=1

quel que soit E € &.

Or ces deux inégalités sont vraies pour n = 1 par hypotheése.
Le fait qu’elles soient vraies pour » quelconque résulte immé-
diatement des deux formules de récurrence:

n n n—1 n—1
PV A) — p(V 4)) =¢[<VA:>vA;] -¢[<VA:)vA, +
i=1 i=1 i=1 i=1

n—-1 n—1
+o[(Vanva] —o[Vasval,
et

e[(VanvE] —g[(VaavE] -y [(':\ZA:) VEv A:] -

n—1 n—1 n—-1
—@ [( 'le:) vE vA,.] + <p[( VlAi) vE vA,.] —9 ('VIA‘) vE vA,,] .
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3.4 NOTION DE RICHESSE RELATIVE.

3-4-a La notion de richesse définie dans [5] s’exprime dans
notre cadre de la fagon suivante: un ensemble & est dit riche, si,
quel que soit A € & et quels que soient 0, € O et 0, € O tels que
A <0,v0,, il existe A, €8 et 4,€ & tels que 4, < 0,, 4, <0,
et A <A, vA,.

Dans le cas o O et F sont les ouverts et les fermés d’une
topologie séparée, le résultat suivant qui nous sera utile dans
les applications est démontré: tout idéal dans F constitué par
des compacts est riche ([5] p. 182).

Nous généraliserons un peu en la relativisant cette notion
de richesse, de telle sorte que certains résultats de [5], utiles
pour nous, soient conservés.

3-4-b DEFINITION: ¢ étant une fonction-croissante sur wun
ensemble & =R, stable pour v, & sera dit @-riche si, quel que soit
(4,0,,0,)€8& X O X O tel que A <0,vO0,, et quel que soit
a < @(d), il existe (A,, A,) €& X & vérifiant A, < 0,, A, <0,
et (A, v A,) > a.

Dans [5], la propriété suivante qui résulte immédiatement
de la définition de richesse est utilisée dans la démonstration du
lemme 17.8 p. 183:

quel que soit A €& et {0,}i-y..., avec 0,€0

n
et A <VO,, il existe {A4;},~,..., avec A, € & telle que 4, <0,
i=1

n
et A <V A;. Nous démontrons une propriété analogue pour
i=1

la ¢-richesse.

3-4-¢c PROPOSITION: Si ¢ est une fonction croissante alternée
dordre Q,,, définie sur un sous-ensemble & de R, stable pour v et
@-riche, on a la propriété suivante: quel que soit A € &, quelle que

n
80it la suite (0,);=1..., telle que 0, €0 et A <V 0, et quel que soit
i=1
a < p(Ad), il existe n somas A,e& tels que A, <0, pour tout
n
i=1.,n e p(VA)>a.
i=1
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DEMONSTRATION: La propriété est vraie par hypothése pour
n = 2 (hypothése & est ¢-riche). Nous la démontrons par récur-
rence pour n quelconque.

Soient 0; =0, pour ¢ =1,..., n — 2 et 0,_;, = 0,—, vO,. On
peut par hypothése déterminer A, ... A,_, tels que 4, < 0; et

n—1
¢(V A, >a+¢ ¢ étant quelconque >0 pourva que « +
i=1

+ & < p(4).

1ER cAS: Si @(4,.-,) =+oco on peut déterminer 4, , et 4,
tels que A,-, < 0,,, 4, <0, et ¢p(4,-, vA4,) > a. La famille
A,...A ,, A, ,, A, répond i la question puisque:
PAIV .. VAL, VA, VA, > @A, VA,) >a.

2E CAS: Si p(4,_,) <4o0;7 > 0 étant donné, on peut trouver
0;-,€0 tel que A, , <0, et ¢*0;-,) < ¢@(4,-,) + 7/2. On
peut déterminer alors A, , et A, tels que A, ; << 05—, VO,
4,<0;,v0, et (4, ,vA,)<p(4,,) —7/2; posons alors
A; =A,pour 1 =1..n — 2 et évaluons:

n—-1 n

n—2
A =g(VA)—9(VA) =<p[A'_,v(VA§) —_
i-1 i=1 i=1
n—2 n—2 ,
— o [Ariv A v (VAD] <o [aiav Aravanv (Vi) -
i= i=
n—2
—9 [A,.—l vA.v(V A
1=
@ étant d’ordre @,, on peut déterminer 7 de telle sorte que
Pinégalité:
P(An-1 VA VA, — @A, v 4,) <7/2,

entraine A < ¢ quel qu’ait été le choix des 4, ... 4,_, la pro-
priété désirée résulte donc de la majoration:

'P(A:.-l VA, 1 VA,) — (4.1 VA4, < ‘P*(o”—l) —
— p(4a_y) +7/2 <m,

n
entrainant donc I'inégalité ¢(V A,) > « pour un choix conve-
i=1
nable de 7.

17
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Compte tenu de la proposition 3-4-¢ et de la remarque qui
précéde, une transposition immédiate des résultats obtenus dans
[5] p. 182 34 185 donne en particulier les résultats suivants utilisés
dans la suite.

3.5 LEMME: Soit ¢ une fonction croissante sur § <R, & étant
stable pour v, soit I un ensemble d’indices et soit € un nombre po-
sitif donné. On suppose en outre qu'on a ou bien I = {1,2} ou
bien la conjonction des deux hypothéses: I est fini quelconque et ¢
est alternée d’ordre Q,,5.

3-5-a Alors, quel que soit (X;) € R’ tel que ¢*( V X,) <+4o0
iel
il existe (0,) € O tel que X, << 0, pour tout i€ I et p*(V 0,) —
— ¢*(V X,) < & quel que soit J <1I.
ieJ

3-5-b Si & est @-riche, quel que soit (0,);cz € O tel que
@*(V 0,) <-+oo il existe (4,)icr € & tel que: 0, > A, quel que
ieJ

soit ie I et p*(V 0,) — p*(V A,) < & quel que soit J <1I.
ieJ ieJ

3.6 LEMME: Soit ¢ une fonction croissante sur &6 =R, & étant
stable pour v et @-riche.

3-6-a Soit I un ensemble fini d’indices, J un sous-ensemble
de Yensemble de ses parties, et @({x,}) une fonction numérique
finie et continue définie dans R (R désignant la droite numé-
rique). On suppose que pour tout (4,);cr € E* tel que (p(iVIAi) <

€

<+oo on a PD({z,}) <0, lorsque I’on pose pour tout JeF:
1@, = @(V 4,). Dans ces conditions, si I = {1, 2} ou si, I étant
ieJ

fini quelconque ¢ est de plus alternée d’ordre 4,,, on a la con-
clusion suivante:
Quel que 80it (X;);er€ R’ tel que @*(V X,) <+oo les
: iel

nombres x, = ¢*( V X,) définis pour tout J € F sont tels que
iedJ

D({x,}) > 0.
3-6-b Si ¢ est alternée d’ordre Q,,, sur §, p* est également
d’ordre 4,,, sur R.
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3.7 EXTENSION D’UNE CAPACITE.

Rappelons que dans [5] on appelle extension a §, <R d’une
fonction f, définie sur §, <§,, la fonction f, définie sur §, comme
restriction & &, de la fonction f; définie sur R. Les théorémes
d’extension de [5] se transposent facilement. Nous utiliserons
dans la suite la propriété suivante (cf. [5] p. 180).

PROPOSITION: Si f, est Uextension d &, dune capacité f, définie
sur & <§&,, la fonction croissante f, est une capacité sur &,, et si
les éléments de &, sont f,-capacitables, il y a identité entre f,-capa-
citabilité, et f,-capacitabilité.

3.8 RESTRICTION D'UNE CAPACITE.

Conformément & [5] p. 189, si §, =§, et si ¢, est une capacité
sur §,, la restriction de ¢, a §, désignée par ¢, est une capacité
et nous avons la transposition suivante immédiate de [5] (20-1
p. 190):

Si Ne®R est tel que N v 0 est g,-capacitable quel que soit
00, et si§ = {lV } N &; alors @,,(X) et @,(X) coincident ainsi
que @j(X) et @3(X) pour tout X € {N}. ()

4 - La condition [0].

4.1 Nous, introduisons systématiquement au chap. IT § 9,
sous le nom de [2] une hypothése utilisée dans [5] p. 218: une
fonction croissante ¢ sur & sera dite posséder la propriété [£2] si:
pour toute suite croissante (0,) d’ouverts on a:

lim ¢*(0,) = @*[ V 0,].

Compte tenu des propositions 3-3-¢ et 3-5-b il est facile de
reprendre dans notre cadre la démonstration du théoréme 28-1
de [5] p. 217, dans le cas ou ¢ est alternée d’ordre &,,,. Nous
exprimons ainsi la partie de ce théoréme qui nous sera utile
dans la suite:

(1) On rappelle (Cf. supra 2-6) que {l-V_} désigne I'idéal des somas X< N.
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4.2 THEOREME: Toute fonction monotone croissante ¢ sur R,
telle que pour tout X € R on ait p(X) = inf {¢(0):0 > X, 0€ 0}
et vérifiant simultanément [2] et [B], vérifie [o] (Voir 3-3-a et 3-3-b).

5 — Contenus et mesures.

Dans tout ce qui suit, un contenu sera toujours une fonction
positive additive définie sur un treillis booléen, et une mesure
désignera toujours un contenu g-additif défini sur un o-treillis-
booléen.



Cuar. II

GENERATION D’UN CONTENU
OU D’UNE MESURE PAR UNE ETENDUE

Dans tout ce chap. II, R est supposé muni d’une pseudo-
topologie (9, ¥).

1 — Définitions.

L1 Soit & une partie de R, stable pour v, telle que & €8&.
On dira que la fonction A, définie sur & & valeurs dans R+ et
croissante est une étendue sur & si les axiomes suivants sont
vérifiés.

(E,) & est A-riche.

(E,) A est simplement sous-additive. Autrement dit, quel
que 80it (4, B)e & X § on a A(A v B) < A(4) + A(B).

(B;) A est simplement additive. Autrement dit, quel que
soit (A, B)e& x & tel que ANB = ¢ on a A(4vB)=A14) +
+ A(B).

1.2 TUne étendue A sur & sera dite étendue continue 3 droite,
ou étendue-capacité, si A est continue & droite pour la pseudo-
topologie sur R.

1.3 Une étendue A sur & sera appelée étendue réguliére, si
§ < F et 8i A est continue a droite.

1.4 3 étant une partie de F, une étendue A sur § sera dite
J& -*-réguliére si elle satisfait aux deux axiomes suivants:
(R,) Quel que soit A €8§:

A¥(A) = sup {A¥(H); H < A4, H € k}.
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(R,) Pour tout couple (H,, H,)e 3 X JC et tel que H, A

AH,= @ on a A¥H, v H,) = A*(H,) + A¥(H,).

Une étendue A sur § sera dite *-réguliére §’il existe o< &F
tel que A soit JE-*-régulicre.

1.5 Une étendue A sur & sera appelée dtendue C-continue,
si la fonetion A sur § est C-continue (cf. I, 2-5-b).

1.6 Une étendue A sur & sera dite o-étendue si elle vérifie
Paxiome [a] (cf. I-3-3-a).

2 - Remarques.

2.1 1l résulte de (E;) que toute étendue A posséde la pro-
priété A(@) =A(2) + A(2) Aot A(z) = 0 si A n’est pas cons-
tante et égale & +oo, cas sans intérét que nous écarterons tou-
jours.

2.2 Dans beaucoup d’applications I’hypothése (E,) est en-
trainée trivialement par 1'une des deux hypothéses suivantes:

a) & est riche (par exemple & est une famille héréditaire
de compacts d’un espace topologique. Cf. [14]).

b) & est C (cf. I-2-5-¢), C étant une partie de &F, riche
pour la pseudo-topologie envisagée, et A est C-continue. En
effet soit E<0,V0,, soit a<A(E) et soit C3C<E de telle
sorte que A €& et A > C impliquent A(4) > a. L’hypothése
de richesse sur C permet alors de trouver C,eC, C;€C de
telle sorte que C;, < 0,, C; <0, et C < C, v C,. En vertu de
la C-densité de §&, il existe E, € §et E, € & tels que C, < E, <0,
et U,<E;<0,. Dou (E, v E;) > C et par suite A(E, v E;) > «.

Aux chapitres IIT et IV nous trouverons toutefois de nom-
breux exemples ou la A-richesse est impliquée par des hypothéses
de types plus particuliers (qui masquent ainsi la parenté pro-
fonde Go Guiuaing résultats).

2.3 Si A est une étendue C-continue sur & et si & est C-dense
dans & (voir définition en I-2-5-¢), A vérifie [R,] (relativement
a C):

En effet, puisque A(4) = A*(4) (en vertu de I-3-2) et puisque
A* est croissante, il suffit de voir qu'on a A(4) < sup {1*(C);
C < A, C € C} quel que soit 4 € &. Or, quel que soit I'intervalle
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ouvert Ja, B [3A(4), on peut trouver (C,0)eC x O tel que
C <A <0etA(d4')€] a, f[pour tout A' € & vérifiant C <A’ <0.
En outre, quel que soit G € O incluart C, il existe E € & tel que
C <E <@ (8§ est C-donse dans R), ce qui implique A*(G) >
> A(E) > « pour tout ouvert G > C; donc:

A¥C) =inf {A*(@):G€9,G > C} > a.
Comme « a été choisi arbitrairement << A(4) on a bien
AA4) < sup {A*(C).C < A, Ce¢E}.

24 On verra & 5 des conditions suffisantes de *-régularité
incluant diverses hypothéses classiquement faites sur les fonctions

2

additives et sous-additives destinées & engendrer des mesures.

3 — Fonction-contenu engendrée par une étendue.

3.1 On rappelle les définitions suivantes:

J étant un idéal dans R, une fonction-contenu sur J est une
fonction définie sur J & valeurs dans I—€+, nulle en @, croissante
et simplement sous-additive.

Une fonction-mesure est une fonction-contenu dénombra-
blement sous-additive.

3.2 Un sous-ensemble X de R sera dit normalement séparé
8i, quels que goient X, e X, X, L avec X, A X, = &, il existe
0,€0, 0,€0 tels que 0,A 0, = @, X, <0, X; <O0,.

3.3 PROPOSITION: Soit A une étendue sur &:

a) A* est une fonction-contenu sur R.

b) La restriction de A* & toute partie normalement séparée
de R est simplement additive.

¢) 8i § =&, la restriction de A* & & (méme si & n’est pas nor-
malement séparée) est additive.

d) 8i 4 est une o-étendue, A* est une fonction mesure sur R,
dont la restriction & toute partie mormalement séparée de R est
o-additive.

DEMONSTRATION: A* est trivialement monotone croissante et
nulle en @.
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a) Nous voulons démontrer que, quel que soit (X,, X,)e€
ER X R on a A¥*(X, v X, <A¥X,) + A*(X,). Or cette iné-
galité est triviale si 'un des nombres A*(X,) ou A1*(X,) est +oo.
Si, par ailleurs, nous pouvons démontrer que la finitude de A*(X,)
et de A*(X,) entraine celle de A*(X, v X,), il résultera du théo-
réme I1-3-6-a appliqué & la fonction ®({U,}) = Upy + Uyey —
— U4} que linégalité désirée est vraie dans tous tous les cas.
Or, si A¥(X,) <+oo et A*(X,)<<+oo on peut trouver 0, O et
0, € O tels que X, < 0, X, << 0,, A*(0,) <<+oo et 1¥(0,) <<4oo.
Quel que soit » << A* (0, v 0,), il existe par définition 4 € & tel
que A(4) > v et, en vertu de la A-richesse de &, il existe (4,, 4,) €
€& x & tel que 4, < 0,, 4, <0, et A(4, v A4;) >». On a done:

A*¥(04) + A*(0,) > A(4,) + A(4y) = A(A v 4,) >,
Comme » est quelconque << A*(0, v 0;) on a la majoration:
A¥(X, v X,) < A%(0, v 0,) < A%(0,) + 4%(0,) <+-o00,

entrainant la finitude de A*(X, v X,); ’application du lemme
I-3-6-a achéve cette démonstration.
b) Soit ¥ une partie normalement séparée de R, soient
X,eX, X, el et X;NX, = @,
Si A% X, v X;) =+oo Dinégalité A¥(X, v X,) > A*(X,) +
+ A*(X,) est évidente.
Supposons donc que A*(X, v X,) <+oo.
D’aprés ([14]; 17-7) (voir aussi I-3-5), on peut trouver (0;,
0,) €0 X O tel que:
0, >X,, i=1,2
et
AV O0;) — A%V X)<e
ied iedJ

quelle que soit J ={1, 2}.
Par hypothése X, et X, étant disjoints et X étant normale-
went séparé il existe (0,, 0,) € O X O tel que:

0,>X,, i=1,2
et
01A0’=z¢
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Si nous posons 0; = 0, A 0;, i €{1,2} nous avons & fortiori:
0'>X,, i=12 et
AV 0) —A¥(V X,) <e quelle que soit J ={1, 2}
iedJ ieJ
0;A0; = &.
§ étant riche par rapport & 4 et 4 (07 v 03) fini, d’apres I-3-5-b,
on peut trouver 4, € §, A, < 0f tels que:

[M>A“ i=1,2

A¥(V 0;) — AV 4,) <& quel que soit J ={1, 2}.
ied ieJ

Les A, étant disjoints, I’inégalité
AMA,v A, > A4, + A(4,)  est vraie,
et ¢ étant arbitraire, on en déduit
A¥X, v X,) > AMX,) + A¥(X,).
D’ou finalement (en vertu de la sous-additivité de A*):
A¥X, v X,) = A*(X,) + A¥(X,).

¢) Soit (4,,4,)€8 X § avec A, A4, = &.

Si I'on se donne ¢ > 0 de facon quelconque, on peut trouver
GeoO tel que G > A,v 4, et 1¥G) < A%¥(4,v 4,) + &

Comme G — A,€0 on peut trouver B,e & tel que B, <
<G — A, et AB,) > A¥(@ — A,) — e. Comme G — B, €0, on
peut trouver B, € § tel que B; << G — B, et A(B;) > A¥@ — B,) —
— &. On a alors:

B,AB,= @, G—A,>A4,, (G—B,)>A4,.

D’ou en vertu de E, et de la monotonie de A*:

A*(@) > A¥(By v B,) > A(B, Vv B,) = A(B,) + A(B,)
> A%(@ — B,) + A*(G — A,) — 2
> A%(4y) + A%(4,) — 2.
Il résulte du choix de G:
A¥A, v A,) > A%(4,) + 1%(4,) — 3e.
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Le caractére arbitraire de ¢ et la sous-additivité de A* entrai-
nent alors 1’égalité cherchée: A*(A4, v A,) = A*(4,) + A1*(4.,).

d) Lorsque A est une o-étendue, la sous-additivité dénom-
brable et ’additivité dénombrable sur toute partie normalement
séparée de R, résultent immédiatement de a) et du fait que pour
toute suite croissante (A4,), extraite de R on a:

lim 2*(4,) = A* [V 4,] (axiome [«]).

3.4 COROLLAIRE: 8¢ A est une étendue (resp. o-étendue) A*
est additive (resp. o-additive) sur O,
En effet O est trivialement normalement séparé.

3.5 REMARQUE: Les résultats II-3-3-a (resp. II-3-3-d) sont
valables encore si A satisfait & toutes les hypothéses d’une éten-
due (resp. o-étendue) sauf I’hypothese (E,).

On peut donc engendrer une mesure avec 1’aide d’une fonction
sous-additive. Cependant la condition (Z,;) joue un réle essentiel
dans le probleme de la mesurabilité des ouverts et des fermés
(ct. 6).

4 — Condition nécessaire et suffisante de mesurabilité.

4,1 A* étant une fonction-contenu (resp. fonction-mesure)
sur un idéal J dans R (resp. o-idéal), la condition de A*-mesura-
bilité (condition de Carathéodory) pour un X € J est la suivante:

MMY)Z2A¥(YAX)+AX(Y — YA X)

quel que soit ¥ € J.
La proposition suivante est 1’analogue de la proposition
53-D de [8].

4.2 PROPOSITION: Si A* est la fonction-contenu (resp. fonction-
mesure) engendrée par Uélendue A (resp. o-étendue), la condition
nécessaire et suffisante pour quun soma X € R soit A-*mesurable
est que Don ait: A*(0) > A*(OA X) + A*(0 — OA X) pour tout
0 €O tel que A*¥(0) <-oo.
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DEMONSTRATION: La condition est évidemment nécessaire.
Elle est suffisante: .Y étant un soma quelconque, si A*(Y) =-+oco
on a trivialement:

AX(Y) > %Y A X) + A¥(Y — YA X),
et si A*(Y) <too il existe 0 € O avec:
Y <0 et AHY) 4 &> A%0).
Comme par hypothese:

A¥(0) > A*(0A X) 4+ A*(0 — O A X)
on a done:
A¥(Y) +e>A%(Y A X) + XY — YA X).

La conclusion résulte du caractére arbitraire de e.

5 - Conditions suffisantes *-régularité.

En raison de l'importance dans la suite de ’hypothése de
*_régularité, et en raison également du simple caractére de co-
rollaires des propositions précédentes qu’ont certaines des pro-
positions ci-dessous, nous donnons dés maintenant des conditions
suffisantes de *-régularité. Ces propositions, qui nous seront
d’un grand usage dans les applications, montrent en méme temps
en quoi la condition de *-régularité inclut diverses hypothéses
classiquement faites.

5.1 PROPOSITION: 8t § <&, toute étendue sur & est &-*-ré-
guliere.

En effet [R,] est immédiatement vérifié et [R,] est exprimé
par 3-3-c.

5.2 PROPOSITION: Si C est une partic normalement séparée
de F, et 81 & est C-dense dans R, toute étendue C-continue A sur
& est C-*-réguliére.

En effet [R,] est exprimé par 2-3 et [R,] par 3-3-b.



264 M. Metivier

5.3 PROPOSITION: Soit J<F, et soit §R stable pour v
et contenant . Soit A une fonction positive ou nulle, finte, nulle
en @, définie sur &, croissante, satisfaisant a (E,) et (E,) et a la
condition suivante (de type Jordanien):

(J) Quels que soient A €& et ¢ > 0, il existe
(F,0,,E)eF X O X O X 8§

tel que:
0<A<F, F—0<G@G<E, MEY<e e¢t F—FAGeX.
Alors:

a) A est Je-continue.
b) Si & est A-riche, A est une étendue Je-continue et Je-*-ré-
guliére.
DEMONSTRATION :
a) Soit A €8, soit ¢ > 0 et soient les somas F, 0, G, E
dont l’existence est affirmée par (J). Posons H = F — FAG et

0 =0vGE.0Ona He X et 0'c 0. Soit alors A’ € & tel que H <
< A' < 0'. En vertu de Yinclusion A << A' v E on a l'inégalité

(%) MA) < AA') + & (sous-additivité de ).
En vertu de I'inclusion A’ << A v F on a ’inégalité:
(41) AA") < MA) + e.

La J-continuité de A résulte de la conjonction des inégalités

() et (¢7) valables pour tout A’ e & vérifiant H << 4’ < 0.
b) Si Si & est A-riche, 4 est alors une étendue par défini-

tion, et en vertu de a) elle est Je-continue.

Pour montrer que A vérifie [R,], considérons les somas A,
0, 0', F, H, G et E introduits & a).

De la continuité de A résulte A(4) = A*(4) quel que soit
A€é.

De la monotonie de A* et des inclusions:

H<OI<A<F<O0 e 0—H<G<E
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résulte:
A¥(A — H) < 2A¥(Q) < A¥(E) = AB) < &.

De la sous-additivité de 2* on déduit alors:
A¥(A) — A¥H) < A¥(A — H)<e dou [R)].

Il nous reste 4 démontrer que A vérifie [R,].

Considérons donc H,€ ¥, H,e ¥ avec H AH, = o.

Il nous suffit de prouver que pour tout G'€ O et vérifiant
G'">H,vH, on a 2¥G') > A*(H,) 4- A*(H,) dans le cas ou
A*(G') est fini (sinon cette inégalité est triviale).

Soit A€8 tel que A <G — H,€0 avec A(4) > A¥G@' —
— H,) — &. Par hypothése, il existe FeF et 0O tels que

0<A<F avee A¥F —0)<e.
On a
Hy <@ —0< (G —GAF)v(F—0).
D’ou
A¥H,) < A*(G' — G'AF) + ¢.
Et comme (G' — G'A F)A 0 = @, D'additivité de A* sur O
donne:

A¥GQ') > A¥M(@' — G' A F)v 0] = A*(G' — G' A F) + 1*%(0)
> A¥H,) — e + A*(A) — e > A*(H,) + A¥@ — H,) — 3¢
> A%(H,) + A*(H,) — 3e.
L’inégalité désirée A1*¥(G') > A*(H,) + A*(H,) résulte du carac-
tére arbitrairede e.

Nous donnons enfin une proposition d’emploi commode pour
caractériser la propriété « Je-*-réguliére ».

5.4 PROPOSITION : Pour que Détendue A sur & soit Je-*-réguliére,
il faut et il suffit que A satisfasse [R,] et:
[Rs] Quel que soit (0, HYeO X 3 avec ONH = & on a:

A¥(0 v H) = A*(0) + A*(H).
La condition est nécessaire, car quel que 80it 0 € O et ¢ > 0,
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on peut trouver H'e J€ tel que H' << 0 et A¥(0) < A*(H') + ¢
(en vertu de [R,]).
On a alors, si HeX et HAOQ = @

A*O0 vH) > A*H' vH) =
= A¥(H') + A*X(H) > A*(0) + A*(H) — ¢.

En vertu de la sous-additivité de A*, et du caractére arbi-
traire de ¢ dans l'inégalité ci-dessus on a A*(0 v H) = A*(0) +
+ A*(H). Pour montrer que la condition est suffisante, consi-

dérons
(H,,H;)e¥ x ¥ telque H,AH,= 3.

A* étant sous-additive, il nous suffit, pour montrer que [R,]
est vrai, de prouver que pour tout G O avec G > H,v H, on a:
A¥@) > AX(H,) + A¥(H,).

Or, puisque H,A H, = @ entraine H, <G — H,€0 on a
bien
A¥@) =A*[(G@ — H,)vH,] =
= A¥(G — H,) + A%(H,) > 1*(H,) + A*(H,).
5.5 Si on appelle conformément & [6], capacité abstraite sur

(R, ¥) toute application croissante ¢ de R dans R telle que:
1) Pour toute snite croissante (X,) extraite de R on a

ﬁiﬂ P(Xa) = o Y X,).

2) Pour toute suite (H,) décroissante extraite de J€ on a

lim p(H,) = ¢( A Ha)-
n n
On peut alors énoncer la proposition suivante:

5.6 PROPOSITION: Soit A une élendue. Si A est une o-étendue
JC-*-réguliére, A* est une capacité abstraite sur (R, k), au sens
de [6).

DEMONSTRATION: La condition (5-5-1) pour A* est par dé-
finition équivalente 3 la condition pour A d’étre une o-étendue
(cf. II-1-6). Par ailleurs la conjonction de (5-5-1) pour A* et de la
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Je-*-régularité de A entraine (5-5-2): en effet, soit un ouvert
0 > H,. La proposition 5-4 montre que A*(0 — H,) + A*(H,) =
= 2¥(0).

D’ou:

(5-6-1) lim A*(0 — H,) + lim A*(H,) = 1%(0).

Mais, comme en vertu de (5-5-1)
lim A*(0 — H,) = A*(0 — A H,)
n n
on a bien
lim A*(H,) = A*(0) — A*(0 — A\ H,).
n n
Une nouvelle application de la proposition 5-4 donne alors:

(5-6-2) lim A*(H,) = A*( A H.).

6 — A*-mesurabilité des ouverts et des fermés.

Nous allons montrer que la *-régularité d’une étendue en-
traine la A*-mesurabilité des éléments de F et de O.

6.1 THEOREME: Si A est ume élendue (resp. une o-étendue)
sur &, Je-*-réguliére pour un ensemble 3 de somas fermés donné,
DVanneau booléen des somas A*-mesurables (resp. le g-anneau) in-
clut O et F.

Soit en effet G € ©. Pour montrer que G est A*mesurable,
montrons (cf. prop. 4-2) que, quel que 80it 0 € O avec 1*(0) <+oo:

(6-1-3) A¥(0) > A*(0OA G) + 1*(0 — OA G).

Par hypothése, on peut trouver He 6 <F tel que H < O0A G
et A*(H) > A*(0A G) — &. L’inclugsion 0 —0AG <0 — H en-
traine 1*(0 — 0 A G) < A*(0 — H). En vertu de (R;) nous avons:

A*(0) = A*[H v (0 — H)] = A*%H) + A*0 — H) >
=>A*0OAGQ) + 10 —O0AG) —e&.

L’inégalité désirée (6-1-i) résulte du caractére arbitraire de &.
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Soit maintenant F e F. Il existe 0 O tel que F < 0. La
A*-megurabilité de 0 et de 0 — F' € O, entraine celle de F =
=0— (0 — F).

6.2 COROLLAIRE: Si § < F, quelle que soit Uétendue A sur §,
Vanneau booléen des somas A*-mesurables inclut O et F.

Ceci résulte de 5-1 et du théoréme 6-1.

6.3 COROLLAIRE: Si A est ume étendue sur §, Je-*-réguliére,
la restriction A de A* a 3, est une étendue réguliére sur 3, (cf. 1-3).

En effet A vérifie (F,) en vertu de la sous-additivité de A*, et
vérifie (E,) en vertu du théoréme 6-1, J€, étant inclus dans 1’en-
semble des somas A*-mesurables.

Il reste seulement & montrer que ¥, est A-riche. Ceci résul-
tera immédiatement de la définition de 4 et de la propriété sui-
vante: quel que soit (0,, 0;) €O X O et quel que soit » << 1*(0, v
v 0,), il existe H, < 0, et H, <0, avec (H,, H,) € ¥, X I, et

A(H,vH,) = AH, vH,)>v.

Si A*%(0, v 0,) = +o0, en vertu de la sous-additivité de A*,
'un des deux éléments de R ; 1*(0,), A*(0,) est égal & +oo. Dans
le premier cas, par exemple, on peut trouver H, < 0, tel que
A¥(H,) > v et le résultat est immédiat.

Supposons donc A*(0, v 0,) <+oco. On peut par hypothése
trouver H < 0,v0,, He ¥ tel que A*(H) > A*(0, v 0,) — ¢,
puis H; <0, — H et H; <0, — H tels que (H;, H;)e ¥ x 3
et

A¥(H;) > 2*(0, — H) — ¢ et A*¥H,) > A*(0, — H) — &.

Comme H,, H et H, sont disjoints, en vertu du théoréme
6-1 on a:

A*(0,v0,) —A¥(H, vH v H;) =
= A*(0, A 0,) — A*(H) + A%(0, — H) — A%(H,;) +
4 2%0, — H) — A*¥(H)) < c€.

Sionpose H, =HvH;,,H,=HvH,onaH,ek, Hyec X,
H, <0, H,<0, et A*(H,v H,) > 21*0,v0;) — 3¢, ce que
nous voulions.
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7 - Nouveau critére de A*-mesurabilité. Mesurabilité et capa-
citabilité.

7.1 Nous dirons désormais qu’'un soma X est A*-intégrable,
8'il est A*-mesurable et si A*(X) < + oo.

7.2 PROPOSITION: Soit A une étendue sur §, Je-*-régulicre.
Pour qu'un soma X soit A*-mesurable, il faut et il suffit que pour
tout H € ¥ tel que A*(H) <<+o0, le soma X A H soit A*-intégrable.

DEMONSTRATION: La condition est évidemment nécessaire,
car tout H € ¥ < F est mesurable en vertu de la proposition 6-1.

Pour montrer que la condition est suffisante, nous utilisons
le critére de la proposition 4-2. Soit X € R, tel que pour tout
H e ¥, vérifiant A*(H) <-+oo, le soma X A H soit A*-mesurable.

Nous voulons montrer que pour tout 0 € O vérifiant 1*(0) <
<400 on a:

(7-2-3) A¥(0) > A*(0 A X) + A¥(0 — O A X).

Par hypothése, il existe H € 3¢ tel que H < 0 et A*H) >
> A¥(H) > A*(0) — &. De la sous-additivité et la monotonie de
A* résulte:

AOAX)=AHAX)Vv((0—H)AX)] <
< A¥HA X) 4+ 2%0 — H),
soit puisque

A¥(0 — H) = A%(0) — A*(H) <& (0 et H sont A*-mesurables):
(7-2-i) A*OA X) < A*(HA X) + ¢.
De méme:

A¥ 0 —OAX) =A¥(H —HAX)vV((0—H)— (0— H)A X)] <
<A¥H — HA X) + 2*0 — H)
soit:

(7-2-443) 2%0 — 0A X) <AXH — HA X) +&.

La mesurabilité de H A X entrainant, en vertu du critére
de Carathéodory, 'inégalité:

A*(H) > A*(H A X) + A¥[H — (HA X)].

18
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Les inégalités (7-2-ii) et (7-2-ii¢) impliquent done:
A¥(0) > A¥(H) > A*(0OA X) + A*(0 — O A X) — 2¢.

L’inégalité (7-2-i) désirée résulte alors du caractére arbi-
traire de &.

7.3 PROPOSITION: Soit J6 =F. Nous désignons par ¥ lidéal
engendré par J& dans F, et nous supposons que A est une étendue
sur § Je-*-réguliére. Dans ces conditions:

7-3-a A est Je-*-réguliére.

7-3-b 1 désignant la restriction de A* & 3, la condition
nécessaire et suffisante pour qu’un soma X € R soit A*-intégrable,
est qu’il soit A-capacitable et de capacité extérieure

2*(X) = A%(X) finie.

DEMONSTRATION DE 7-3-a: (R,) étant vrai pour J€ est vrai
& fortiori pour J€o .

La propriété (R,) résulte immédiatement du fait que tous
les somas de & sont A*-mesurables (th. 6-1) et que par consé-
quent pour deux somas F, et F, fermés disjoints quelconques
on a A¥(F, v F,) = AX(F,) + A¥(F,).

DEMONSTRATION DE 7-3-b: Montrons d’abord que la condition
est suffisante, et supposons que X € R soit A-capacitable et tel
que 21*(X) = A*(X) <-oo. Par hypothése, il existe Q € I et
GeO tels que Q < X < G avec A*(@) — E(Q) <eé

co qui s’écrit tout simplement A*(G) — A*(Q) <e. Utilisant le
critére de la proposition 4-2, nous voulons montrer que pour
tout 0 € O avec A*(0) <-+oo0, nous avons:

(7-3-1) A¥(0) > A*(0A X) + A*(0 — OA X).
Or, en vertu de OA X <OAG et 0 —0OAX <0—0AQ:
(7-3-48) A*(OA X) + A*(0 — OA X) <A*(OAG) +A%(0 —O0A Q).

Les ouverts étant A*-mesurables, 1a restriction de A* au treillis
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O est une valuation et par conséquent:
A¥(OAG) + A¥(0 — OA Q) = A*¥(0) -+ A*[(OA G)A (0 — O A Q)[
< A*¥0) + 4G — Q)
< A*¥(0) + A%(@) — AX(@)
<< A¥(0) + e.
Cette dernicre inégalité entraine compte tenu de (7-3-ii):
A*0) + &> A*(OA X) + A¥(0 — O A X).

L’inégalité désirée (7-3-i¢) résulte alors du caractére arbi-
traire de &. Montrons que la condition est nécessaire. En vertu
de I’hypothése de Je-*-régularité qui entraine A*(X) = 2*(X),
il suffit de montrer que si X est A*-intégrable, on a nécessai-
rement:

(7-3-j) A*(X) = sup {A*@):Q € ¥, Q < X}.

Or, on peut par hypothése déterminer 0 € O avec A*(0) << -+oo,
X < 0et He 3 tel que H << 0 et A*(H) > A*(0) — ¢. On peut
en outre déterminer Ge O avec 0 — X << G << 0 et

A¥(@) < A¥0 — X) + e.
G, 0 et X étant A*-mesurables on a:

(7-3-77) A¥X A G) = A*[G — (0 — X)] =
= A%(G) — A*(0 — X) <

Posons alors Q = H —HAG.On a Qe ¥, Q <0— G < X.
Et en vertu des inégalités:

X—@)=(XAGVv(X —-XAH)
<(XAG)v(0— H)

la mesurabilité de X, G, 0, H et @ entraine

AHX) —2%Q) = 2¥(X — Q) <AXX A Q) +
+ A%(0) — A*(H).

Il résulte alors de (7-3-jj) et du choix de H que
AHX) — A%(Q) < 2
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Nous avons donc pu déterminer @ € ¥ tel que @ < X et
A*Q) = A%(X) — 2.

(7-3-j) est donc démontré.

8 — Mesures et contenus réguliers.

8.1 CONTENUS PSEUDO-BORELIENS ET MESURES PSEUDO-BO-
RELIENNES: Nous appellerons contenu pseudo-Borélien (resp.
mesure pseudo-Borélienne) tout contenu (resp. toute mesure) dé-
fini sur ’anneau booléen A (resp. définie sur le g-anneau booléen $)
engendré par O et . Les éléments du o-anneau $ seront appelés
pseudo-Boréliens. Lorsqu’aucune confusion ne sera possible nous
supprimerons 13 encore le préfixe pseudo (cf. I-2-1).

Le contenu y (resp. mesure) sera dit C-régulier (resp. C-ré-
guliére) 8’il posséde les deux propriétés suivantes (B,) et (B,):

(B,) Pour tout X appartenant au domaine de définition de u:

w(X) = inf {u(0):0€0, 0 > X}
(B,;) Pour tout 0 € O:
©(0) = sup {u(C); CeC, C <O0}.

8.2 CoNTENUS (PSEUDO)-LEBESGUIENS ET MESURES (PSEUDO)-
LEBESGUIENNES: La complétion (f/ﬁ, /ﬁ (au sens de [8]) d’une
mesure Borélienne sera appelée mesure Lebesguienne. Un con-
tenu borélien se laisse compléter de la méme facon en un contenu
(J/k\, ,1/4\) que nous appellerons Lebesguien. On vérifie immédia-
tement que si (Q,u) (resp. (B, ,u)) est un contenu C-régulier
(resp. une mesure C- reguhere) (.ft, ,u) [resp. (:B ,u)], vérifie (B,)
et (B,). Nous dirons que % est un contenu Lebesguien C-régulier
(resp. une mesure Lebesguienne C-réguliére).

8.3 CONTENUS ET MESURES DE CARATHEODORY: On appellera
mesure de Carathéodory toute mesure compléte définie sur un
c-anneau booléen £, possédant en outre la propriété:

(C) XA A et pour tout 4 € £ de mesure u finie, implique
Xet.
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On définit de méme un contenu de Carathéodory. Ce contenu
(resp. cette mesure) sera dit C-régulier (resp. C-réguliére) si
Lo A (resp. Lo B) et 8i (B,) et (B;) sont vrais pour ce contenu
(resp. cette mesure).

On sait que toute fonction-contenu A* (resp. toute fonction
mesure) induit par restriction & I’anneau booléen (resp. au
cg-anneau booléen) des somas A*mesurables un contenu (resp.

une mesure) vérifiant (C).

8.4 PROPOSITION: Soit C < F et s0it C Vidéal dans F engendré
par C.

a) Si p est un contenu borélien (ow Lebesguien, ou de Cara-

théodory) C-régulier on a, pour tout soma X intégrable pour u:

w(X) = sup {u(C): € < X, C € C}

b) Si u est une mesure borélienne (ou Lebesguienne ou de
Carathéodory) C-réguliére, la conclusion de a) est vraie pour tout X
mesurable et de mesure p o-finie.

c) 8i u est une mesure Lebesquienne C-réguliére, ou wune
mesure de Carathéodory C-réguliére, elle posséde la propriété sui-
vante:

(L) Pour qu’un soma X € R soit u-intégrable, il faut et il suffit
que Don ait:

sup {u(C): C€C, C < X} =inf {u(0):0€0,
0> X} <+oo.

d) 8i u est une mesure de Caratheodory C-réguliére définie
sur £, pour quw'un soma X appartienne a L, il faut et il suffit que
X A C et pour tout soma u-intégrable C € C.

DEMONSTRATION :
a) La condition (B,;) de C-régularité implique pour tout
X € £ et u-intégrable 1’existence d’un 0 € O tel que u(0) < + oo
et 0> X. Soit alors (en vertu de (B,))C € C tel que 0 <0 et u(C) >
> u(0) — e. I1 existe également G €O vérifiant simultanément
G>0—X et u(@) <u(0 — X)+e Si l'on pose C'=C —
— CAGona C'eC avee u(C') > u(C) — u(G) > u(0) — u(0) —
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— X) — 2e. Dot u(C') > u(X) — 2¢. La propriété 4 démontrer
en résulte immédiatement.

b) Le passage & un X de mesure o-finie 8’en déduit immédia-
tement lorsque x est une mesure (donc g-additive), en écrivant
X =V X,, la guite (X,) étant une suite croissante de somas

n

p-intégrables.

¢) La condition qui figure dans (L) est évidemment néces-
saire pour l'intégrabilité de X, en vertu de ce qui précéde et de
la condition (B,) de 8-1. Elle est suffisante parce que, si elle est
vérifiée pour X, elle entraine ’existence d’une suite décroissante
(0,) d’ouverts et d’'une suite croissante (C,) extraite de C telles
que

p(V C4) = sup p(C,) = inf u(0,) = p( A 0,).
n n n n

On en déduit u( A 0, — V C,) = 0. Et puisque
n n
.X=(X—'VC")V(VC,.) avec X—‘VC,.<A0”_V07”
n n n n n

la mesurabilité de X résulte du fait que

VC,ect,
n

et du fait que u est compléte.
d) Pour démontrer d, il suffit évidlemment de montrer
que X A C € £ pour tout soma u-intégrable C € C implique X A
A A € £ pour tout soma A intégrable. Considérons d’abord un A
ouvert. La régularité de u implique 4 =V C, v N ol (C,) est
n

une suite croissante extraite de C et N un soma de mesure nulle.
La mesurabilité de XA A = (V XAC,)A(XAN) résulte donce de la
n

mesurabilité des X A C, et du fait que la mesure u est compléte.
Enfin tout 4 intégrable peut s’écrire sous la forme 4 = ( A 0,) —
»

— N ou (0,) est une suite décroissante d’ouverts intégrables et
N un soma de mesure nulle. La mesurabilité des X A C, et de
X A N implique done la mesurabilité de X A A. D’ou la pro-
priété.
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On remarquera que les raisonnements précédents c¢) et d)
ne s’appliquent pas 4 un contenu défini sur un anneau booléen.
On peut d’ailleurs donner des exemples trés simples montrant
qu’un contenu Lebesguien, (méme o-additif), ne posséde pas la
propriété (L)?Y).

Si CcDcF, toute mesure C-régulitre est évidemment
D-réguliére.- En vertu de ce qui précéde, lorsque C est un idéal
dans ¥, la proposition suivante est évidente pour les mesures
C-réguliére, mais non pour les contenus.

8.5 PrOPOSITION: Soit C<DCF, et soient ye et yq) les
restrictions d’un contenu C-régulier u @ C et & D respectivement.
8i les notions de u-intégrabilité et yo-capacitabilité finie coincident,
elles coincident également avec la yqy-capacitabilité finie.

DEMOSTRATION.

Dégignons par C, et D, les sous-ensembles de C et D sur
lesquels x est finie. Puisque nous considérons uniquement les
somas u-intégrables, c’est-a-dire ceux qui sont inclus dans un
ouvert 0 tel que u(0) = yé(O) = y;D(O) <400, nous avons seu-
lement & considérer les restrictions y'e et 7‘:1) de ye et yq) & G
et D,, et & montrer que yé)-ca,pa.cita,bilité finie et yé capacita-
bilité finie coincident. Mais u étant C-régulier, 7’5'0 est une extension
de yé (au sens de I-3-7). La proposition I-3-7 donne alors le
résultat voulu.

1) Soit par exemple E = ]0,1]; posons I, = [1/2n 4 1,1/2n] et
désignons par F I’ensemble des parties de E qui sont &, E ou une réunion
finie d’intervalles I, . Les éléments de & sont les pseudofermés d’une
pseudo-topologie de Nikodym, les ouverts étant leurs complémentaires.
On vérifie immédiatement que si O est un ouvert et F un fermé, 0 n F
est un fermé, et on en déduit que ’ensemble des parties de F qui sont
de la forme F y 0 ol F est un fermé et 0 un ouvert constitue un anneaun
booléen 4. Pour tout A € A posons m(4) = somme des longueurs des in-
tervalles I, < A.

Le cotitenu m sur A est d’ailleurs ¢g-additif et tel que m(E) =
=z
positif, m est complet. Il est pseudo-borélien et F-régulier. Cependant X =
=VIr, n’appartient pas 3 #&, bien que sup {m(F).Fe¥, Fc X} =
= m(E) = inf {m(0): 0€ 0, 0 X}.

Tout élément # & de A& ayant un contenu strictement
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8.6 THEOREME: On désigne par & un sous-ensemble de R,
stable pour V, par C un sous-ensemble de F, par C Didéal engendré
par C dans F et par D un sous-ensemble de F possédant la pro-
priété CcD.

A est une étendue sur & (resp. une o-étendue sur &). Alors:

8-6-a Si A est C-*-réguliére, la fonction A* sur R est une fonc-
tion-contenu (resp. Une fonction mesure) induisant sur Danneau
booléen £ (resp. le a-anneau booléen L) des somas A*-mesurables
un contenu de Carathéodory D-régulier u (resp. une mesure de Ca-
ratheodory D-réguliére). Si y désigne la restriction de u & D, y-capa-
citabilité finie et p-intégrabilité coincident.

8-6-b 8t A est C-*-réguliére et C-continue, le contenu u sur
£ (resp. La mesure u sur ) est un prolongement de la restriction
de A au sous-ensemble &, de & sur lequel A est finie.

8t en outre les somas de & — §, sont fermés ou ouverts, u est
un prolongement de Uétendue A sur q.

8-6-¢c 8i A est C-*-réguliére, C-continue, finie sur &, et si &
posséde la propriété: quel que soit (D, 0)e (D x O) avee D < 0,
il ewiste A€ € tel que D < A < 0 (autrement dit & est D-dense
dans R), alors u est le prolongement unique de A en un contenu
de Carathéodory D-régulier (resp. ume mesure de Carathéodory
D-réquliére). En outre, la restriction de u d Vanneau A (resp. o-an-
neau P) engendré par O et F est Vunique prolongement de A en un
contenu borélien (resp. mesure) D-régulier.

DEMONSTRATION :

8-6-a Le fait que A* soit une fonction contenu (resp. fonction
mesure) est exprimé par 3-3-a et 3-3-d. Il résulte alors de 6-1
et 7-3 et 7-2 que u est un contenu de Carathéodory C-régulier,
pour lequel u-intégrabilité et yg-capacitabilité coincident. La
proposition 8-5 permet enfin de remplacer ygG-capacitabilité
finie par yq-capacitabilité finie.

8-6-b est une conséquence immédiate de la C-continuité
entrainant 4(4) = 2*(4) quel que soit A € § et de la yg-capaci-
tabilité des éléments de §,, entrainant leur intégrabilité en vertu
de ce qui précéde.

8-6-¢ Le fait que u soit un prolongement de Carathéodory
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D-régulier de A résulte de 8-6-b. Pour montrer I'unicité, consi-
dérons un contenu de Carathéodory u' sur €', D-régulier qui soit
un prolongement de A, et montrons que p' =pu avec L' = .
Tout d’abord, en vertu du critére (C) de mesurabilité Carathéo-
dory, £ et £’ coincideront si les somas u-intégrables et p'-inté-
grables sont les mémes. Et en vertu de la régularité (condition B,
de 8-1) et de la complétude, il faut et il suffit que u et u’ coin-
cident sur O. Or, quel que 80it A € § on a:

u(d) = A4) = u'(A) =sup {¢'(D). . D < A, D e D}
(condition B, de 8-1).
On a donc pour tout 0 € O:

(8-6-i)  u(0) = A*(0) = sup {A(4): A €§ A <0}
< sup {u'(D): DeD, D < 0} < u'(0).

Or, puisque quel que soit D < 0, avec D € D, il existe A € §
tel que D << A < 0, on a, quel que s0it 0 € O:

(8-6-i) ©'(0) = sup {u'(D) : D < 0, D e D}
<sup{u'(4):4€8§ A <0}
<sup{A(4):4€8 A <0} = 1%0) = u(0).

La coincidence de u et u’ sur O, et par conséquent I’unicité
de € et de u sur £, résulte de la conjonction de (8-6-i) et (8-6-ii).

Pour la méme raison deux contenus boréliens C-réguliers
qui coincident sur & coincident sur ©. La propriété (B,) des
contenus boréliens entraine donc qu’ils coincident en tout soma
de leur domaine de définition.

8.7 REMARQUE: La restriction d’une étendue a4 un ensemble
stable pour v (respectivement un treillis) étant alternée d’ordre a.
(respectivement alternée d’ordre &, et monotone d’ordre M.,
cf. [5]) toute capacité A sur un ensemble & stable pour v (resp.
treillis), A-riche, et constitué par des fermés, est alternée d’ordre
Q. (resp. alternée d’ordre 4, ot monotone d’ordre AG.,) dés
qu’elle est sous-additive et additive.
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9 — Une classe importante de o-étendue.

Nous avons jusqu’a présent considéré des o-étendues en
introduisant assez gratuitement ’axtiome [«]. Nous allons voir
maintenant comment cet axiome peut étre vérifié dans des cas
trés usuels. Le résultat essentiel contenu dans le théoréme 9-2
repose sur le théoréme I-4-1 et sur la proposition suivante:

9.1 PrOPOSITION: Si A est une étendue sur & JC-*-réguliére,
la fonction contenu A* sur R vérifie [B].

En vertu de (6-3), il suffit de le démontrer pour une étendue
réguliére sur §. Et en vertu de I-3-6-b, il suffit de montrer que 4
sur & vérifie [B[. Soient,alors A’A, E trois somas de §, tels que
A < A'. Mais A étant réguliére, donc continue & droite par dé-
finition :

MA'VE)— AAVE)=A¥A'vVE) — 2*(A Vv E).
En vertu de la sous-additivité de A* et de sa monotonie:
AA'VE) — AYAVE)<AMA'VE — AVE) <A¥A' — A).

11 résulte alors de la A*-mesurabilité des éléments de & (fermés)
que 8i A*(4') <-+oo on a: '

A¥(A' — A) = A¥(A') — A¥(A) = A(4') — A(A).
A* vérifie done sur & la condition suivante plus forte que [f]:

quels que soient (A’, A, E)e& X &§ X & tels que 4 < A’ et
A(A') <400 on a:

A¥A'VE) — A¥(A v E) < A¥(A') — A¥(4).

9.2 THEOREME: La condilion mécessaire et suffisante pour
qwune étendue A sur &, Je-*-réguliére, soit ume o-étendue, est que A
vérifie la condition [Q] (cf. I-4).

La condition est trivialement nécessaire. La proposition 9-1
et le théoréme I-4-2 montrent immédiatement qu’elle est suf-
fisante.

9.3 PROPOSITION ANNEXE: 8i A est une étendue sur &, Je-*-ré-
guliére, la condition [2] est vérifiée dans chacun des cas suivants:
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9-3-a les somas de J sont v-compacts.
9-3-b 3 est stable pour N et les axiomas (r) et (0) suivants
sont vérifiés. (2)
(r) Quel que soit le recouvrement ouvert dénombrable S d’un
H e X il existe un recouwvrement dénombrable et S-fin de H par
des ouverts {0,} vérifiant:

H—HAO0,€ .
(8) Pour toute suite décroissante (H,), H, € 3

ANH,.= o entraine lim A*(H,) = 0.
n n

9-3-¢c ¥ est une classe A-compacte stable pour A et (r) reste
vrai.

DEMONSTRATION :

a) La démonstration est en tous points analogue a celle
de [15] p. 220.
b) Soit donec (0,), 0,€ O une suite croissante.
Si 1*(0,) =+ oo pour un n, [§2] est vérifiée pour la suite (0,).
Supposons donc que quel que soit n, on ait 1*(0,) <<+oo.
Il nous suffit de montrer que, quel que soit a << A*[ V 0,]
n

on a limA*(0,) > «a. Soit He X tel que H <0 =VO0,, et
n n

A*(H) > a : {0,} est un recouvrement de H. Donc il existe un
recouvrement plus fin {0,} tel que H, =H — HA 0,€ X. On
construit 3 partir de ce recouvrement le recouvrement {0}
de la facon suivante: 0;, = V 0,. Or, ¥ étant stable pour A,
p<m
H,=H—HAO_,=A\H— HAO0,€c X. La suite {0,} est crois-
pm
sante et constitue un recouvrement de H plus fin que {0,}. On

(?) On peut évidemment remplacer cette hypothdse par ’hypothése
plus forte: les H € J sont A*-presque compacts au sens de [7]. Il convient
également de marquer que ’hypothése fondamentale de [7] peut s’expri-
mer: les pseudo-fermés de R sont A*-presque compacts. L’ensemble
des peeudo fermés possdde alors trivialement les propriétés 9-3-b.
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a évidemment:
lim A*(0;) < lim 1*(0,).
m n
A H.= @ entraine lim A*(H,) =0 (axiome (d)).

n

En vertu de la sous-additivité de A*,
AYH) < A%(H,) + A*(0,).
En prenant m suffisamment grand pour que A*(H,) < &:
a < AYH) < 2A%(0,) + & < lim A*(0;) + .
Et, ¢ étant arbitraire: "

a < A%(H) < lim A*(07) < lim 1%(0,)
m n

ce que nous voulions montrer.

¢) (0) est automatiquement vérifié en raison de la A-com-
pacité de J€. (r) est vrai par hypothése. Cette partie de la propo-
sition est donc une conséquence de la partie b.

10 - Condition d’unicité.

Dans P’énoncé du théoréme 8-6 les conditions suffisantes
d’unicité sont assez restrictives. Ceci tient & la trés grande richesse
en somas de £. En envisageant des prolongements de A sur le
o-treillis booléen engendré par § nous allons obtenir une condition
d’unicité.

10.1 ProroSITION: Si & est une partie de R, stable pour v,
et 8i A est une fonction finie sur &, prolongeable en un contenu positif
m sur le treillis booléen G(8) engendré par & m est Vunique prolon-
gement de A en un contenu sur G(8), et est fini.

Dans le cas ol § est un treillis et ou 4 est une valuation sur §,
on sait (Pettis-[15] th. 1-2) que A existe et est unique. Dans
le cas général de notre proposition on a la démonstration suivante:
Si (X, X') e 6(8) X B(§) on a:

(10-14) m(X A X') = m(X) + m(X') — m(X v X').
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Or, en utilisant 1’identité:

n n
-Xﬂ+l v ( AI‘Y?) = AI(X” v Xn+l)
D=

=

on déduit de (10-1-¢) en raisonnant par récurrence sur n, que
pour toute suite (X,) extraite de B(€) on a:

(10-1-)) m(A X,) = 3 m(X,) — T m(X, v X,) + .. +
p=1 p=1 1,7

— (—1)""m(X,v..vX,).

D’ou, si (4,) est une suite extraite de &:
n n n
(10-1-k) m(A 4,) =3 MA,) ... + (— 1)**A(V 4)).
p=1 p=1 i=1

De méme si (X, X') € B(8) X BG(E) avee X << X' on a
(10-1-) mX' — X) = m(X') — m(X).

Si nous considérons alors une partie finie quelconque §, de &,
le treillis booléen engendré par §, est fini, contient un plus grand

élément E, = V E € & et tout élément de ce treillis booléen est
Eet,

réunion finie disjointe de somas de la forme (atomes):

A
A B. avee B,=1ou
Aes_, EJ — 4.

Soient B, ... B, les somas B, = A et B,.,... B, les somas
B, tels que B, = E, — A. 1l suffit, en vertu de (10-1-i) de
p n
montrer que m( A B.) et m( A B:) sont déterminés de facon
k=1 k=p+1
unique. Or pour la premiére expression cela résulte de (10-1-k).
Pour la deuxiéme expression, cela résultera de (10-1-j) si nous
pouvons montrer que pour toute suite (k,...k%,) extraite de
@ +1..n), m(Bi, Vv..vVB) est déterminé de facon unique.

q
Or B, v..vB, =E, — /\IA,,'; Punicité désirée résulte donc
r=

alors de (10 — 1 — k) et (10 — 1 —1).
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Comme en outre G(§) = U G(8,), m est parfaitement déter-
J

miné sur G(8) par sa restriction 2 & & Le contenu m est en outre
fini, car tout X € B(8) appartient a un B(§,) et est done tel que
m(X) < m(E,) = AME,).

10.2 CoroLLAIRE: Si & est une partie de R, stable pour v
et si A est une fonction finiec sur &, prolongeable en une mesure po-
sitive sur le o-treillis booléen 8(8) engendré par &, u est Dunique
prolongement de 1 en une mesure positive sur S(8) et w est o-finie,

Ceci résulte immédiatement du fait que S$(§) = S[B(8)], de la
proposition 10-1 et d’un théoréme classique d’unicité ([8], p. 54.

10.3 DEFINITION: Soit ¢ un contenu (resp. une mesure) sur
un treillis-booléen G (resp. un o-treillis booléen 8) inclus dans R.
Soit C<F. On dira que p est C-réguliére, si ;. est continue 2
droite et si pour la capacité extérieure u* on a pour tout X € G
(resp. X € 8) de contenu (resp. mesure) fini:

wX) =supu*{C; CeC,C < X}.

10.4 REMARQUE: Un contenu borélien C-régulier (cf. 8-1)
est un contenu C-régulier défini sur le treillis-booléen engendré
par O et &F.

10.5 THEOREME: Soit A une étendue (resp. o-étendue) sur §.
Soit G F. Si A est C-*-réguliére, C-continue et finie, A est prolon-
geable de facon unique en un contenu (resp. une mesure) sur le
treillis booléen (resp. o-treillis-booléen) engendré par &. Le contenu
obtenu (resp. mesure) est fini (resp. o-finie), et C-régulier.

Ce théoréeme est une conséquence immédiate de 10-2 et 8-6.

10.6 REMARQUE: L’énoncé 10-1 peut é&tre modifié de la
facon suivante: on ne suppose plus A finie, mais I’on fait les
deux hypothéses suivantes:

a) tout A € § est réunion d’une famille dénombrable (E,),
E, €&, de somas deux 4 deux disjoints et tels que A(E,) <-too
quel que soit n.

b) i est prolongeable en un contenu positif, c-additif u
sur G(§).
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Alors u est 'unique contenu o-additif prolongeant % sur
B(8), et il est o-fini.

Dans ce cas en effet les second membres des égalités (10-1-¢)
4 (10-1-1) ne sont pas toujours définis. Cependant pour tout en-
semble fini {B,} <TG(§,) avec B, = A €&, ou E, — B, = 4 €§,,

m( A B,) est déterminé de facon unique par la connaissance
4eb,

de A. Pour le voir, considérons une suite (F,) de somas deux i
deux disjoints appartenant & & et tels que A(E,) <<+oco quel
que soit ¢ et tels que E, = V E,. En vertu de la s-additivité
i=1
de m, il suffit de montrer que m( A B,A E,) est déterminé
4eb,;
de facon unique pour tout <.

Décomposant, comme dans la démontration de 10-1 la fa-
mille (B,) en deux suites (B,...B,), (B,:;... B,) telles que
B,e§, pour 1 <qg<p et E,—B,€§, pour p+1<q<mn,
on voit, comme dans la démonstration de 10-1 que la seule pro-
priété sur laquelle repose le résultat final, est 1'unicité de la dé-

termination de m( A B,A E;). Or chaque B, est réunion dé-
q=1
nombrable disjointe d’une famille (B:')c,-x...m € &* telle que

A(BY) <-+oo, et en vertu de la g-additivité de m:

D
m(A B,AE)= > m(Bi*A..ABprAE).
g=1 (ieerty)

Le résultat cherché découle done complétement de 1'unicité
de la détermination de m( A BifA E,) qui est prouvé dans la
q

démonstration de 10-1.
De cette remarque 10-6 découle immédiatement:

10.7 ProrosIiTiON: Soit A une o-étendue sur &. Soit CCF.
8i A est C-*-réguliére, C-continue et satisfait & Uhypothése supplé-
mentaire 10-6-a, A est prolongeable de facon unique en une mesure
p sur le o-treillis-booléen S(8) engendré par &. La mesure u est en
outre o-finie et C-réguliére.
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11 - Localisation des hypothéses

11.1 DEFINITIONS: Soit C <& et soit {C} lidéal des somas
< C. Une fonction numérique ¢ sur un ensemble § =R stable
pour v, sera dite étendue locale si, quel que soit C € C, la restriction
@. de C & {C} n & est une étendue pour la pseudo-topologie in-
duite sur {5}. La fonction ¢ sera dite localement C-continue si
@. est (C n {C})-continue pour la pseudo-topologie induite.

8i, quel que soit C € C, ¢, vérifie [2] dans le sous-o-treillis-
booléen pseudo-topologique {C}, ¢ est dite vérifier [2] loca-
lement.

On remarquera que, alors que la C-continuité locale est plus
faible que la C-continuité, la A-richesse locale est plus forte que
la A-richesse tout court.

11.2 REMARQUE ET EXEMPLE: Si ’ensemble C posséde la
propriété suivante:

(N) Quels que soient CeC et 0O tels que C <0, il
existe C'e C et 0’ O’ tels que C < 0' < C'A 0.

Il y a identité entre les notions de C-continuité, C-régularité
etc... et celle de C-continuité locale etc...

(N) est vérifié par exemple s8i I’on prend pour R 1’ensemble
des parties d’un espace topologique localement compact 7, pour
pseudo-topologie celle définie par les ouverts et les fermés de T,
et pour C ’ensemble des compacts.

11.3 THEOREME: Soit C un sous-lreillis de F, engendrant
dans F Vidéal Cn F. Soit A une étendue locale sur 8, finie, loca-
lement continue a droite.

a) A est prolongeable de facon unique en un contenu loca-
lement Cn F-régulier m, sur le treillis-booléen # engendré par
les fermés (et les ouverts) C,-bornés.

La restriction de m au treillis booléen G(C) engendré par C
est Vextension minimale unique de A en un contenu.

b) 8i A vérifie localement [2] (emn particulier 8i C est une
classe A-compacte), on peut, dansl’énoncé a) ci-dessus, remplacer
partout les mots « contenu m» (resp. « treillis-booléen £ ») par les
mots « mesure u» (resp. « o-treillis-booléen B »).
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Pour tout M € B on a en outre
u(M) = sup {u(C): CeCn &, C < M}.

DXMONSTRATION DE a) Nous posons

A+ restriction de 4 & {C}nC = C,

X;: fonction contenu engendrée par A sur {C}

m,: contenu borélien F n Ec-régu]ier dans le sous-o-treillis
pseudo-topologique {C}, obtenu par restriction de A} au treillis-
booléen s, engendré par {C}nF dans {C} (Iexistence de m,
et le fait qu’il soit un prolongement de A, résulte du théoréme 8-6).

(11-4-i) € < 0" = Ay(X) = Ay(X) pour tout X < C.

Nous utilisons pour cela la propriété I-3-8 (cf. aussi [5] p. 190).
Il nous suffit donc de prouver que, quel que soit 0 €0, OA C
est Aj-capacitable. Or A, étant restriction au treillis {C'}n C
du contenu m, est une valuation sur {C"}n C. C'est donc une
capacité monotone M, et ’intersection des deux somas O A C’
et C, capacitables pour A, respectivement comme ouvert dans
{C'} et comme élément de {C'} N C, est A.-capacitable.

Nous déduisons de (11-4-¢) 'implication suivante:

PR=T»

(11-4-4) C<0C= { X e A, => m,(X) = m.(X).

Nous formons le treillis-booléen 'G({E} N &) engendré par
les fermés C,-bornés. On a immédiatement:

BENF) =4 = 4.
ceC

C étant filtrant pour <, toute famille finie extraite de ,
appartient & un méme #, pour C convenable. On en déduit im-
médiatement que la fonction m définie sur £ par m(M) = m, (M)
pour tout C tel que M € A, est additive sur £. C’ est donc un
contenu, le fait qu’il soit C-régulier résulte de sa définition méme
et du théoréme 8-6.

DEMONSTRATION DE b): Si A vérifie localement [Q], on peut
remplacer m, par la mesure u, restriction de A* au o-treillis-

19
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booléen B, engendré par {C}nF dans {C} (théorémes 9-2 et

8-6). On considére de méme [|J B. = B,. Cet ensemble B,
ceC

est un treillis-booléen et 1a fonction m définie sur B, par m(M) =
= u.(M) pour tout C tel que M € &, est un contenu og-additif
(en effet, si une suite dénombrable (M,) e $; a pour réunion
Mec$, on a M,e B, quel que soit n et la g-additivité de m
résulte de celle de u.).

Comme le o-treillis-booléen B engendré par CNF coincide
avec celui engendré par $,, la possibilité de prolonger m en une
mesure sur B, et 'unicité résultent d’un théoréme classique
(voir [8]).

La fin de la proposition résulte de la o-additivité de p, de
la C-régularité de u., et enfin du fait que tout M € 3 est réunion
d’une suite croissante (M,) extraite de B, (cf. prop. II-8-1-b).



CHAP. IIT

APPLICATIONS DANS LE CAS TOPOLOGIQUE

Dans tout ce chapitre ITI, T désignera un espace topologique,
quelconque deés lors que 1’on ne précisera pas explicitement ses
propriétés.

1 - Définitions et lemmes fondamentaux.

1.1 TUne pseudo-topologie (0, &) sur un sous-o-treillis booléen
de Pensemble des parties de T sera dite extraite de la topologie
de T si O est constitué par des ouverts de T et F par des fermés
de T.

Lorsqu’on ne précisera aucune pseudo-topologie (0, F) on
entendra implicitement que l'on considere la pseudo-topologie
constituée par la topologie elle-méme sur ’ensemble de teutes
les parties de 7.

1.2 On rappelle qu’on appelle G5 tout ensemble <7, inter-
section dénombrable d’ouverts de 7.

On appellera espace séparé, ou (T,) ou de Hausdorff, tout
espace satisfaisant & ’axiome de séparation (T,).

Nous considérerons également des espaces (T';) et des espaces
(T,). (Pour les définitions, voir Bourbaki, topologie générale
Dictionnaire).

Pour les définitions de quasi-compact (bikompakt) et compact
voir Bourbaki, Topologie générale. Tout compact est un espace
T,, T, et T,.

Nous rappellerons un résultat donné dans [5] p. 181-182
lorsque T est séparé mais qui se transpose immédiatement dans
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le cas d’un espace T topologique quelconque (seules interviennent
en effet les topologies induites sur les ensembles envisagés):

1.3 LeEmMME: Soit C un ensemble de sous-espaces (T,) de T
topologique quelconque, possédant la propriété suivante: quel que
soit Uensemble K <Ce C, K étant fermé dans le sous-espace C,
et quel que soit le voisinage V de K dans T, il existe C' € C tel que
KcC' <CnV, alors C est riche pour la topologie de T.

Si I'on se rappelle la propriété suivante: quels que soient
les compacts K, et K, d’'un espace topologique T, tels que K, < K,,
et quel que soit 'ouvert U dans T contenant K,, il existe un
compact K’ tel que K,« K'<Un K,, K' étant en outre un G,
dans le sous-espace K, de T, et par conséquent un G, dans T
si K, est lui-méme un G; dans 7, on voit que 1’ensemble des
compacts qui sont des G4 est riche pour la topologie de T, et
que ’on a méme la propriété suivante dans un espace topolo-
gique quelconque:

1.4 LEMME: Soit C un ensemble de Gy compacts dans un
espace topologique T, possédant la propriété suivante: « quel que
soit le G5 compact K < C e C et quel que soit le voiginage ouvert
U de K (dans T) il existe C' € C tel que K<C'<Cn U », alors C
est riche pour la topologie de T.

2 — Généralisation des théorémes de Halmos et Bourbaki & un
espace de Hausdorff quelconque.

2.1 Nous appellerons théoréme de Halmos le théoréme (E)
de [8] p. 234 qui est un théoréme de génération de mesure. Le
théoréme (A4) de [8] p. 239 qui est un théoréme de prolongement
de fonction d’ensembles en mesure est inclus manifestement
dans le théoréme de [1] p. 165 que nous désignons dans ce qui
suit par théoréme de Bourbaki.

2.2 Nous désignerons par X 1’ensemble des parties com-
pactes de T. T étant séparé, les ensembles de J sont fermés
et 3 est un idéal dans le §-treillis des fermés de T'. Nous dési-
gnerons par X, ’ensemble des G5 compacts.



Generation de mesures dans un ¢-anneau pseudo-topologique 289

La facon dont les définitions classiques lorsque 7' est locale-
ment compact se relient & nos définitions est évidente:

2.3 Une mesure de Baire au sens de [8] est une mesure pseudo-
Borélienne 3,-réguliére (cf. la définition en II-8-1) lorsque l'on
prend pour R et pour pseudo-topologie extraite de la topologie
de T la pseudo-topologie définie & I-2-3-¢, cette mesure étant
assujettie en outre & étre finie sur les compacts.

24 TUne mesure de Borel réguliére au sens de [8] est une
mesure pseudo-Borélienne, J-réguliére au sens précédemment
défini, lorsque I’on prend pour R et pour pseudo-topologie extraite
de la topologie de T, la pseudo-topologie définie a I-2-3-¢, cette
mesure étant en outre assujettie i étre finie sur X.

2.5 La mesure de Carathéodory associée 4 une mesure de
Radon sur 7, n’est autre qu’une mesure de Carathéodory J-ré-
guliére (voir la définition en II-8-3), finie sur X.

2.6 En vertu du lemme 1-3 ci-dessus I’étendue de Halmos
est une étendue sur X au sens de II-1-1. En vertu de II-5-1 et
de la remarque 2-4 ci-dessus, le théoréme de Halmos résulte
de nos théorémes 9-2 et 8-6-a et de la proposition annexe 9-3.

2.7 Nous avons montré en II-2-2 que si une fonction 4
croissante est définie sur un ensemble & de somas stable par v
et X-dense, I’ensemble & est A-riche.

La fonction définie dans [1] p. 164-165 est donc une étendue
JX-continue sur un ensemble & de parties J-dense, X étant en
outre normalement séparé (voir définition en II-3-2). En vertu
de II-5-2, A est J-*-réguliére, et le théoréme de Bourbaki est
une conséquence immédiate des théorémes II-9-2 et II-8-6-b
et c.

Les exemples précédents montrent comment en faisant varier
les hypotheses particuliéres entrainant respectivement la *-régu-
larité d’une étendue et la condition [£2] on peut obtenir des énoncés
divers. Par ailleurs le choix de la pseudo-topologie extraite, bien
qu’il ne soit pas essentiel dans la différence entre les 2 théorémes
évoqués ci-dessus en 2-6 et 2-7 (on sait en effet qu’il y a corres-
pondance univoque entre mesure de Carathéodory associée &
une mesure de Radon, mesure de Borel réguliére au sens de [8]
et mesure de Baire), peut dans d’autres cas permettre de multi-



290 M. Metivier

plier les résultats de caractére particulier (voir ci-dessous 4-2).
Pour limiter le nombre des énoncés, et en raison du role parti-
culiérement important joué par les compacts dans un espace
de Hausdorff, nous donnerons seulement pour un tel espace
P’énoncé suivant, généralisant les théorémes de Halmos et Bour-
baki (valables seulement pour un espace localement compact),
et mettant en évidence le rdle important joué par les compacts
qui sont des Gy.

2.8 THEOREME: Soit C un ensemble de compacts (resp. G,
compacts) dans Despace topologique de Hausdorff T, possédant la
propriété suivante: quel que soit le compact (resp. le G; compact)
KcCeCQ, et quel que soit le voisinage ouvert U de K, il existe
C'eCtel que K<C'<=Cn U.

2-8-a 8i A est une fonction croissante simplement additive
et simplement sous-additive sur C supposé stable pour Punion finie
et contenant @ la fonction A* définie sur Uensemble des ouverts par
A*(0) =sup {A(C) : C <0, C € C} et sur Vensemble des parties de
T par:

A¥(X) = inf {4(0) : 0> X, 0 ouvert}

est une fonction-mesure dont la restriction au c-anneau booléen
L des ensembles A*-mesurables est une mesure de Carathéodory
K-réguliére.

2-8-b 8i A est une fonction croissante simplement additive,
simplement sous-additive, finie, sur un ensemble & de parties de T,
stable pour Vunion finie et C-dense, et si A est C-continue (Défi-
nition en I-2-5b), A est prolongeable en une mesure de Carathéodory
K-réguliére sur T, finie sur C. Si & est JK-dense, cette mesure est
Dunique mesure de Carathéodory X-réguliére prolongeant A, et sa
restriction & la tribu des boréliens de T est Punique mesure boré-
lienne X-réguliére prolongeant A.

DEMONSTRATION DE 2-8: C est riche pour la topologie de T
en vertu des lemmes 1-3 et 1-4. Dans les hypothéses de 2-8-a,
en vertu de (II-5-1), A est une étendue C-*-réguliére. Dans les
hypothéses de 2-8-b, et par un raisonnement identique & celui
fait ci-dessus & 2-7, 1 est une étendue C-continue, C-*-réguliére
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et finie sur §. Les conclusions du théoréme ci-dessus résultent
donc maintenant immédiatement de nos résultats II-9-3-, I1-9-2,
I1-8-5. ‘

3 — Cas ou T est topologique quelconque, non-séparé.

Si T n’est plus séparé, les compacts de 7' ne sont plus néces-
sairement fermés, et d’autre part la réunion de deux compacts
n’est pas nécessairement un compact, c’est pourquoi on introduit
couramment 1’ensemble Q des quasi-compacts fermés. Cependant,
un quasi-compact n’est pas en général un sous-espace (7,) de
T. On ne sait donc pas si Q est riche. Toutefois si T' est un espace
(T,) (autremeunt dit quels que soient le fermé F et le point x € F,
il existe un voisinage de = et un voisinage de ¥ sans point commun),
tout quasi-compact est un sous-espace (T,).

De méme, en général, @ n’est pas une partie normalement
séparée de ’ensemble des parties de 7 (voir la définition du mot
normalement séparé en II-3-2). On ne peut donc pas en général
dire qu’une étendue Q-continue sur un ensemble Q-dense & soit
Q-*-réguliére. Toutefois si 7' est un espace (7',), @ est un ensemble
normalement séparé.

Enfin, 8si C est un espace topologique uniformisable (cf.
Bourbaki) quel que soit le fermé F < C et le voisinage ouvert
V de F dans C il existe un fermé F' qui est un G, et qui est tel
que FcF'cV. Si C est quasi-compact F et F’' sont des quasi-
compacts. Le lemme 1-4 est donc vrai dans un espace uniformi-
sable lorsque ’on remplace le mot compact par le mot quasi-
compact fermé.

Nous pouvons done énoncer:

3.1 TeBOREME: Lorsque T est un espace (T's) les conclusions
du théoréme 2-8 sont vraies lorsque U'on remplace Vensemble C du
théoréme 2-8 par un sous-ensemble ¥ de Uensemble Q des quasi-
compacts fermés de T, et possédant la propriété suivante: quel que
so0it le quasi-compact fermé Q < H € X, et quel que soit le voisinage
ouvert U de Q, il existe H' € 3 tel que Q <H'<Hn U.

8i T est uniformisable, le théoréme 2-8 est vrai si Pon remplace
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partout dans son énoncé: le mot compact par le mot quasi-compact
fermé.

Conformément aux remarques du début de ce §, lorsque T
ne satisfait pas &4 I'un des axiomes de séparation (T,;) ou (T,),
nous »' avons plus de condition de richesse analogue & celle
fournie par 1-3 pour les quasi-compacts fermés. La Q-continuite
n’entraine plus non plus la A-richesse. Par ailleurs, nous avons
également signalé au début de ce paragraphe que la Q-densité
et 1a Qcontinuité n’entrainent plus la Q-*-régularité d’une étendue
A sur & Le lemme suivant donne un exemple d’hypothése supplé-
mentaire, entrainant la A-richesse d’un ensemble & de parties
de T.

3.2 LEMME: Soit C<Q. 8i & est un ensemble de parties de
T topologique quelconque, stable pour Vunion finie, tel que, quel
que soit BE€8, {EN F}pcg, contienne une base de la topologie
du sous-espace E de T, et si A est une fonction positive ou nulle,
croissante sur & C-continue, & est A-riche.

Soit en effet 4 €& Quel que soit o << A(4), il existe par
hypothése C e C tel que pour tout A’'e & et vérifiant ¢ < A’
on ait A(4') > a. Soit (0,,0,)eO X O tel que A <0,v0,. Il
existe par hypothése 2 familles (ET), et (Ef), extraites de & telles
que An0,=(|JE7) et 4n0, = (|JE%. La réunion de ces

T e

deux familles constitue un recouvrement de C par des ouverts
dans 4. On peut en extraire un recouvrement fini {E7, ... E}t,

Eg,..EB¥}. Si Ton pose A, =|JE% et 4,=|JE¥ on a
T 7

(A,,4;)€8 x 8 4, <0,, A, <0, et A, vA,>C ce qui en-
traine A(4, v 4,) > a. § est donc A-riche.

Nous allons maintenant donner un théoréme généralisant
les résultats de [9] en ce sens que notre ensemble de départ est
supposé seulement stable pour U, alors que dans [9] il est sup-
posé étre un treillis booléen, et en ce sens également que I’espace
topologique T que nous envisageons n’est pas nécessairement
localement quasi-compact (lokal bikompakt).

3.3 THEOREME: Soit, dans un espace topologique T quelconque,
un ensemble & de parties stable pour Punion finie et contenant &.
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On suppose en outre que, quel que s0it E € &, une base de la topologie
du sous-espace E est contenue dans §&. Par C on désigne um sous-
ensemble de Uensemble Q des quasi-compacts fermés dans T.

A est une fonction définie sur &, positive ou nulle, finie, croissante,
nulle en &, simplement additive et simplement sous-additive sati-
sfaisant a Uhypothése suivante: quel que soit A €&, quel que soit
£ >0, il existe (0,G, F,E)eO X O X F X &tel que 0 << A < F,
F—-—0<G<Eavec A(E)<eet F—FnGeC.

a) Alors A se prolonge en une mesure de Carathéodory Q-ré-
guliére u dont la restriction au o-treillis booléen S(E) engendré
par & est Punique prolongement de A en cette mesure sur S(8).

b) 8i & est Q-dense dans Uensemble des parties de T, A se
prolonge de facon unique en une mesure de Carathéodory Q-réguliére
(resp. une mesure borélienne Q-réguliére).

11 résulte en effet de II-5-3-a que A est C-continue. En vertu
du lemme 3.2 ci-dessus & est A-riche. 4 est donc une étendue sur
&. Il résulte alors de IT-5-3-b que A est C-*-réguliére. Les conclu-
sions du théoréme résultent alors immédiatement des théo-
rémes 9-3-a, 9-2, 8-6 et 11-4.

4. Un exemple d’utilisation d’une pseudo-topologie extraite d’une
topologie donnée.

Nous démontrons d’abord le lemme:

4.1 LEMME: Soit A un o-treillis booléen. Soient ¥ et S deux

parties de /A satisfaisant aux conditions suivanies:

(i) quel que soit H € J& il ewviste G € S, tel que H < Q.

(#t) quel que soit (H,Q)e ¥ XSG, on a H— HAGe XK,
et @ —GQGAHeS;.

Alors les ensembles { &} U Suo €t { 3} U 3,5 sont les ensembles
douverts et de fermés d’une pseudo-topologie sur le o-idéal R = G,
engendré par G dans A.

(PT,) est vrai d’aprés la définition de R.
(PT,) résulte des relations

(JC,,,),c Koo = IK,ys (Kes)s = Jes
(Sac)a=Saac = S0 €t (Sso)e = Suo.
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(PT,) résulte des identités:
(V4)— (YAt)A (A By) = YV (4; — A, A By)
1 7 7

et
I‘\At—(/‘\Ad)V(\!Bi)=Ii\/j\(Ac—A¢ABI)

valables pour des ensembles d’indices {i} et {j} dénombrables
et pour des familles correspondantes quelconques de somas (4,)
et (B;). 11 suffit en effet d’appliquer deux fois ces identités pour
voir successivement que J¢, et G, satisfont & (i¢) puis que I,
et S,, satisfont & (¢4) ce qui prouve (PT,).

Nous déduisons de ce lemme la proposition suivante:

4.2 PROPOSITION: Soit 8 wun ensemble d’ouverts dans un
espace topologique T satisfaisant aux hypothéses suivantes:

(@,) S est stable pour Dunion finie et l’interseatiim finie
(@) quel que soit (0,,0,)€S X S on a 0,NCO, €S
(Gs) Les éléments de S sont relativement quasi-compacts.

Sur G est définie une fonction monotone croissante A, nulle en
&, sous-additive et additive (simplement) possédant en outre la

propriété:

(G:) Quel que soit G €S et quel que soit ¢, il existe 0 € G tel
que S — S0 avec A0) < e. Alors si J& désigne Vensemble des
adhérences des éléments de S, (Ss, 3,5) définit une pseudo-topologie
C sur Uensemble R des parties de T Sy-bornées, et A est prolongeable
de facon unique en une mesure u de Carathéodory 3,s-réguliére.
La restriction de u au o-treillis booléen engendré par S est le pro-
longement minimal unique de A en une mesure.

En effet de (G@,;) résulte que quel que soit (0,,0,)eS X S
on a 0,nCO, = (0,N C0,) € . L’hypothése (i3) du lemme 4-1
est donc vérifiée. L’hypothése (i) résulte alors de (G,). En vertu
de ce lemme (S, ¥,,) est donc une pseudo-topologie sur & = S, .

(G,) entraine en outre (cf. II-5-3-a) que A est ¥,; continue,
pour cette pseudo-topologie. En outre tout ouvert de cette
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pseudo-topologie étant réunion dénombrable d’éléments de G
et les éléments de J¥,, étant des v-compacts, un raisonnement
tout & fait analogue & celui du lemme 3-2 prouve que G est A-riche.
A est done J€,,-*-réguliére en vertu de II-5-3-b. La définition
des ouverts de C et la quasi-compacité des éléments de IX,,
entraine immédiatement que S est J€,,-dense dans R pour C.
Le théoréme est donc une conséquence de II-8-6, I1-9-2, 11-9-3,
I1-10-5.

4-3 REMARQUE: Le résultat précédent est inspiré par un
résultat de [16]. Les hypothéses de [16] sont légérement plus
fortes. (G,) est remplacé par l'axiome (I,):S est stable pour
Uet n, (@G,) est ’axiome (I,) de [16]. (G;) est plus faible que
Paxiome (I;) de [16]. (@,) est immédiatement impliqué par les
axiomes (I,) et (I;) de [16]. Et enfin la sous-additivité et 1’addi-
tivité de A sont des conséquences immédiates de 1’axiome (I)
de [16].



CHAP. IV

APPLICATIONS DANS LE CAS NON-TOPOLOGIQUE

1 - Contenu abstrait

On appelle contenu abstrait une fonction m 4 valeurs numé-
riques positives ou nulles, finies, simplement additive, définie
sur un treillis booléen s. Si ce treillis booléen A est plongé dans
un o-treillis booléen A, £, et £, sont respectivement les ensembles
d’ouverts et de fermés d’une pseudo-topologie sur le o-treillis
booléen A n #, = R.

Lorsque m est g-additif, le prolongement de m en une mesure
o-additive au moyen de la mesure extérieure engendrée par m
est évidemment un cas particulier de la méthode utilisée & II.
La o-additivité entraine & elle seule en effet que s est m-riche,
et vu la définition de O, on vérifie facilement que la condition
[2] résulte de la o-additivité également.

Le processus de prolongement utilisé dans II, se présente
done comme incluant les procédés de prolongement trés classiques
des contenus abstraits.

2 - Contenu adapté de [28]

Dans [10] le cadre pseudo-topologique est donné, la pseudo-
topologique étant d’ailleurs une pseudo-topologie de Nikodym
(cf. I-2-2-b). Nous ne ferons pas toutefois cette légére restriction
et considérerons une pseudo-topologie plus générale, telle que
nous ’avons définie & I. D’autre part le probléme traité dans [10]
est celui des prolongements d’un contenu (donc défini sur un
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treillis booléen) astreint & certaines hypotheses pseudo-topolo-
giques. Nous allons montrer que la richesse des hypotheses
pseudo-topologiques permet de supposer une structure algébrique
beaucoup plus pauvre de l’ensemble initial de somas (nous con-
gidérerons un ensemble de somas stable pour v au lieu de con-
gidérer un treillis-booléen). Nous affaiblirons en outre légérement
les hypothéses pseudo-topologiques relatives & l’existence d’une
base d’ouverts contenue dans § comme nous I’avons fait & ITI-3-3.

Le théoréme suivant inclut les théorémes (2-1) et (3-6) de [10].

2.1 THEOREME: Soit R wun o-treillis-booléen, muni d’une
pseudo-topologie (O, F). Soit C un sous-ensemble de F stable pour
A et § <R stable pour v. Sur & est définie une fonction numérique A
finie, positive ou nulie, croissante, simplement additive et simplement
sous-additive. Les ensembles C, & et A vérifient en outre les hypo-
théses suivantes.

(2-1-1) Quel que soit le recouvrement owuvert démombrable
8§ = {@,} de C € C, il existe une famille dénombrable (0,) d’ouverts
et une famille dénombrable (A,) d’éléments de € tels que C — C A
AA,=C—CANO,eC quel que soit p, Uensemble {A,} consti-
tuant en outre un recouvrement S-fin de C.

(2-1-2) Quel que soit Ac& et ¢ >0, il existe (G, 0, F, E) e
EF XOXOXE tel que 0<A<F, F—0<G<E, F—
— FAGeC et M(E) <e.

(2-1-3) Quelle que soit la suite décroissante (C,) extraite de
C, telle que A\ C, = et quel que soit ¢ > 0, il existe une suite

n

(E,) extraite de &, telle que:
C.<E, e limAE,) <e.
n

Alors, C désignant Vidéal engendré dans F par C, quel que soit
D avec CcDF, A se prolonge de facon unique en ume mesure
de Carathéodory p, D-réguliére. La restriction de u a S(8) est Dexten-
sion minimale unique de A.
DEMONSTRATION :
(2-2-1)Implique immédiatement 1’axiome (r) de II-9-3-b:
en effet 8i G, est I'ouvert de S tel que 4, <G, , la famille
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(0, A G,)) constitue un recouvrement ouvert S-fin de C, et on a:

C—CA(O0,AG,)=(C—CAO,)V(C—CAG,) =
=C0C—CAA,eC.

(2-1-3) Entraine immeédiatement 1’axiome (6) de 9-3-b en
vertu de la C-continuité de A conséquence de 2-1-2 et II-5-3-a).

(2-1-2) Exprime que A satisfait & ’hypothése (J) de (II-5-3).
Lorsque nous aurons démontré que & est A-riche, le résultat
découlera alors immédiatement de (II-3-3) et des théorémes
(9-3-b), (9-2), (8-6) et (10-5).

Montrons donc que & est A-riche, et soit A < G, v G, avec
A€t et G,€0. En vertu de (II-5-3-a) on peut trouver C e C
tel que C < A et tel que pour tout A’ € & tel que C << A’ on ait
AMA') > NA) — e

En vertu de (2-1-1) on peut trouver deux suites (A}), (A3)
telles que {A}},,, constitue un recouvrement de C par des somas
€ & inclus chacun dans un G, et an seul et tels que C — CA
A A% € C. Nous aurons montré la A-richesse si nous démontrons
la propriété suivante: pour tout recouvrement dénombrable
{A;} de C € C au moyen de somas A; € & tels que C — CA Aj€C,
il existe une sous-famille finie (A;, ... 4,) telle que A(4;v...

n
vAl) > AA) — 2 Or (C)) = (C — CA(V A))) étant une suite
i=1

décroissante de somas de C dont l’intersection est @ on peut
trouver (E,) € E¥ telle que C, < E, et lim A(E,) < «.
n

Comme C <E,vAiv..vA. on a A4) — 2 <AA4[V..
vA,).
11 est donc bien possible de déterminer »n de telle sorte que

AA) — 26> AA; V... V4;)

ce qui prouve la A-richesse de &, et achéve la démonstration.

2.2 REMARQUE: Dans le cas de [10] P’axiome II* implique
notre axiome (2-1-1) aveec 4, = 0,. L’axiome (I-3) de [10] im-
plique notre axiome (2-1-2) et I’axiome (I-2) de [10] implique
notre axiome (2-1-3).
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3. S-étendue.

Nous généraliserons la définition d’une S-etendue sur un
treillis donné dans [4] p. 397.

3.1 DEFINITION: Soient § et C deux sous-ensembles d’un
o-treillis-booléen A, l’ensemble & étant stable pour v et pour
A (treillis). On suppose en outre que & et C satisfont aux hypo-
théses:

(¢) quel que soit C € C, il existe G € &, tel que C < G.
(¢¢) quel que soit (C, E)eC X § ona C — CAEe€Cy et
E —EACeE&;,.

On dit que la fonction A définie sur §, & valeurs dans R+ crois-
sante, simplement sous-additive, et simplement additive est
une S-étendue sur & avec ’ensemble d’approximation C, si, quel
que soit A €& et o << A(4), il existe CeC et A’ €& tels que
A' < C < A et A(A') > a.

3.2 REMARQUE: La définition donnée dans [4] différe de la
notre en ceci que § et C vérifient les axiomes:

(') quel que soit CeC et E€& tels que C < F on a F —
— Ce€é.
(¢") quel que soit CeCet Fe&§ C — CA E€C.

Or si C° désigne le sous-ensemble de C constitué par les C
inclus dans un E € § au moins, on voit que une S-étendue au
sens de [4] est une S-étendue avec l’ensemble d’approxition C°
au sens de 3-1 ci-dessus, car (i) est vérifié en vertu de la définition
de C°, et (ii) résulte de (") (¢') et de 'identité suivante qui est
vraie 8i C < E'€&:

E—EANC=[EVE)— (EVE)AC]IAEEE.

3.3 THEOREME: Soit 1 une S-étendue sur & avec la classe
d’approximation C. Soit R le o-treillis des somas &,-bornés.

a) & et C,5 sont respectivement les ensembles d’ouverts et
de fermés d’une pseudo-topologie G sur R, pour laquelle A est C-con-
tinue.

b) 8i C est une classe A-compacte, C,; est constitué par des
v-compacts fermés.
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¢) 8i C est une classe A-compacte, & est C,5-dense dans R
pour G, et A est prolongeable de facon unique en une Mesure de
Caratheodory C,s-réguliére pour la pseudo-topologie 8.

DEMONSTRATION :

a) résulte du lemme ITI-4-1 et de la condition d’approxima-
tion avec ’aide de C entrant dans la définition d’une S-étendue.
b) résulte du fait que C,; coincide avec C, idéal dans F
engendré par C, et de la proposition I-2-4-c.
¢) Soit CeC,y et C <V E, avec E, € &. Le soma C étant
n

v-compact, il existe une sous-famille finie (Z,, ... E,) de (E,)
telle que C < V E, € 8. Le fait que & soit C,;-dense résulte alors
n=1

du fait que tout ouvert de C est par définition de la forme V E,
avec E, € &. "
Par un raisonnement tout & fait analogue 3 celui de ITI-3-2
on voit que & est A-riche.
Montrons que A est C-*-réguliére. L’axiome (R,) est trivia-
lement vérifié puisque pour tout E € § on a

A¥(E) = A(E) ?<s;1p A¥(0).

Pour montrer (R,) considérons (C,, C;)€C x C tel que
C,A C; = @. 1l nous suffit de montrer que pour tout ouvert G
contenant C, v C; on a A*(@) > A*(C,) + A*(C;) — ¢; ¢ étant
arbitraire > 0. Il suffit par ailleurs d’envisager le cas A*(@) < +o0,
le résultat étant immédiat autrement. Soit (E, E', C)e & X
X &XC tel que E <G — C, AE) > A%G — C,) — ¢/2, E' <
< C<E,et A(E') > AE) — ¢/2; on a les relations:

ANE) > A¥(G — Cy) — & > A%(@) — A¥(C,) — & > A¥(C,) — 2¢
G—C>0,

(G—C)AE = 3.

D’ou, en vertu de I’additivité de A* sur O:

A¥@) > A¥(G — O) v E'] =2A%G — C) + AX(E')
> A¥(Cy) 4 A¥(C,) — 2¢

ce que nous voulions.
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Le théoréme résulte donc complétement dans le cas ou 4 est
finie des propositions (9-3-a), (9-2) et (8-6).

Dans le cas ou A n’est pas finie on remarque que pour tout
Ee€& on a AE) = A*(E) et que, en outre, E est A*-mesurable
puisque E € O. La restriction 4 de A* au o-anneau £ des somas
A*-mesurables est donc un prolongement de A. Comme la restric-
tion A, de A & I’ensemble &, des E tels que A(E) <+oo est une
§-étendue sur §,, 4, se prolonge de facon unique en une mesure
de Carathéodory C,s-réguliére. La mesure u sur £ étant nécessai-
rement un tel prolongement, elle est unique.

3.4 REMARQUE: Le fait que & soit stable pour A intervient
dans la démonstration que & est A-riche et C-dense. Si on rem-
place ’hypothese & est un treillis par & est stable pour v et A-riche,
en considérant la pseudo-topologie (&, C,3), on peut affirmer
que A est prolongeable en une mesure de Carathéodory C,s-
réguliére, mais on perd l'unicité d’un tel prolongement. Toute-
fois 8i A est o-fini, I’extension minimale de A est unique en vertu
de II-10-5.

3.5 REMARQUE: On obtient également un théoréme de pro-
longement en une mesure de Carathéodory C,, réguliére si, dans
les hypothéses de 3-3-b, on remplace la A-compacité de C par
I’hypothése suivante: si (E,) € §¥, (E,) étant une suite croissante
telle que VE,€8 on a (V E,) = lim A(E,).

n n n

En effet cette condition jointe au fait que tout ouvert 0
est par définition de la forme 0 =V E,, E, € § entraine im-
p

médiatement la A-richesse. La démonstration de la C-*-régula-
rité de A reste inchangée.

On remplace ’application de 9-3-a par une démonstration
directe du fait que A vérifie [{2], en utilisant la o-additivité de A

sur § et le fait que tout ouvert est de la forme V E, avec E, € §.
Y4

Nous ne pouvons toutefois affirmer ’unicité du prolongement,
la C,5-densité de & étant peut-étre en défaut. L’extension mini-
male de A est toutefois unique si 4 est o-finie (cf. II-10-7).

20
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4. Etendue compacte de J. R. Choksi.

Nous allons donner une application du théoréme II-11-4,
montrant ainsi qu’il généralise un résultat de [4].

Nous reprenons les définitions de [4]: une étendue compacte
sur un treillis C est une fonction positive ou nulle, croissante,
finie 4, définie sur un sous-treillis C d’un o-treillis-booléen R d’unité
R. On suppose en outre que C est une classe A-compacte et A
vérifie les axiomes (E,) et (E,) et la condition suivante:

(0) 8i C < €' avee (C, C') e C X C, quel que soit ¢ il existe
C"eC tel que 0" < C' — C et A(C") + A(C) = A(C') — e.

Le théoréme 1 de [4] affirme que A est, sous ces hypothéses,
prolongeable en une mesure u sur le o-treillis-booléen $(C) en-
gendré par C, la mesure u étant en outre compacte au sens de [11]
avec la classe d’approximation C,.

Considérons sur R la pseudo-topologie (O, F) définie par
F=C et O={z}US,, S désignant ’ensemble des complé-
mentaires de somas de C. Si nous montrons que 4 est une étendue
locale sur € le résultat mentionné de [4] sera une conséquence
immédiate de IT-11-4-b. Il suffit de montrer que A vérifie locale-
ment (E,). Or cette démonstration est elle-méme faite impli-
citement dans [4]. I1 y est montré en effet (p. 391 ligne 8 & 17)
quesi C < (U, v U,) A C' avee (U,, U,) €S X S on peut trouver
@,€C et Q;C tels que @, < CAU,, @, < COA U, et

AQ1VQ,y) = A(0) —&.

Si on considére maintenant C < [0, v 0,] A C' avee (0,, 0;) €
€0 x O Pexistence de somas @, et @, € C tels que @, < O A 0,
Q: < CAO0; ot A(Q, VQs) > A(C) — &, résulte immédiatement du
fait que O = G,, de la v-compacité des somas de C (cf. I-2-4-d)
et du fait que S = G,.
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Alternée (fonction): I-3-3.

(pseudo-) Borélienne (mesure):
II-8-1.

Capacité: I-3-1-a.

Capacité abstraite: II-5-5.

Capacitable: 1-3-1-c.

Carathéodory (mesure de): II-8-3.

V-Compact: I-2-4-a.

A-Compacte (classe): 1-2-4-b.

Conditions [a], [#]: I-3-3.

Condition [2]: I-4.

Contenu: I-5.

Continue & droite (fonction de so-
mas): [-2-5-a.

C-Continue: I-2-5-b.

C-Dense: I-2-5-c.

Etendue, Etendue réguliére, o-
étendue ete.: II-1.

Extension (d’une capacité): I-3-7.

Fonction contenu: II-3-1.

Fonction mesure: II-3-1.

(pseudo-) Lebesguienne (mesure):
1I-8-2.

Local (étepdue locale, localement
C-continue etec...): II-11-1.

Mesure: I-5.

Normalement séparé: II-3-2.

Pseudo-topologie, pseudo-ouverts,
pseudo-fermés: I-2.

Réguliére (étendue): II-1-3.

C-Réguliére (mesure, ou contenu):
II-8.

JC-*.Réguliére (étendue): IT-1-4.

Restriction (d’une capacité): I-3-8.

Riche: I-3-4-a.

¢-Riche: 1-3-4-b.

INDEX DES SIGNES

<, >, A, v: I-1.
Py @*: I-3-1.
Aysa ©t [a]: I-3-3-a.

Qs et [B]: I-3-3-b.

[2]: I-4.
(El)’ (Ez), (Ea): II-1-1.
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