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SUI GRUPPI NON REGOLARMENTE ORDINATI

*) di FRANCA BUSULINI (a **)

Nello studio della geometria sopra una retta [6], ), si è

introdotto un gruppo addittivo non abeliano G, dotato di un

« sistema di elementi positivi) {~he però, in contrasto con le

trattazioni classiche sui gruppi ordinati, non. è invariante (n. 1).
3Iediante le differenze a sinistra o a destra delle coppie di

elementi si ottengono allora due diversi ordinamenti di (t. Perciò
si ~~ detto che G non è regolarmente ordinato L ~fr. 51.

In questa Nota, per dotare comunque G di una certa regolarità,
ai particolarizzano le proprietà dei suoi infinitesimi attuali. Fssa
viene pubblicata in modo indipendente dalle applicazioni geome-
triche, ritenendo che possa avere qualche interesse nello studio
dei gruppi non regolarmente ordinati e nella speranza di ottenere
risposta ad una questione esistenziale già più volte posta e qui
ripetuta al n. 6.

I. Ordinamenti non regolari di un gruppo.

Def. 1. Un gruppo addittivo non abeliano G _ (s, +) si

dice parzialmente ordinato (po-gruppo) se esso e dotato di un

*) Pervenuto in redazione il 15 febbraio 1963.

Indirizzo de~ll’A.: Seminario matematico, Università, Padova.
**) Lavoro fatto nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca

del C.N.R.

1) Cfr. la Bibliografia in appendice.



286

inonoide (non vuoto) G+, detto il monoide degli elementi 
tnle che:

~e inoltre

G dicesi totalmente ordinato o, brevemente, 
1e in particolare il monoide (;+ e cioè per ogni

~r. E G si lia :

l’ordinamento (parziale o totale) dicesi 

oppure 
Il I monoide G+ permette, mediante la convenzione

di dotare l’insieme G di due ordinamenti, generalmente, distinti,
che diremo rispettivamente a e a destra.

Che, ad es. x sia una relazione ordinale risulta dal fatto

(.he essa gode delle proprietà antisimmetrica e transitiva.
Infntti :

Come d’uso la scrittura y &#x3E;s x si considera equivalente alla
x sy.

2) Nella teoria classica dei gruppi ordinati sono stati sempre consi-
derati ordinamenti regolari. Fa, per nostra conoscenza, eccezione soltanto
la [5].
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Se due particolari elementi di (; soddisfano a1 ambedue le

relazioni ordinali (1), scriveremo semplicemente x  y. Pertanto:

Si osservi che:

Def. 2. elemento x tale che x %É G- e - x E 1+ di( esi

UI1 elemento 

Le seguenti implicazioni immediate sono importanti:

Viceversa supponiamo sia dotato di una relazione

ordinale (non vuota) che soddisfi, ad alla (4). Denniamo allora
I1n sistema 1+ mediante le convenzione:

Si verifica allora facilmente che G+ è un monoide soddisfa-

cente ovviamente alla proprietà I. Pertanto:

La (4) l(i. (4’) è equivalente alle rispettire pro-
che I.

Ikf. 3. &#x3E; O e. per ogni intero Il. è

x di y e si scrive:

(1 sempliocemente
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È immediato ehe [6]:

Considerati tre E (1 :

Jtte un elemento b &#x3E; 0 è uguale ucl urt.ca propriít, yli
scarti a e a destra 

sinistri e destri, (li b.

Ricordiamo che l’insieme degli Ci per cui - x +
+ G+ + .r c G+ è un sottogruppo K di G, che dicesi il n(irma-

lizzante di G+. È immediato che :

Dalla prop. 3a seguono inoltrE direttamente le:

2. Assioma sugli elementi inconfrontabili.

Gli elementi inconfrontabili non si inquadrano nelle consi-
derazioni sugli ordini di magnitudine (n. 4). Si è perciò ritenuto

opportuno, anche in vista di successive applicazioni geometriche,
dotare il gruppo G di questa ulteriore proprietà: 

’

V~) Il -gistema 3 degli eleme’1l.ti inconfrontabili d.i irm-gru y po
(i sia eottogru p po invacriante.

[7, 9(1].
Inoltre:
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Pertanto ( b c- 3 o bl ~ a i n contrasto con a E G+ e

( - b e G+ o - bi e G+) + E E G+, in contrasto con e E J. Dunque
deve essere b, bi E G+; c.v.d.

Alla prop. 5a del n. 1 si può dare ora un enunciato più ggnerale :

Infatti, essendo 3 invariante : 3, quind.i u’  0 e pertanto
è soddisfatta l’ipotesi della prop. 5a sopra ricordata.

Inoltre, come immediato corollario:

3. Assioma sugli infinitesimi attuali.

D’ora in poi supporremo che gli infinitesimi attuali di un

po-gruppo G godano della seguente proprietà:

Quindi nel seguito scriveremo semplicemente : -.

Possiamo ora dimostrare, le seguenti propriotà:

cioè : a ~on può contenere come parte 2a.
Infatti da a = Ei -~- a + ( a + E) seguirebbe, in base alla

prop. 3a del n. contrasto -~- a =

= 2013 e  0.

con n naturale.
: 

Infatti da b , a segue ovviamente 2b C, ~ + a e, in base
alla prop. 2a del n. precedente b + a ,.3a; quindi 2b ,3a, ecc..

Analogamente per: b C d a. : . - . - - . - - - . -
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Infatti:

4. Ordine di magnitudine.

Facciamo la seguente :

10) La relazione II ~ b data dalla De f . 1 è una relazione di

equivalenza.
Che questa relaz. goda delle prop. riflessiva e simmetrica

risulta dalla Def. 1 stessa. La prop. transitiva consegue poi
diretta,mente dalla prop. 3a del n. precedente.

Def. 2. Se a ~ b diciamo che a o b hanno il medesimo 

di e indichiamo con Eu la rispettiva classe di

equivalenza.
Mettiamo in evidenza le seguenti semplici proprietà : =

Analogamente per c C d a.

Infatti: (nb &#x3E; a, me &#x3E; b) =&#x3E; &#x3E; a, in contrasto con l’ipo-
tesi e « a.

*) Per non introdurre troppi particolari caratteri tipografici si
indicherà eecondo HILBEBT, la negazione di una proprietà sopralineandola,.
ad es.: a = b - a # b.



291

Infatti :

Inoltre:

Analoga conclusione sussiste nell’ipotesi : a = b -f- e.

cioè: un monoide. Infatti:

Analogamente per : b + a.

6°) L’insieme degli ordini di magnitudine ~J degli elementi
di G può venire ordinato nel seguente modo canonico:

Infatti [4°, 20 del n. 3] : se ai « a~ la stessa relazione intercede
fra ciascun elemento di ~’~~ e ciascun elemento di 

Se p’ la prop. è vera in base alla 5a. Se p’ la prop .
è vera come corollario della 4a, od anche direttamente:

Da questo teorema segue l’importante corollario :
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E quindi, in base al Lemma 4.1 di P. CoNRAD [5], per n oppor-
tuno si ha:

Infatti tenuto conto delle propp. -1a, 3a e della 3a del n. 1:

ciò che è assurdo. Dunque : ;¡-« b, quindi: r~ « a c. v. d.

= 1Jo + a + r¡2 « c~) ; ciò che, per il precedente teorema, è assurdo.

In base alla la del n. 2: possiamo attribuire agli elementi in-
co-nfrontabili u-ra ordvne di che risulta il

mini,mo ordine di magnitudine.

Inoltre, sempre in base alla la del n. 2, se due elementi, non
appartenenti ad 3 non sono confrontabili fra loro, nel senso che
la loro differenza è un elemento inconfronta,bile, ciò non’ accade
più per un multiplo di uno rispetto all’altro ; Pertanto:

13°) L’insieme degti ordini di magnitudine è totalmente

ordiMto.

Conveniamo di assumere come ordine di magnitudine di un
elemento negativo quello del suo opposto positivo. Allora dalla
prop. 7a e dalle la, 4a di questo n. risulta direttamente che:

14°) Il sistema di G costituito dagli elementi con l’ordine di

magnitudine  ~J oppure . Il è . un sottogruppo; che indicheremo
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rispettivamente con G /I oppure con  In particolare:

Per le applicazioni geometriche è utile la seguente:

Def. 2. ( - b + a « a) = (a~ ~ b) e i due elementi a, b si dicono

quasi-equali.
È evidente che a --, b ~ a. ~·.. b (cfr. prop. 4°) e che la

quasi-eguaglianza. P una relazione di equivalenza.

Segue direttamente [2° del n 1, 15°] che :

5. Mappe isotone di G.

Poichè, in base all’,4z Vi, 3 è un sottogruppo normale di G,
possiamo considerare un gruppo G, .~----~ e il conseguente
omonomorfismo canonico.

J essendo inoltre convesso, al monoide G+ c G corrisponde
- 

in 92 un monoide G  c Gi, che soddisfa in Gi alle condizioni

I, II, III (n. 1). Quindi Gt può assumersi eome monoide degli
elementi positivi di G1.

Pertanto :

10) po-gru.ppo G (I, II, ‘’1) è gruppo f atto-
nale (I, II, III), che è pcrtanto un o-gruppo.

. 

Sappiamo che ogni elemento inconirontabile è infinitesimo
attuale rispetto ad ogni elemento positivo. Ammettiamo ora

che G goda di questa ulteriore proprietà 
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V,) Ogni elemento che può essere Uft, infinitesimo 
11ft elemento inconfrontabile di G.

Per un tale gruppo Q’ possiamo quindi, in base alla prop. 20
del n. 2, affermare che :

2°) n monoide G+ C invariante,

un por-gruppo (n. 1).
Inoltre, tenuto conto anche della 1*:

3°) n gruppo 11n or-gruppo (n. 1).

6. L’antiautomorfismo o.

La mappa sul po-gruppo 

è un antiautomorfismo involutorio,

Nella geometria sopra una retta si richiede l’esistenza di un
antiautomorfismo involutorio w(z) = ae:

per cui: (0(6+) = G+.
Il gruppo (~ risulta allora dotato anche di un automorfismo

involutorio:

per cui F(G+) = - G+; e viceversa: w = f F --- Ff.

Consideriamo pertanto l’ipotesi :

VII) Il po-gru p po G è dotato di un antiautomorfismo OJ.
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10) verifica facilmente che in un o-gruppo G(1, II, Ili,
VII) : l,e seguenti proprietà gono equivalent-i [6,21:

( 1 ) O) è 

(2) G è abeliano ;
(3) G+ è invariante ;
~4) G è 

È inoltre immediato che [6]:

= E + a + e; che permette inoltre di

affermare che:

Dimostriamo ora che:

cioè : Zl commutatore di una somma positiva è un infinitesimo attuale
alla somma, stessa.

Infatti sarà : = b + 1í2 +

-~- a -~- 1]1 = b -~- a -~- 1}1 -~-- ~l -~- ii. Quindi, in base alle propp.
2a (n. 1 ), 15a (n. 4 ) e all’attuale 2a, F + + 1J « a -1- b .

Conv©nia,mo tii chiamare un po-gruppo che goda della proprietà
ora dimostrata quasi-abeliano.

Possiamo ora completare la prop. 16a del n. 4 mediante 1~:

seguente, scritta per a, b &#x3E; 0:

aperta. Non si è riusciti a dimostrare che, per un

o-gruppo (~’ (I, II, III, VII) l’antiautomorfismo u~ sia neces8a-

riamente identico oppure dare un esempio in contrario [cfr. 3].
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7. Il gruppo delle ampiezze e delle rotazioni.

Sia dato un po-gruppo A (I, II, Vu VII) dotato di un elemento
centrale 1~ di ordine di magnitudine massima.

Poniamo n = 2R e _g = 2~ = 4~.

Chiameremo A gruppo delle ampiezze.

Poichè il gruppo monogeno (g) generato da g è invariante,
possiamo considerare un gruppo che si dirà un

gruppo di rotazioni.

Il sistema A* = {a E ~, - ~  2r}, dicesi il sistema delle
ampiezze primitive. 

’

L’omomorfismo A - F stabilisce una mappa biettiva fra A* e T.
Un’ampiezza £« 9 si dirà semplicemente in finitesima. Le

ampiezze non infinitesime, il cui sistema indicheremo con Â~ ,
hanno tutte l’ordine di magnitudine di g.

Ogni fejt ammette una determinata rappresentazione del

tipo: . _

con ed m intero; ecc......
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