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SOPRA I PROBLEMI AL CONTORNO PER LE
EQUAZIONI INTEGRO-DIFFERENZIALI LINEARI
A DERIVATE PARZIALI CON DERIVATA
D’ORDINE SUPERIORE DI PICONE

Nota *) di DEMETRIO MANGERON (a Iasi)
e L. E. KrRIVOSEIN (¢ Frunze)

L'importanza vieppii crescente accordata in questi ultimi
tempi alle schematizzazioni matematiche, tradotte in equazioni
integro-differenziali lineari o no, dei problemi di fisica, meccanica,
teoria dell’elasticita e tecnica, incominciando col problema di tra-
sporto delle particelle (V. S. Vladimirov [1], G. F. Kohlmayr [2]
ed altri ancora) e concludendo col problema di stabilita delle
soluzioni dell’equazione del plasma linearizzata, oppure con lo
studio della dinamica dei reattori (R. Bellman e J. M. Richard-
son [3], J. J. Levin e J. A. Nohel [4] ed altri), ha contribuito
alla spinta verso l'elaborazione dei nuovi metodi di studio dei
problemi al contorno concernenti svariate classi di equazioni
integro-differenziali, includendovisi anche i procedimenti di cal-
colo numerico e di programmazione. Si debbono citare in questo
proposito i lavori delle scuole di M. Picone [5], di V. Ia. Bykov [6],
[7], di S. Vasilache [38], come pure parecchi lavori degli autori
stessi.

Questo lavoro costituisce la continuazione di una serie di note

*) Pervenuta in Redazione il 19 Dicembre 1962.
Indirizzi degli Autori: Seminario Matematico dell’Istituto Poli-
tecnico di Iasi (Repuhblica Popolare Romena) e Facoltd di Scienze Mate-
matiche e Fisiche dell’Universitd di Frunze (U.R.S.S.).
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degli autori [9]-[16] relative alla teoria delle equazioni integro-
differenziali lineari.

Nel § 1 si studiano i problemi di esistenza e di struttura delle
soluzioni dei problemi di Goursat e di Dirichlet per equazioni
integro-differenziali alle derivate parziali, relativi a domini d’in-
tegrazione costanti ¢ variabili.

Tramite certe trasformazioni integrali appositamente costruite
si perviene a sistemi di equazioni integrali, la eui analisi conduce
ad una serie di conclusioni concernenti la risolubilitd e la struttura
delle soluzioni delle equazioni di partenza.

Nel § 2 si espongono i metodi di determinazione approssimata
delle soluzioni dei problemi considerati, elaborati dagli autori,
e cioe: i metodi delle ineguaglianze integrali, dei polinomi del
tipo di S. N. Rernstein e delle formule di cubatura, includendovisi
le valutazioni degli errori commessi.

I1 § 3 & consacrato alla risoluzione delle equazioni integro-
ditierenziali alle derivate parziali mediante 'applicazione di po-
linomi del tipo di 8. N. Bernstein appositamente costruiti. Un
tale procedimento conduce alla riduzione del problema considerato
ad un sistema di equazioni integro-differenziali ordinarie.

I1 § 4 ¢ consacrato alla deduzione delle valutazioni a posteriori
e a priori delle soluzioni dei problemi al contorno per alcuni
tipi di equazioni integro-ditferenziali alle derivate parziali. Nel-
P’ambito delle valutazioni a priori ¢ stata dedotta un’inegua-
glianza che pud essere considerata in un certo senso come l’ana-
logo bidimensionale dell’ineguaglianza cramai classica di Gronwall,
largamente utilizzata nella teoria qualitativa delle equazioni dif-
ferenziali.

Rinunciamo qui all’enumerazione degli indirizzi in cui pro-
cede la via di estensione e di generalizzazione dei risultati con-
seguiti, rinviando alle sorgenti di questo lavoro che constano
di una serie di note del primo degli autori [17]-[20], gia utilizzate
con profitto da F. Manaresi [21], M. Salvadori [22], E. de Giorgi
[23], G. Stampacchia [24], M. Yu. Berezanski [25] ed altri an-
cora, relative ad un nuovo tipo di problemi al contorno per gli.
operatori differenziali non ellittici

(@) [A(r)u’ — AB(r)u] + A[B(r)u’ + C(z)u] =0,
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(b) u |i'lz =10, R(e; <.r; <.07°),

(0 =1,2,..,2n),

ove u' rappresenta la derivata totale di una funzione wu(r,
Fyy ey &yy), introdotta dall’illustre aceademico linceo M. Picone
[26] e definita tramite

onu

(e) Du==u = _. _
b-""lbmg cee D.’L‘.z,,

e di una serie di lavori del secondo, concretizzati nella sua tesi
di abilitazione [27]; e segnaliamo soltanto il fatto che 'inegua-
glianza assai interessante (4.18), relativa alle equazioni integro-
differenziali considerate in questo § 4, appositamente modificata,
puod essere applicata anche alla valutazione delle soluzioni di
equazioni integrali ad un numero qualunque di dimensioni.

§ 1. Risolubilita e struttura delle soluzioni dei problemi al con-
torno non omogenei di Goursat e di Dirichlet.

a) 1l problema di Gowrsat.

Consideriamo il problema di risolubilita e di struttura della
soluzione del problema di Goursat [28]:

(1.1) [Diu(@, ¥)]eme = @iy) ;5 [Du(e, Y)l=c = pi)

G=0,1,..,k—1)

per 'equazione integro-difierenziale alle derivate parziali

[ 0 bt‘+i A
Dru(A) + 24—2-1 Az"_lr,,.( A) a_r:lb(_y_r) -

1.2)
£k d+iu(B)
— 1) +2 [ 3 3 Kt 1 D
S

i=0 j=0
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2.
ove Du(A) = ?_1;% ’;!? ¢ la derivata totale nel senso di Picone,
mentre '
dTW(B) _ 2wl m)
VR SV
ditiu(A)  ditiu(x, ) ) B '
Tyt w0 dove JA) =1@ )5

K, (4, B) = K,(x, y, & 1), e(y) , v.(z),

ri;(d) = r,(x, y) sono funzioni continue note per tutti i valori
delle variabili z, £ € [a, b], y,n€[c,d]; 8 = [a,d] X [¢,d] & un
rettangolo; u(A) = u(x, y) é la funzione ricercata; A & un pa-
rametro: £ un numero naturale arbitrario. Inoltre almeno una
delle funzioni K,(A, B) non diventa identicamente nulla se
{(r,y), &, mM}eT = {a <& <> <b: ¢ <y <y<d}, oppure
{@ ), & n}el —T.

Cerchiamo di determinare la soluzione del problema (1.1),
(1.2) nella classe delle funzioni continue, 2k volte continuamente
derivabili [36], del tipo

(1.3) u(A) = D) + 4 J‘J‘ N(4, Byy(B)B,

T
ove @(A) ¢ N(A, B) sono funzioni note, soddisfacenti alle con-
dizioni seguenti:

(1.4) D*P(A) = f(4), [P(A)]e=0 = @i(y), [DDP(A)]y=c = pi(x),
(G=0,1,..,k—1);

(1.3) N4, B)y=[=—8@F —nF*[(k —1'*; dB =dédn:

e v(A) & la nuova funzione incognita, definita tramite la formola

. k k bl+1u(B) _
o(4) = f > 3 K4, B) g B
(1.6) 8
[] 0 bi+iu(A)

-3 S

i=k—1 j=k—1 QT dY’
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Applicando 'operatore

P[-]:HE S K4, B) ati aB—3 32

> =0 =0 i=k—1 j=k—1 aridyi

all’equazione (1.3), si ottiene I'equazione integrale nella nuova
funzione incognita »(A):

o(d) — 4” Ly(4, Bye(B)B —
T

-2 f f L.(A, B)r(B)B = F(1,1),
S

ove L,(-), L.(-) e F(-) sono funzioni note, continue per tutti
i valori delle variabili {(x, &), (¥, )} € S. L'equazione (1.7) pud
essere scritta sotto la forma piu concentrata

(1.8) r(4) — 4 f f L(A, Bye(B)dB = F(A. %) .
S

Dall’equazione (1.8) risulta che, se 4 non é un autovalore
del nucleo L(A, B), esiste ed ¢ unica la soluzione del problema
iniziale (1.1), (1.2). Infatti, in questo caso esiste, 1a soluzione unica,
dell’equazione (1.8), che trasecriviamo sotto la forma v(A) =
= w(4, 1). Pertanto

(1.9) u(4) = &(4) + 2 f J' N(A, Bue(B, A)iB
T

© la soluzione del problema considerato.

Se A ¢ un autovalore del nucleo L(A4, B) di rango 7, allora la
soluzione del problema (1.8) e per conseguenza anche la soluzione
ricercata del problema (1.1), (1.2) esiste allora ed allora soltanto
che siano soddisfatte le eguaglianze

(1.10) I P(A, Dh(A)dA =0, (=12 ..,7)
S
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ove h(d) (¢ =1,2,..,7) sono le autosoluzioni corrispondenti
all’autovalore i del nucleo aggiunto del nucleo L(A, B).
Nell’ipotesi che le condizioni (1.10) siano soddisfatte, si ha

1) () = &) + 2 [ [ ¥4, Bypeass, 1 + 3 qandmias,
T 1

ove wy(A, ) ¢ una soluzione particolare arbitraria dell’equazione
(1,8), wi(d,4) (¢ =1,2,...,7) sono le autofunzioni corrispon-
denti all’autovalore A del nucleo L(A, B) e ¢q,, ¢, ..., ¢, sOnO
costanti arbitrarie.

Se le funzioni K, ;(4, B) (i,j = 0, 1, ..., k) sono tali che hanno
luogo le uguaglianze

\ K4, B), BeT
(v) K. (4, B) = A
lo , BeS-T,

allora il problema (1.1), (1.2) ha sempre una soluzione unica
nella classe di funzioni continue, 2k volte continuamente deri-
vabili. Infatti, in questo caso 1’equazione (1.7) diventa

1.12) v(A) — A ” K(A, Byo(B)dB = F(4, 1) .
T

Poiché ’equazione (1.12) possiede sempre soluzione, che rap-
presenteremo sotto la forma v(4) = E(A4, 4), risulta che

w(d) = P(4) + 1 H N(4, B)E(B, )dB
T

¢ Dunica soluzione 2k volte continuamente derivabile del pro-
blema considerato.

Si pud quindi enunciare il seguente

TEOREMA 1: Se A non é un autovalore del nucleo L(A, B), allora
il problema (1.1), (1.2) possiede una sola soluzione 2k volie deriva-
bile con derivate continue, che si rappresenia sotto la forma (1.9).
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8e invece A ¢ un autovalore di rango r del nucleo L(A, B), allora
Vesistenza della soluzione del problema (1.1), (1.2) nella classe
delle funzioni provviste di derivate sino all’ordine 2k incluso con-
tinue é assicurata allora ed allora soltanto che abbiano luogo le
uguaglianze (1.10). Quest’ultime essendo soddisfatte, unicita della
soluzione del problema posto — come risulta dalla formola (1.1) —
non ha piw luogo.

Il problema (1.1), (1.2) possiede sempre una soluzione unica 2k
volte continuamente derivabile se i nuclei dell’equazione integro-
differenziale (1.2) godono della proprieta (V).

b) Il problema di Dirichlet.

Ci proponiamo di stabilire le condizioni che assicurano 1’esi-
stenza e 'unicitd della soluzione del problema di Dirichlet

(1.13) u(4) In = pol®, y) ; Diu(A) ln. = u»,y)

i=1,2..,k—1),

per lequazione integro-differenziale (1.2), ove R é il contorno
del dominio S;

\ r=a, e<y<d,

(1.14) R, =
? y=¢c, a<x<b;

px,y) ¢ =0,1,...,k —1) sono funzioni continue note per
tutti i valori delle variabili (z, y) € 8.

La soluzione del problema (1.13), (1.2) si costruisce sotto
la forma

(1.15) u(4) = n(A) + A f f M(A, B)yo(B)dB,
S
ove v(A) é la nuova funzione incognita, determinata tramite

la relazione (1.6), n(A) ¢ una funzione nota, soddisfacente alle
condizioni al contorno non omogenee (1.13), mentre M(A, B) ¢ la
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funzione nota [29], definita come segue

‘M(‘I"7 ) '7) =

(@ —a)b — &)y — e)(d — p)P?
(b —a)d —)P1-(k—1)!

r< &y <y,

Ve — a)(b — &)1 s
A

[(y —o)d — )2 sy <
(;’—_ c);—l—(k—iﬁi)ﬁi;’ £ >57 u &'7*

(L16) = A\l —od — i

. /.
: { (d — ¢)*

_ k—1
(¥ —7n) \

(@ — a)b — 5P
b —ayik —1)13’

e <& y>m,

V(@ —a)b — &)

! / (c — a)*?

Ay —od—nF* @ —n*")

ld—ept-(k—1)1% (k—1my

@ — gy {-

=& y=>n.

Dalla struttura della funzione (1.16) si vede che essa soddisfa
alle condizioni omogenee al contorno

(1.17) M(A,B) |z =0, D‘M(A,B) |5, =0 (i =0,1,...,k —1).

La funzione (1.15) soddisfa le condizioni al contorno (1.13)
qualunque sia la funzione v(4). Ci resta da determinare la v(A)
in modo che la funzione (1.15) soddisfi 1’equazione integro-
differenziale (1.2). Sostituendo (1.15) nella (1.6) ed eseguendo
le semplificazioni necessarie, si perviene all’equazione integrale

(1.18) v(4) = w(4) + 1 f f E(4, Byo(B)dB,
. s -

ove w(A4) e E(A, B3 sono funzioni note per tutti (4, B) e S.
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Adungque il problema di risolubilitad del sistema (1.13), (1.2)
si & ridotto al problema di risolubilita dell’equazione integrale
(1.18). Eppercid, se esiste una soluzione continna dell’equazione
(1.18), allora esiste pure soluzione del preblema al contorno
iniziale nella classe delle funzioni 2k volte continuamente deri-
vabili. Sia »(4) = W,(4, 2) soluzione del problema (1.18). Allora

(1.19) u(d) = =(4) + 2 J j M(A, B)W (B, 2)B
S

€ la soluzione del problema (1.13), (1.2).

Si ha per conseguenza il seguente

TEOREMA 2: Il problema (1.13), (1.2) ¢ equiralente al sistema
delle equaziont integrali (1.15), (1.18) mel senso che la risolubilita
del sistema delle equazioni (1.15), (1.18) porta di conseguenza la
risolubilita del problema al contorno imiziale. Il problemea (1.13),
(1.2) é risolubile nella classe delle funzioni 2k volte continuamente
derivabili allora ed allora soltanto che esista una soluzione continua
dell’equazione integrale (1.18). Tuttavia, se ) non é un autoralore
del nucleo E(A, B), allora la soluzione del problema (1.13), (1.2
8t determina univocamente secondo la formola (1.19). Se perd A
¢ un autovalore di rango v del nucleo E(A, B), allora non esiste
soluzione del problema se le autofunzioni m,(A),m, (4), ..., m,(A)
corrispondenti all’autovalore A del nucleo E(A, B) non sono orto-
gonali alla w(A), se invece hanno luogo le uguaglianze

f mA)(A)dA =0 (=1,2,..,),
S

allora la soluzione esiste, ma non é univocamente determinata, ed
¢é data dalla formula

1.20) o) = 2(4) + 4 [ 34, o8, 1 + 3 godBras,
=0
S

ove V, (4, 2) é una soluzione arbitraria particolare dell’equazione
(1.18), v,(A4), vs(4), ..., v,(A) sono le autofunzioni corrispondenti
al valore proprio A del nuecleo E(A, B), q,, qs. ..., q, 80n0 costants
arbitrarie.
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OSSERVAZIONE 1: A diflerenza dal problema (1.1). in corri-
spondenza all’equazione integro-differenziale

[ [ 1+lu(‘.l)

D*u(A) + 3 Y ri(d) _,.,\,,;

i=k—1 j=k—1

(.21) pecru(B
= f(4) = zf S SR, B bt’li(’) B,
T

i=0 j=0

il problema (1.13), (1.21) puo essere: a) univocamente risolubile,
b) irrisolubile. oppure ¢) non univocamente risolubile nella classe
delle funzioni 24 volte continuamente derivabili. Infatti, appli-
cando all’equazione (1.13) I'operatore

2 2 1 ditiu(A)
*(4) ?_—-.r—kz'—l j=l.z-—1r“(‘ ) bﬁ';'m +
B
(8 S e,

si perviene all’equazione integrale di forma (1.1R).
2. Se nella (1.2) hanno luogo le uguaglianze

rA4) =0, K 4, B) =0 (i,j=1,2 ..,k

ToolA) =0,  Ko(d, B)s£0, (4, B)eN,

allora la risoluzione del problema (1.13), (1.2) conduce all’equa-

zione integrale
u(4) = n(d) +

+2 H M(A, B) [r,.(B)u(R) + f f Kool B,C)u(C) d(!] dB =
S S

(1.22)
=m(4) + 4 f f E.(A, Byu(B)iB
S

la cui soluzione risulta tuttavia anche la soluzione del problema
iniziale.
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§ 2. Risoluzione con approssimazione dei problemi al contorne.

1. I metodi di risoluzione dei problemi al contorno elaborati
nel § 1 erano adatti al caso in cui sono noti i nuclei risolventi
dei nuclei delle equazioni integrali (1.8), (1.12), (1.18), ... . Consi-
deriamo adesso il caso in cui i nuclei risolventi testé mentovati
sono sconosciuti. Per fissare le idee, consideriamo il problema
al contorno (1.13), (1.2). Supponiamo che nell’equazione (1.13)
abbiano luogo per tutti (4, B)e 8 le segunenti ineguaglianze:

(2.1) EA4,B)>0, wd)>0, Ai>0.

B soddisfatta inoltre la condizione di esistenza ¢ di unicita
della soluzione del problema proposto e

(2.2) l, =1 — max J. f AE(A, B)dB >0,
Q
S

ove § = {0 <1 < A,; 8}, mentre le funzioni note vy(A4) e w,(A4)
sono tali, che hanno luogo le ineguaglianze

(2.3) v,(4) — Af J' E(A, Byv,(B)dB — w(Ad) = a,(4,2) <0,
S

(2,4) wo(4) — A f f E(A, Byw,(B)dB — w(A) = f.(4,1) >0.
S

Allora

(2.5) ve(4) < v(4) < wo(d), A€SN.

Le approssimazioni ulteriori della funzione v(A) si realizzano
secondo le formole

(2.6) 0id) = to(4) — 3 y(4, A) »

=0
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2.7) () = () = 3 Bl ),

ove «, (4, 4) e p (4, 4) sono le deviazioni d'ordine p, che si otten-
gono in segunito della sostituzione delle funzioni r,(A) e w,(4)
rispettivamente nell’equazione (1.18). Tuttavia vi sono valide le
ineguaglianze

(2.8) r(d) < r(d) <wed) (deNi=1,2..).

La condizione (2.2) assicura la convergenza assoluta ed uni-
forme delle successioni {n,(A)}s°, {wi(4)} verso la funzione
r(.1). In tal modo si ha

(2.9} l'im u(d) = a(d) +
+ 7 [[JI(A, B)[eo(B) — ia,,(l:. B — = u(d)
.Sv p=0 .
(2.1 !im U,(4) =a(d) ~
- A ff M(A, B)wo(B) — f:p’,,(l-i, AdB = u(4) .
p=0 )

Ne el st ferma al passo dlordine i, Perrore commesxo puo
exsere valutato secondo le inegnaglianze

| Dlu(d) — u(4)] |
(2.11)

<;«H | D2M(A, B) -
| D[u(A4) — Uy(A)] | >

“[UAB) — udB)] |dB, (A, ) €Q: p=0,1,..., k — 2.

Se 4 >0, E(4, B) <0, la funzione w(4) cambia di segno
nello N; (A, B) € 8, hanno luogo le ineguaglianze

(2.12) [, =1— p+ ff | B4, B) |dB >0,
S

(2.13) o(d) + ,_ill‘ f f EA4, BYB >0
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e se si ha

(2.14) Ey(4, B) >0

oppure E,.,(d,B) <0, (4,2) €, ove E,(A,B) ¢ il nucleo
iterato d’ordine r rispetto al nucleo E(4, B), allora, si possono
costruire pure in questo caso due successioni di funzioni appros-
simanti la funzione rispettivamente dal di sopra e dal di sotto [30].
Si deve sottolineare che in questo caso, nell’ipotesi di validita
delle ineguaglianze (2.12), (2.13) e della E,,,(4, B) <0, (4, B)€ 8,
si possono costruire, ad esempio, partendo da una funzione
ro(d) < w(d), 48, le ineguaglianze

2.15) () <e(d) <ea(4) 6 =0,1,...; AeN).

In questo caso per le funzioni u,(d) e U,(A) si prendono

wi(A) = () 2 4 j J. (A, By.(B)B,
(2.16) s

UL(4) = () + A J f (A, Byrsun(B)MB,
S

e ’errore commesso si pud valutare secondo 'ineguaglianza (2.11).

2. In una serie di lavori del tutto recenti [31], [32] si é ela-
borato un metodo polinomiale per la risoluzione approssimata
delle equazioni integro-differenziali. Proponiamoci di applicare
in cid che segue il metodo polinomiale alla risoluzione del problema
al contorno (1.13), (1.2). Senza menomare la generalita, poniamo
inoltre soltanto per semplificare la scrittura nella (1.2) 7.
(A) =0, A € 8 e supponiamo che il problema considerato pos-
sieda nel dominio @ una soluzione unica nella classe delle fun-
zioni 2k volte continuamente derivabili. Sia v(4) = W,(4, 1) una
soluzione continua dell’equazione (1.18) per tutti i valori

(A’Z)GQ:{S’ll <2- <;~g}.
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Costruiremo una soluzione approssimata dell’equazione (1.18)
sotto forma di polinomio del tipo di S. N. Bernstein [33]:

n »
(2.18) C.(d) = 20 EOT,,,.(.L‘)TW(_I/)L‘(V ‘n, 8. p),
= 8=
ove
(2.19) Tolr) = Co?(1 — )n=r = T,o(y) = Ciy*(1 — y)—*;

mentre come al solito con C: si & notato il numero delle combina-
zioni di r elementi a i a i. Tenendo conto delle ipotesi fatte, hanno
luogo le ugnaglianze

(2.20) lim (', (4) = r(4),

n,p—>oo

2.21) a(A) + 2 lim Jf M4, B)C,(B)dB = u(d) .

1, })—>00,

Per conseguenza, se ¢i si ferma alla suddivisione (n, p) del
quadrato 8, si pud considerare la funzione

(2.22) a(d4) + JJ.J[(A B) i i v iy 8 p)Tal8)T ,o(n)dédy
S

r=08=

come soluzione approssimata del problema (1.13), (1.2). Per la
determinazione dei coetficienti incogniti ¢(v ;n, s p) formiamo
il sistema

n »
TEinjip)—723 Dr(rin.s.p) ffE(i:n,j:p,E,:;)-

v=0 8=0

S

(2.23) . .
T E)T ,()dEdy = o(i . ny j . p)

(E=0,1,..,n;j=0,1....,p).
Supponiamo che il determinante del sistema (2.23), 4,,(4),

sia diverso da zero. Allora (2.23) ¢i conduce alla determinazione -
delle incognite

Frin,8ip) = qur s k) v=01,..,n;8=01,...p)

ove q,.(r, 8, 4) sono quantitd note.
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Consideriamo la funzione

Unp(-4) = (4} +

v=0 8=0

(2.24) noop .o
+ 2 M(A, B) z z Caalvy 5 A)T o 8T () Edn
S

come soluzione approssimata del nostro problema.

Se ha luogo l'ineguaglianza (2.2), la valutazione della devia-
zione tra le funzioni u,,(A4) e u(4) per tutti A €N si consegue
nel modo seguente. Introduciamo la funzione

Funld, 2) = O, (d) — zfj E(4, B)C,(BYIE — o(4) .
S

NSi ha allora

(2'25) ’ "(A) - (_"nn("l) } < max !;rw(-'ic }~) ! :Il =0,
Q

(2.26) | w(d) —W,n(4) | < aH | AM(A, B) | dB,
S

ove

(—"M'(A) = 50 sg)%»(”, 8, A) T ne(®) T ,0(y) (4,2)eq.

Una via alquanto diversa dall’applicazione dei polinomi del
tipo di S. N. Bernstein alla risoluzione del problema (1.13), (1.2)
consiste in cid che segue. Nelle nostre ipotesi ha lnogo egua-
glianza al limite

b'+jBn,,(A ) . bﬁiu_(_‘fi,)

221 i » riNgd N i,j =0 ey K
( ‘) 11,111l—l>loo bm"by’ b,/p"byi (l ] 711 ’I‘)7
ove

" n
(2.28) By(A) =3 Surin s )T, ().

r=0 8=0
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Partiamo dalla formola (1.15), ¢he traseriviamo sotto la forma

0 0 i+tiy(B
u(A) = 7(4) —lffM(A B3 5 rnm -
i=k—1 j=k—1 >

(2.29)

—”Z S K4, B)° ’ff__) l(] dB .

i=0 j=0

Introduciamo nella (2.29) invece di u(-) la funzione B,,(-),
ponendo poi *x =« :n, y =f.p e tenendo conto del fatto che
sulle rette x =0, =1,y = 0, y = 1 u(A) é una quantita nota,
si perviene al seguente sistema di equazioni

u(a n, ﬂ p) - a' z Z u(v n, 8. p)o,.,(a, ﬂ)

r=0 8=0

(2.30) = n(a:.n,f.p)

(¢a=0,1,...,n —1,=0,1,...,p — 1),

ove
Onp(Uy ﬂ) =
0 0 a‘+’
~[[Mempn | 33 rut g et~
(2.31)

=0 j=0

- Jf i i K“(B’ C) a*ﬁ ,,,(t)T,,,(T)(lC] dB
S

Se il determinante del sistema (2.30) ¢ diverso da zero, esso
conduce alla determinazione delle incognite u(» : n, 8 . p), poten-
dosi quindi scrivere

(2.32) uy:in,s:p) = Ou,(v, 8, A)
v=12,...,n—1;s=12,...,p —1).

Per conseguenza, tutte le quantita a secondo membro delle

16
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(2.28) sono note e per la soluzione approssimata del nostro pro-
blema si prende la funzione

233)  Wap(4) = a(4) + A f f M(4, B)P(B.,}iB,
S
ove

Busd) =3 3 00,03, 8, ATwi@)Toily) ;

i=0 j=0

0.5(0, 8, 2) = 7(0, 8; P) ;

0,,(v,0,4) =nm(v.m,0) (8=0,1,...,p;»=0,1,...,m).

La valutazione dell’errore commesso si conduce nel modo
seguente. Sia «,,(4,4) la deviazione ottenuta come risultato
della sostituzione nell’equazione (2.29) della funzione (2.33).
Ponendo

(239 H4) = Tonl4) — u(4),
_ (2 >r+12(B)
M) = PN = [[ 3 3 Ko, By 5% ap —
(2.35)
o 2 24+32(A)
_i=zk—l :=kz—1r“(A) ddy’

si perviene al sistema di equazioni integrali con funzioni inco-
gnite 2(4), h(4):

(2.36) #A) = a,,(4,4) + A f f M(A, B)k(B)B,
2 .

(2.37) h(A) — 4 f j E(A, B)W(B)dB = F,,(4, 1) .
S
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Supponendo soddisfatta 'ineguaglianza (2.2), si trova
| u ‘"1) - unn(A) I |(‘7w(‘1 }') ] +

(2.38) + jf | 2M(A, B) |dB - max | F,,(4,2) |:1,,
Q
S

4,0)e€q.

OsSERVAZIONI 1: In modo analogo si possono costruire so-
luzioni approssimate del problema (1.1) pel le equazioni integro-
differenziali (1.2) e (1.21).

2. Nella risoluzione del problema (1.1) per le equazioni in-
tegro-differenziali (1.2) e (1.21) si pud utilizzare anche la seguente
formola:

(2.39) Unp(A) = D(A) + J f N(4, B)D*B,,(B)dB .
T

3. Se per soluzione approssimata del problema (1.13), (1.2)
si prende la funzione

-— n

(2.40) B - z —i()o"n(y’ 81 A)wa(w)Tﬂs(y) ,

r=0s

8i otterranno le deviazioni, generalmente diverse da zero, sosti-
tuendo la (2.40) nella (1.2) oppure nella (1.13). Allorché le funzioni
(2.33) e (2.39) soddisfano con esattezza le condizioni (1.13).

3. Rappresentiamo approssimativamente 'integrale a secondo-
membro dell’equazione (1.18) sotto la forma

i=1j=1

ean  [[Bu, Bomans$ § o, [Ba, pas,
s i

iy ps) € 845 = [®y Top] X Y5, Ysu[< 8,

ove [(&;,n;) ¢ un valore approssimato della funzione v(x, y) nel
punto (&;, ;). Invece che all’equazione (1.18) si perviene allora.
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all’equazione

i=1j7=1

@) o) = o)+ 45 S e [[ B0, man.
Sy

Ponendo nella (2.42) v=%, y=n («=142,...,7; f=
=1, 2, ..., 8), si perviene al sistema di equazioni numeriche

r 8

(2.43) Lop— A Y zlc” EY = wepla = 1,2, .y 13 f = 1,2, ..., 8),
i=14=

ove

Caﬁ = C(Ea, ﬂﬁ) ] Wap = (U(Ea’ nﬁ) ’ E;ﬁ = fJ.E(Em 0By B)lB .

Sy

Supponiamo che il determinante del sistema (2.42), A,(4),
sia diverso da zero. Se ne deduce poscia {,; = 1,;(A) ¢ = 1, 2, ...,r;
i =1,2,..,8), ove l;(A) sono quantita note. Eppercio

(2.44) &(A4) = o(d) + A )': S 1,(4) f f B(A, BB = d,(4,2),
i=17=1

S¢y

(2.45) U (A) = n(d) + 4 f f M(A, B)d,(B, )dB .
S

La funzione (2.45) si prende come soluzione approssimata del
problema iniziale (1.13), (1.2). Il valore della differenza | u(A) —
— u,,(A) | pud essere valntato nel modo seguente. Dalle (1.18),
(2.42) i ha

o) —t4) — 23 3 f f [E(A, Byo(B)— E(A, B).,,JdB=

i=1/=1
Sys
(2.46) r s
—o)—c)-2 3 3 [[ s,y —cion +
S

R E

+ [&(B) — L1} dB .
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Supponendo che dall’equazione (2.46) si é stabilito che
(2.47) max | »(4) — $(4) | < ¢4,
S
se ne deduce
(248) | u(4) — up(4) | <\q,s”|zM<A, B)|aB, (4, A4)eQ.
S
Se per lintegrale di cui sotto si prende I’espressione appros-
simata
r 8
(2.49) If E(A, Byo(B)dB wz] z] E(A,&,,m,) J] A(B)dB ,
) = Sis
allora si ha

(2.50) H(A4) = w(d) + 4 Z 2 E(4, &, n)H,,

r=1 j=1
ove si ¢ posto H, = j O(B)IB(i =1,2,...,7r;j=1,2, ..., 8).
Sy
Introducendo le notazioni
o = [[ottiaa, B, p = [[ B4, naaa,
Sap S,ﬁ
si ottiene per la determinazione dei coefficienti ignoti H ;; il sistema

di equazioni integrali lineari

r 8
Hoys — 242 ZH,-,E,p(i, )=y (@=1,2,...,75=1,2,..,8),

i=1 j=1

che trasceriviamo in forma piu compatta

(2.51) > 3 Lapliy §, D Hy; = wap

r=1 j=1

a=1,2,...,758=1,2,..,8).
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Supponendo che il det | Ius(i, j, 4) | # 0, dalla (2.51) si trova
(2.52) H,; = n(A)
(t=12,..,r:j=1,2,....%),

ove 7y(A) sono numeri noti. Per conseguenza si ottiene
(2.53) 0(4) = w(A) + 123 X E(A, &, n)na(d) = ¢,.(4,2) .
i=1 j=1

Per soluzione approssimata del problema (1.13), (1.2) «i prende
Ia funzione

(2.54) w(A) = m(A) + 4 f f M(A, By, (B, i)dE .
S

Ci proponiamo di valutare P’errore commesso. Supponiamo,
ad esempio, che abbia luogo I'ineguaglianza (2.2). Si ha allora

{2.55) max | v(4) — 6(4) | < max i iff |A[E(A, By —
K Q i=1j=1

Sy;

— E(4, &, 77:')]0(3) | dB . l, = ¢,.

(2.56) | u(4) — u’,(4) | <e f f | AM(4, B) | dB, (4,1 €qQ .
S

Un altro modo di conseguire la valutazione dell’errore ¢om-
messo consta in c¢id che segue. Supponiamo che dalla

o(4) — 6(4) =43 ¥ f _f {B(4, &, 7)[*(B) — 6(R)] +

=1 j=1
S“

+ [E(4, B) — E[A, &, n,)In(B)} dR

si gia trovato

i=1 j=1

) -6 =3S3 ” (4, B, Ar(B)R .
Sy

H
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Allora, se

r s

(257) (3=1—max )y > J‘ | 0:(4, B,2) |dB >0,
Q i=1 j=1
S,

i

ne risulta
| o(4) — 6(4) | <

r

<3 f |84, B, 2) | dB - max | 8(A) |11y = p(4, A),
i=1 j=1
S‘-,

€, per conseguenza,

(258) |u(d) — uh(d) | < f J' | AM(4, B) | p(B, A)AB, (4, 1) €Q.
S

4. I metodi approssimati escogitati nei punti precedenti di
questo paragrafo si ricollegano al fatto che si & presupposta la
possibilita del calcolo esatto di certi integrali doppi. Nel caso
in cui il calcolo di questi integrali presenti difficoltd notevoli, si
pud utilizzare per la ricerca della soluzione del problema consi-
derato il seguente metodo di cubatura.

Sia nell’equazione (1.2) 7p_;:—1(4) =0 (4 € 8). Rappresen-
tiamo l’integrale che figura nell’equazione (1.18) sotto la forma

=1 j=1

(2.59) f f B4, B(B)YB — 5 3 duB(4, 2., v, (@0, 9,) + 0@, ¥),
S

ove d,; sono coefficienti noti, (»;, y;) € 8 e po(x, y) & Perrore spet-
tante alla formola di cubatura scelta. Per la determinazione delle
incognite v»(x,, ¥,) si ottiene allora il sistema di equazioni

(2.60) D(0ay Yg) — A D D> B(wa, Yp, iy Y)0(24, Yy) =
i=1 j=1

= 02, Yp) — Ao(&a, Yp) (¢=12...n:=12..,p).

Supponendo il determinante A(n, p, ) del sistema (2.60)
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diverso da zero, si trova

n D
(2.61) (@ y;) = EilA) + Z] ﬁzlyu(ay By Mo(@ay Yp) »
(@ = 1’.27 won;B=1,2,..,p),

ove &,(A), yila,f,A) sono quantitd note. Prescindendo dalle
o(®=, yp) nella relazione (2.61), trascriviamo la soluzione appros-
simata del problema (1.13), (1.2) sotto la forma

2.62)  ua(d) = (4) + f f M(4, B)w(B) +
S

(2.62)

+4 i i dyE(B, z;, y,)&:,(A)ldB .

=1 j=1

Nel caso in cui, ad esempio, abbia luogo un’ineguaglianza
della forma (2.2), la valutazione dell’errore commesso pud essere
conseguita nel medesimo modo utilizzato nel punto 2 di questo
paragrafo.

OsSERVAZIONE. Nel caso in cui non si riesca a calcolare le
cubature collegate alla formola (2.62) in forma compatta, si uti-
lizza pure qui la formola

(2.63) U, (A) =n(4) + 4 g} éj}M (4, ®e) Yp) +

n 14
+ /1.21 .zlduE(‘”z, Yps Eiy Y1) u(A) Map
i=1 j=

del tipo della (2.59).
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§ 3. Sopra un metodo di approssimazione concernente la risolu-
zione dei problemi al contorno.

Applichiamo i polinomi ad una sola dimensione di 8. N.
Bernstein [33], [34] alla risoluzione dei problemi al contorno
per le equazioni a derivate parziali. La portata del metodo pud
essere osservata prendendo ad esempio il problema non omogeneo
di Goursat (1.1) per I’equazione integro-differenziale (1.2), ove
si ¢ posto a =¢c=0,b=d =1, 8§ =[0,1] x [0,1]. I1 proce-
dimento escogitato consiste nella riduzione di questo problema
ad un sistema di equazioni integro-differenziali lineari ordinarie.
Poniamo all’uopo

ww, )~ 3 Oy — gy, i s p) =

i=0
3.1)
--ZImuww, :p)= B, 9) .

Supponendo che il problema posto (1.1), (1.2) possieda nella
classe delle funzioni 2k volte continuamente derivabili una so-
luzione unica, se ne deduce

32 |2 By - 2 u(A)ko
3.2 sy PR — o

[

(G,j=0,1,...k; Ae8).

Poiche
. b w(Ad) 2 du(.v,z p) du,(m)
3.3 ~ Wy~ Y = T
63) e~ 2P mgs 30T 1),
b 'u(A)
si perviene, sostituendo nelle (1.2) ————- secondo le formole

(3.3), al seguente sistema di equazioni integro-differenziali or-
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dinarie:
dFu(x . 0 dru(r
$[Crom 2 3 3 rten T 1w -
&o| dr y=h—1 8=F-1 dr
(3.4)
a*u,
-7 [ z ZI&,,(a", v én Pu(é) Tp)akdy| = f(ax. y) .
r=0 8=0 (]5'
Ponendo nelle (3.4) y = 0, —1 y 2 y ooy (R si perviene al-
rpr r

I’equazione (p + 1) ma col medesimo numero di funzioni inco-
gnite u,(r). Diciamo (3.4 4) questa equazione. La soluzione
dell’equazione (3.1 4) deve soddisfare alle condizioni

flruc’("")

e gliip) (r=0,1,....k —1).

(3.5)

Tuttavia bisogna tener conto del fatto che, in virtu delle
condizioni (1.1) le u{(z) (r = 0, 1, ..., k — 1) sono funzioni note.
Sia uy(x) = Si(x, 4) (¢ = 0, 1, ..., p) soluzione del problema (3.5)
per il sistema di equazioni integro-differenziali

g [0e) .
[ dx* Tirp) .=g L om kZ_lrn(m, r.p)
.d-u,.(a') - B k& e
(3.6) e rip) =4 .52 Ko, 72y &5 )
(l:g;('f) TL")(n)dﬂdf] = f(x, 7. p) ,

r=0,1,..,p).

La soluzione approssimata del problema (1.1), (1.2) é data
allora sotto la forma

G7) sy y) = B(A) + f J' N(4, B) 3 S.& NTom)dB .
L r=0

La valutazione esplicita dell’errore commesso si consegue nel
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mado segnente. Nell'ipotesi della validita dell’ineguaglianza
(3.3) l, =1 — max ff |AL(4, B) |dB >0,
Q
T

<ia B;,(-1, 4) la deviazione conseguita in seguito alla sostituzione
della funzione (3.7) nell’equazione (1.1). Ponendo

(3.9) Upp(A) — u(d) = y(4),
kK . b-’-i—i.,([g)
K, (4. B - B —
J"g) ig) i ) df'bl}’ ab
S
(3.10)

~ 3 S

#=k—1 j=k—1 ridy’

= H(4),
=i ottiene

(3.11)  p(4) = f f N(A, BY[BinB. &) + AH(B)JB,
T

(3.12) H(A) — 2 J' f L(A, BYH(B)AB = 8,,(4, ) .
S

Dalla (3.14) risulta
(3.13) max | H(A) | <max |6;,(4,2) |, =p, .
S Q

Per conseguenza si ha

| ueo(A) — u(d) | < | J' J' N(A, B).o(B, B +
T

(3.14)

+H“N“’" B) |dB - iy = ou(d, A), (4, 1)€Q .
T

Ovviamente ha luogo per ogni (4, 1) € @ la valutazione del
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modulo della soluzione del problema (1.1), (1.2) data dalla:
(3.13) [ w(d) | < |wap(d) | + @us(d, 4) .

OSSERVAZIONE: Se nella (1.2) K, (4, B) =0 (¢,j =0, 1, ..., k;
(4, B) € 8), ’equazione (1.2) diventa un’equazione differenziale
a derivate parziali:

1) Dun) 423 3 ) U

B

Il metodo esposto pud essere adunque applicato anche alla
soluzione del problema (1.1), (3.18).

Esporremo in cid che segue i punti salienti dell’applicazione
del metodo dei polinomi ad una dimensione di S. N. Bernstein
alla risoluzione del problema (1.1), (1.2) (¢ = ¢ =0,b =d = 1),
utilizzando all’uopo il sistema risolvente (1.3), (1.8). Senza me-
nomare la generalita, applichiamo la formola

(3.17) o(4) b (A) E‘Z ClyH(l — y)r—o(z, i p) .

Allora la soluzione approssimata del problema (1.1), (1.2) si
trascrive sotto la forma

(318)  wl(d) = B(A) + A f f N(4, B)b(B)B
T

ove v(z,i.p) (i=0,1,..,p) sono per ora funzioni incognite.
Supponendo che il problema ammetta una soluzione continua
ed una sola, avremo

(3.19) lim b,(4) = n(4) ;  lim u,(4) = u(d).
DP—oo

P—>oco

Determineremo le funzioni v,(r)=v(»,4:.p) a meno di
0(1 : 4/p) dal sistema di equazioni
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L vip
n
(3.20) n,w) — 2 Y C; [f Li(x, v . p, t, T)T(1 — T)?ny(t)dtdr +
i=0
00

+ff Ly(z, v I py t, )T/(1 — 7)* e ,(t)dtdr = F(z, v . p),

r»=0,1,...,p).

Se v(x) = Vix,2) (1 = 0,1,...,p) é la soluzione del sistema
(3.20), risnlta
u(d) = D(4) +

i=0

(3.21) »
+ 2 ff N(4, B) 3 Ciri(1 — 1)~V (t, 2)dtdr .
T
Nellipotesi della validita dell'ineguaglianza (3.8), si ha

lu(4) — u(d) | < GHMN(A, B) | B,
(3.22) .

(4,0 eqQ,

ove O =max j¢,(4,4) |l ed g,(4,4) & la deviazione conse-
Q

guita come risultato dalla sostituzione della funzione b,(4)
nella (1.3).

OSSERVAZIONI: 1. Nel caso generale in cui i coefficienti 7,
(i . p)y Kyolx, . p, & n) sono variabili, la risoluzione del sistema
di equazioni (3.4), (3.5) in forma finita presenta difficoltd note-
voli, fra cui la risoluzione del sistema approssimante di equazioni
differenziali testé costruito. Si perviene ad una struttura piu
semplice di equazioni nel caso in cui i coefficienti del sistema
costruito sono costanti.

2. La soluzione approssimata del problema (1.1), (1.2) si
ottiene in modo analogo utilizzando i polinomi

Po(r,y) = D Cl(l — x)*ru(rin, ¥) ;
r=0

Pal, y) = i Ca'(l — )i n,y).
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3. Il metodo esposto pud essere applicato alla risoluzione di
problemi piu generali.

§ 4. Alcuni problemi concernenti il comportamento qualitativo
delle soluzioni.

Dedurremo in cio che segue alcune valutazioni a posteriori
e a priori delle soluzioni dei problemi (1.1), (1.13) spettanti alle
equazioni integro-differenziali (1.2) e (1.21).
a) Nell’ipotesi della validitd delle condizioni relative alle
(2.1), (2.2), ha luogo nel dominio ¢ la valutazione

| Dru(4) | < | D*wi(4) | +

wn 4] f | DALM(A, B)[U.(B) — u/(B)] |dB,
S

=01..,k—2),

ove wy(4) é uguale ad u,(A) oppure ad U,(4).

b) Nel caso in cui la soluzione esatta dell’equazione (1.18)
non & nota e nell’ipotesi che la funzione E,(4, B) = E(4, B) —
— E,(4, B) (ove | Ey(A, B) | < ¢ per tutti 4, Be 8) & tale che
il suo nucleo risolvente (A, B, 1) ¢ noto, si prendono invece
delle funzioni v(4) e u(A), rispettivamente, le funzioni vicine
ad esse:

(4.2) B(4) = o(4) + 4 J' f Q(4, B, Yw(B)dB = J(4, 4),
S

(4.3) u(A) = n(4) + 2 J‘ J. M(A, B)J(B, A)dB .
S

La valutazione della deviazione tra i secondi membri delle
equazioni (1.13) e (4.3) pud essere conseguita nel modo se-
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guente:

v(4) — v(4) =4 H [E(4, B)t(B) — E\(A, B)v(B)ldB =
S
=4 ” {E:(4, B)[v(B) — ¢(B)] + E,(4, B)o(B)} dB .
S
Se ne deduce

v(d) — () =2 f f E,(4, Byo(B)dB +
S

(4.4) + A2 J‘ f (4, B, 2)dB f J' EL(B, Cyo(C)dC =
N S

=2 f f Ey(4, B, A)e(B)dB .
S

Per conseguenza, se E,(4, B) é stata scelta in modo che abbia-.
luogo l'ineguaglianza

(4.5) l, =1 — max fj | AEy(4, B, ) |dB >0,
Q
S

dalla (4.4) si ricava
(4.6) max | c(4) | <max |[2(4) |1, =7.
s s

Eppercid sono valide le seguenti valutazioni:

(4.7) |o(4) — &(4) | < zH | AEy(4, B, 7) | dB = vd(4, 4),
S

(4.8)  |uw(4) —w4) | < f f | AM(4, B) | d(B, A)wdB,
S
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(4.9) | Dru(d) | < | D*u(A) | + sz | ADM(A, B) | d(B, 2)dB,
S

=01, k—2;(4,1)eQ).

¢) Le limitazioni (4.1), (4.9) dei moduli delle soluzioni e
delle loro derivate di Picone hanno carattere di limitazioni a
posteriori. Stabiliremo adesso limitazioni a priori per il modulo
della soluzione del problema (1.1), (1.21). In questa occasione si
otterra — secondo cid che segue qui sotto — un’ineguaglianza,
analoga a quella di Gronwall [35], corrispondente alle equazioni
integrali di Volterra in due dimensioni. Riduciamo all’uopo il
problema (1.1), (11.21) ad un sistema di equazioni integrali del
tipo di Volterra. La soluzione del problema si rappresenta sotto
la forma

(4.10) w(A) = B(A) + }.I I N(4, Byr(B)E ,
T

ove @(A) e N(A, B) si determinano come nel § 1, mentre
L& . 2*-1u(B)
n(4) = K (A,B)—_-_-"dB —
7 ﬂgg i, B)
(4.11)
I d+Hu(A)
- z z ris(A4) —b;gl/’_ .

i=k—1 j=k—1

Sostituendo nel secondo membro dell’equazione (4.11) le
funzioni #(A) e %(B) in corrispondenza alla formola (+4.10), si
perviene all’equazione integrale

(4.12) w(d) — 4 f j K(A, Byo(B)dB = F(4),
T

ove K(A, B), F(A) sono funzioni continue note, mentre v(A)
é la funzione incognita e @ <, & < b; e <y, 5 <d. Dalla (4.12)
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se ne deduce

4.13)  w(4) — u ﬁ | K(4, B) | w(B)}B < | F(4) |,
T

ove w(d)= |v(A4)|, w=|A|. Integrando (4.13) rispetto al
primo argomento entro i limiti a e z, si ottiene

£

fw(t, y)dt < f | Ft,y) | dt +

+ /4jdt J-I | K(t, w, B) | w(B)dB =
(4.14) © T

= D(4,4) +p J' f Z(A, Byw(R)dB <
T

< Fyeu(e) + pkscs(2) f f w(B)E ,
T

ove k, e k, sono costanti note, ¢,(v) > 0 e ¢,(x) > 0 sono funzioni
note e a <z, £ <b; ¢ <y, n <d. Dalla (4.14) abbiamo

a, [klc,m + ko) f f w(B)dB]
T

(4.15) - < kques(w) .
kiey(w) + pkges(x) f '[ w(B)dB
T
D’onde
(4.16) In [k,c,(w) + pk.cy(x) J.f w(B)dB] <
T

< In [ke,()] + kapes(x)(y — b) .
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Eppereid, per tutti 4 < < b; ¢ <y <d, #i ha

(4.16) f w(t, y)dt < kiei(z) exp [Kape,(2)(y — b)) .

a

" Utilizzando P'ineguaglianza (4.16) si ottiene la seguente va-
lutazione a priori della soluzione del problema posto:

it f‘( 4) < . '+1<1§(A) l ky(k — ])ff diti 1(_4_3_)
Yy Y 2 ey’
¢,(&) exp [k2ﬂ92<§)(n — b)dsB,

(a <r<bje<y<d;0<tj<k—1).

(4.17)

Y

OSSERVAZIONI: 1. La valutazione dell’integrale fw(.v, t)dt pud

c
essere conseguita in modo analoge a quello dell'integrale che si
trova nel primo membro delPequazione (4.14). Sia

v
(4.18) j wx, t)dt < r0,(y) exp [r.uo.(y)(@ — a)},

(@ <& ~bje<y<d,

////\

ove oY) > 0, a,(y) >0, r, > 0, r, > 0 sono quantitd note.
Si ottiene allora, utilizzando l'inegnaglianza (4.18),

ditiu(4): b'+'¢(A) J‘a +:_V(A EB)
(4.19) M'ié" < w'byl | + ur,(k 1)"' b.l"b‘ll

- 0,(n) exp [ryuc.(n)(é — a)]dfdn ’
<r<bie<y<d;t=0,1,...,k —1).

Tenendo conto delle ineguaglianze (4.17) e (4.19), si pud
scrivere la seguente valitazione a priori:
ditiu(d) b"”@(A)

20 dilitd vl P ) ptk — 1)A(4,
(4.20) ety < aaoe L outk — VA4, 1),
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ove

4.21) 4,01, ) mt ”D a: 331 B

(&) explkyuey(8)(n -- b)ldB ;

yHIN(4, B
r ff D;W(b‘yi ) o,(n) exp [r.uo,(y)(& — ,,)]},IR ,

T

O =fa<e<hje<y<d;0<pu<<y).

2. Valutazioni pin semplici (ma percid meno esatte) si otten-
gono se, per tutti @ <x < b, ¢ <y < d, s'introducono invece
delle ¢,(x), ¢y(x), o,(y), a5(y), rispettivamente, i loro estremi su-
periori. Si ha cosi, ad esempio, se si tiene conto dell’ineguaglianza

x
f w(t, y)dt > K, + uK, J.J‘ w(B)dB
T

a
(@ <z <be<y<d,
ove K, e K, sono costanti note,

x

(4.22) [ w(t, y)dt < K,exp [vK,(y — b)],

a

essendovi K, > 0 una quantita nota. Utilizzando Pineguaglianza
(4.23), si perviene alla valutazione seguente:

lu4) | < |D(4) | +

(w29 + ptk = OF, [ B By esp sy — B,
T

(4,)eqQ.
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In modo analogo si ottiene la valutazione
|u(d) | <|P(4) | +

(4.24) + u(k — l)P,.J. N(A, B) exp [uP.(& — a)|dB,
T

(4,)€Q .

In cid che segue si pud utilizzare la via di deduzione dell’ine-
guaglianza (4.20).

3. I1 metodo esposto nel § 4 concernente la costruzione delle
valutazioni a priori pud essere esteso alle equazioni integrali ed
integro-differenziali relative a domini ad nn numero di dimensioni
maggiore di due.

d) Consgideriamo il caso di stabilitad della soluzione hanale
del problema al contorno

(4.25) [Du(A)e=e = [D'u(A))y=e = 0 (1 = 0,1, ..., k — 1),
" 0 d +7u(A)
D u(A) +i—§—-l i—;—-l w1 “&"3115 o
(4.26)
_ d+iu(B)
- [[8 B w5 am,

ove 7r;(A), K, (A, B) sono funzioni continue note e u(4) é la
soluzione del problema (4.25), (4.26).
Ponendo P*u(A) = ¢(z), si trova

(4.27) w(d) = f N(A, B)p(B)dE .
T

Dalla (4.26), tenendo conto della (4.27), si ottiene

4.28) o) = ([ wia, Bpman,
T
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ove W(4, B) ¢ una funzione continua nota per tutti ¢ <z <b,
¢ <y <d. Dalle (4.28), (4.27) se ne deduce che il problema
(4.25), (4.26) possiede nella classe delle funzioni 2k volte conti-
nuamente derivabili soltanto la soluzione banale. Sia y(A4) una
perturbazione attiva ininterrotta. Si ha allora

) bt+} A
D) + 3 _g_ rifd) M“b‘y,’

(4.29)
bl 'u(B)

:"’(A””z 3 Ko, B) eV an

=0 j=0

Se R(4, B) éil nucleo risolvente del nucleo W(4, B), ne risulta
(4.30) u(4) = Jf N4, B) [tp(B) + IJ. R(B, G)rp(C)dC] dB .
T T

Per conseguenza, si ha
431 |2 L
(4.31) iy VA | <
per tutti ¢, j =0, 1, ..., k — 2; A € T, non appena siano valide
le disuguaglianze

(4.32) max |p(d) | <e:ly; (T, ={a < <b;e <y <d}),
T,

ove s8i & posto

+i ij=0
z,,z{max%’?) [1 +”|R(B,c)|da]dB}' )
T

T, dxdY’ k-1

Se si utilizza I'ineguaglianza (4.17), risulta che

LaHiu(A) i

Y A0

(4.33)
<hE-1 f.'. : +bl:::7t(;:[: B ¢s(€) exp [kei(E)(n — b))dB ,
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ove

x
j |9ty y) [ dt <tses(x) ;| W(A4, B) | < ki) ;
a

C3(2) >0; ) >0; (ny)eTl,; @Gj=0,1,...,k—1).

Consideriamo infine il problema di stabilitd della soluzione
del sistema (4.25), (4.26) se vi si prende in esame la parturbazione
delle condizioni al contorno. Supponiamo che le condizioni (4.25)
subiscano una perturbazione:

(4.34) [(Du(A)]y=c= @i®) ;5 [D'u(A)]e=a= pil¥)
t=0,1,...,k—1),

ove almeno I'uno dei valori ¢;(x), w.(y) & diverso da zero e per tutti
(x,y)eTy;1=0,1,..., k — 1si ha

| (@) I < &5 | vi(y) I < &g -

La soluzione del problema « perturbato» (4.34), (4.26) si
costruisce sotto la forma (1.3) (A = 1), in cui la funzione P(4)
soddisfa le condizioni (4.34). La sostituzione delle (4.3) nelle (4.26)
conduce allora all’equazione

(4.35) v(4) — f W(4, Bw(B)dB = ¢(4),
T

in cui ¢(4) e W(4A, B) sono funzioni note. D’onde risulta

o(4) = q(A) + f R(4, B)(B)B
T
(4.36) w(4) = B(4) + f f N(4, B) [q(B) +
T

+ f f R(B, G)Q(C’)d(}] dB .
T
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Se per un numero arbitrario ¢ > 0 e per tutti Ae T, = {a <
<x <b; e <y <d} ha luogo P'ineguaglianza

b =sup (| P(4) |, le4) |} <

<£I[1 +”N(A,B)H1 +”|R(B, C)|d0}dB,
T T

si consegue per tutti A € T, la seguente valutazione: | u(4) | <e.
OSSERVAZIONE: Le valutazioni a priori del |u(4) |, per tutti
A e T,, si ottengono tramite le ineguaglianze (4.18), (4.21).

(4.37)
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