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SOPRA I PROBLEMI AL CONTORNO PER LE

EQUAZIONI INTEGRO-DIFFERENZIALI LINEARI
A DERIVATE PARZIALI CON DERIVATA

D’ORDINE SUPERIORE DI PICONE

Nota *) di DEMETRIO MANGERON (a 
e L. E. KRIVO0160EIN (a Frunze)

L’importanza vieppiù crescente accordata in questi ultimi

termpi alle schematizzazioni matematiche, tradotte in equazioni
int~egro-differenziali lineari o no, dei problemi di fisica~, meccanica,
teoria dell’elasticità e tecnica, incominciando col problema di tra-
sporto delle particelle (V. S. Vladimirov [1], G. F. Kohlmayr [2 ]
ed altri ancora) e concludendo col problema di stabilità delle
soluzioni dell’equazione del plasma linearizzata, oppure con lo
studio della dinamica dei reattori Bellman e J. M. Richard-

son [3], J. J. Levin e J..4. Nohel [4] ed altri), ha contribuito
alla spinta verso l’elaborazione dei nuovi metodi di studio dei
problemi al contorno concernenti svariate classi di equazioni
integro-differenziali, includendovisi anche i procedimenti di cal-
colo niunerico e di programmazione. Si debbono citare in questo
proposito i lavori delle scuole di M. Picone [5], di V. Ia. Bykov [6],
[7], di S. Vasilache [8], come pure parecchi lavori degli autori
stessi.

Questo lavoro costituisce la continuazione di una serie di note

*) Pervenuta in Redazione il 19 Dicembre 1962.
Indirizzi degli Autori: Seminario Matematico dell’Ist,ituto Poli-

tecnico di Iasi ( Repuhblica Popolare Romena) e Facoltà di Scienze Mate-
matiche e Fisiche dell’Università di Frunze (U.R.S.S.).
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degli autori [9]-[16] relative alla teoria delle equazioni integro-
differenziali lineari.

Nel § 1 si studiano i problemi di esistenza e di struttura delle
soluzioni dei problemi di Gonrsat e di Dirichlet per equazioni
integro-dinerenziali alle derivate parziali, relativi a domini d’in-
tegrazione costanti e variabili.

Tramite certe trasformazioni integrali appositamente costruite
si perviene a sistemi di equazioni integrali, la cui analisi conduce
a,d una serie di conclusioni concernenti la risolubilità e la struttura

delle soluzioni delle equazioni di partenza.
Nel § 2 si espongono i metodi di determinazione approssimata

delle soluzioni dei problemi considerati, elaborati dagli a.utori,
e cioè : i metodi delle ineguaglianze integrali, dei polinomi del
tipo di S. N. Bernstein e delle formule di cubatura, includendovisi
le valutazioni degli errori commessi.

Il § 3 è consacrato alla risoluzione delle equazioni integro-
ditrerenziali alle derivate parziali mediante l’applicazione di po-
linomi del tipo di S. N. Bernstein appositamente costruiti. Un
tale procedimento conduce alla riduzione del problema considerato
ad un sistema di equazioni integro-differenziali ordinarie.

Il § 4 è consacrato alla deduzione delle valutazioni posteriori
e a priori delle soluzioni dei problemi al contorno per alcuni

tipi di equazioni integro-dii erenziali alle derivate parziali. Nel-
l’ambito delle valutazioni a priori e stata dedotta 

glianza che può essere considerata in un certo senso come l’ana-
logo bidimensionale dell’ineguaglianza oramai classica di Gronwall,
largamente utilizzata nella teoria qualitativa delle equazioni dif-
ferenziali.

Rinuncian&#x3E;o qui all’enumerazione degli indirizzi in cui pro-
cede la via di estensione e di generalizzazione dei risultati con-

seguiti, rinviando alle sorgenti di questo lavoro che constano
di una serie di note del primo degli autori [17]-[20], già utilizzate
con profitto da F. Manaresi [21], 31. Salvadori [22], E. de Giorgi
[23], G. Stampacchia [24], M. Berezanski [25] ed altri 

cora, relative ad un nuovo tipo di problemi al contorno per gli,
operatori differenziali non ellittici
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ove u’ rappresenta la derivata totale di una funzione 

..., introdotta dall’illustre accademico lin(’eo Af. Picone

[261 e definita tramite

e di una serie di la vori del secondo, concretizzati nella sua tesi

di abilitazione [27]; e segnaliamo soltanto il fatto ( l e 

glianza assai interessante (4.18), relativa alle equazioni integro-
differenziali considerate in 4, appositamente modificata,
può essere applicata anche alla valutazione delle soluzioni di

equazioni integrt+li ad an numero qualunque di dimensioni.

§ 1. Risolubilità e struttura delle soluzioni dei problemi al con-
torno non omogenei di Goursat e di Dirichlet.

a ) Il 

Consideriamo il problema, di risolubilità e di struttura d;11:
soluzione del problema di Goursat [2R]:

per l’equazione integro-differenziale alle derivate parziali
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mente

è la derivata totale nel senso di Pic;one,

^ r;, (x;, jj) sono funzioni continue note per tutti i valori

delle variabili x, E e [a, b], y, ii E [c, d] ; S = [a, b] x le, d] è un
rettangolo; u ( A ) - u (x, y ) è la funzione ricercata; A è un pa-
rametro : k un numero naturale arbitrario. Inoltre almeno una

delle funzioni Ki;(A, B) non diventa, identicamente nulla. se

Cerchiamo di determinare la soluzione del problema (1.1),
(1.2) nella classe delle funzioni continue, 2k volte continuamente
deriva.bili [36], del tipo

ove Ø(A) e N(A, 7~) sono funzioni note, soddisfacenti alle con-
dizioni seguenti :

e v(A) è la nuova funzione incognita, definita tramite la formola
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Applicando l’operatore

all’equazione (1.3), si ottiene l’equazione integrale nella nuova
funzione incognita,, v()):

ove L1( - ), L.( - ) e F( - ) sono funzioni note, continue per tutti
i valori delle variabili {(~ ~), r~)~ e ~. L’equazione (1.7) può
essere scritta sotto la forma pi i concentrata

Dall’equazione (1.8) risulta che, se ).. non è un autovalore
del- nucleo L(A, B), esiste ed è unica la soluzione del problema
iniziale (1.1 ), (1.2). Infatti, in questo caso esiste, la soluzione unica,
dell’equazione (1.8), che trascriviamo sotto la forma r(-4) _
= A). Pertanto

è la soluzione del problema e-onsiderato.
So A è un autovalore del nucleo L(A, B) di r, allor-a la

soluzione del prohlema (1.8) e per conseguenza anche la soluzione
ricercata del problema (1.1), (1.2) esiste allora ed allora 8oltant~o
che siano soddisfatte le eguaglianze
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ove h2(A) (i = 1, 2, ... , r) sono le autosoluzioni corrispondenti
all’autovalore d del nucleo agginnto del nucleo L(A, B).

Nell’ipotesi che le condizioni (1.10) siano soddisfa tte, si ha

ove una soluzione particolare arbitraria dell’equazione
(1,8), 10¡(A, ît) (i = 1, 2, ..., r) sono le autofunzioni corrispon-
denti all’autovalore A del nucleo L(A,7?) e qi, q2, ... , qr sono

costanti arbitrarie.

.-3e le funzioni Kï;(A, B) (i, j = o, 1, ... , ~-) sono tali che hanno

luogo le uguaglianze

allora il problema (1.1), (1.2) ha sempre una soluzione unica
nella classe di funzioni continue, 2k volte continuamente deri-
vabili. Infatti, in questo caso l’equazione (1.7) diventa

Poichè l’equazione (1.12) possiede sempre soluzione, che rap-
presenteremo sotto la forma ro(A) = E(A, Â), risulta che

è l’unica soluzione 2k volte continuamente derivabile del pro-
blema considerato.

Si può quindi enunciare il seguente
TEOREMA 1: 8e Â non è t~. a e del L(A, B), allora

il problema (1.1), (1.2) possiede una sola 2k volte derifJtJ-

bile con derivate continue, che si rappresenta sotto la (1.9).
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Se iwvece A è un autovalore di rango r del B), allora
l’esistenza della soluzione del proble.ma (1.1 ), (1.2 ) nella classe

delle funzioni provviste di derivate sino all’ordine 2k inUuso con-
tinue è assicurata allora ed allora soltanto che abbiano luogo le

uguaglianze (1.10). Que8J’ultime essendo soddisfatte, l’unicità della
soluzione del problema posto - come risulta dalla formola (1.1 ) -

non ha più luogo.
Il problema ( 1.1 ), ( 1. ~ ) una soluzione unica 2k

volte continuamente derivabile se i nuclei dell’equazione integro-
differenziale (1.2 ) godono della proprietà (V).

b) 1 t problema di Dirichlet.

Ci proponiamo di stabilire le condizioni che assicurano 
senza e l’unicità della soluzione del problema di Dirichlet

per l’equazione integro-differenziale (1.2), ove R è il contorno

del dominio ~;

y) (i = 0, 1, ... , k - 1) sono funzioni continue note per
tutti i valori delle variabili (x, y) E S.

La soluzione del problema (1.13), (1.2) si costruisce sotto
la forma

ove v (A ~ è la nuova funzione incognita, determinata tramite
la relazione (1.6 ), n(A) è una funzione nota, soddisfacente alle
condizioni al contorno non omogenee (1.13), mentre M(A, B) è la
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funzione nota [29], definita come xegne

Dalla struttura. della funzione (1.16) si vede che essa soddisfa
alle condizioni omogenee al contorno

La funzione (1.15) soddisfa le condizioni al contorno (1.13)
qualunque sia la funzione v(A). Ci resta da determinare la v(A)
in modo che la funzione (1.15) soddisfi l’equazione integro-
differenziale (1.2). Sostituendo (1.15) nella (1.6) ed eseguendo
le semplificazioni necessario, si perviene all’equazione integrale

ove w(A) e E(A, 13) sono funzioni note per tutti (A, B) E ~~.
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il problema di risolubîlità del sistema (1.13), (1.2)
si è ridotto al problema di risolubilità dell’equazione integrale
(1.18). Epperciò, se esiste una soluzione continua dell’equazione
(1.18), allora esiste pure soluzione del problema al contorno

iniziale nella classe delle funzioni 2k volte continuamente deri-

vabili. Sia = ).) soluzione del problema (1.18). Allora

è la 3oluzione del problema (1.13), (1.2).
Si ha per conseguenza il seguente

Il problema ( 1.13 ), ( 1. z ) è al sistema

deUe equazioni integrali (1.15 J, (1.18) nel senso che la risolllbilità
del si.fJtema delle equazioni (1.15), (1.18) porta dz conseguenza la
risolubilità rle. problema al contorno iniziale. Il problema (1.13),
( 1. ? ) è molubi1,e nella classe d ell e volte 

d.eri’rabili all ora allora soltanto che esista una sol uzione continua

dell’equazione i-nkgrale ( 1.18 ) . Tuttavia, se 2. non è un autovalore

del nuel eo E(A, B), all ora l.a del probl-ema ( 1.13 ), (1.2)
si determina univocamente seoon d o la f orm ol a ( 1.19 ) . Se però À
è un autovalore di rango v del nucleo E(A, B), all ora n-on esiste

soluzione del problema se le mi (A ), (A ), ... , 1n.(A)
corrispondenti all’autofJalof’e k d el nucleo E(A, B) non son o orto-
gonali alla w( A), se inveee hanno tuogo le uguaglianze

allora la ma non è univocamente determinata, ed

è data dallu form,tila

ove soluzione arbitraria particolare 
(1.13 ), w= ( d ), ... , son o l e 

, ai valore proprio k del E(A, B), q1, q!...., 1 q, Rouo costanti
arbitrarie.
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1: A differenza dal problema (1.1 ), in (-orri-

spondenza all’equazione integro-diiferenziale

il problema ( 1.13 ), (1.21) può il) univocamente risolubile,
b) innsolubile. oppure c) non univocamente risolubile nella classe
delle funzioni 2A volte continuamente derivabili. Infatti, appli-

adequazione (1.1;’)) roperatore

si perviene all’equazione integrale di forma (1.19).
2. Se nella (1.2) hanno luogo le uguaglianze

allora la risoluzione del problema (1.13), (1.2) conduce all’equa-
zione integrale

la cui soluzione risulta tuttavia anche la soluzione del problema
iniziale.



236

§ 2. Risoluzione con approssimazione dei problemi al contorno.

1. I metodi di risoluzione dei problemi al contorno elaborati
nel § 1 erano adatti al caso in cui sono noti i nuclei risolventi

dei nuclei delle equazioni integrali (1.8), (1.12), (1.18), .... 
deriamo adesso il caso in cui i nuclei risolventi testè mentovati

sono sconosciuti. Per fissa.re le idee, consideriamo il problema
al contorno (1.13), (1.2). Supponiamo che nell’equazione (1.18)
abbiano luogo per tutti le seguenti ineguaglianze:

È soddisfatta. inoltre la condizione di esistenza e di unicità
della soluzione del problema proposto e

{0  ~,  Â1; ~}, mentre le funzioni note va(A) e tco(A)
sono tali, che hanno luogo le ineguaglianze

Allora

Le apprussimazioni ulteriori della funzione v(A) si realizzano
secondo le formole
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ove ap(A, k) e Bp(A, à,) sono le deviazioni d’ordine l’, che si otten-
gono in seguito della sostituzione delle funzioni vn(A) e wp(A)
rispettivamente nell’equazione (1.18). Tuttavia vi sono valide le

ineguaglianze

(2.2) assicura ]a convergenza assoluta ed uni-
forme delle verso la funzione

v(A). In tal modo si ha.

~t; fi si al può
..a~~P~’~-’ valutato ~t· 

8e 1, E(.A, R)  U, la funzione m(&#x3E;4) cambia cii segno

nello 8; (.4, 13) hanno luogo le ineguaglianze
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e se si ha

oppure E~+1(~, B)  O, (l~, a~) E Q, ove B) È~ il nucleo

iterato d’ordine r rispetto al nucleo E(~~4, B), allora, si possono
costruire pure in questo ca.so due successioni di funzioni appros-
simanti la funzione rispettivamente dal di sopra e dal di sotto [30].
Si deve sottolineare che in questo caso, nell’ipotesi di validità

delle ineguaglianze (2.12), (2.13) e della ~;,,+1(A, B)  1), (.A, B) E S,
si possono costruire, ad esempio, partendo da una funzione

?~(_-f), A e ~C, le inegnaglianze

In questo caso per le funzioni c si- prendono

e l’errore commesso si può valutare secondo l’ineguaglianza (2.l I )_

2. In una serie di lavori del tutto recenti [31 ], [32] si è ela-
borato un metodo polinomiale per la risoluzione approssimata
delle equazioni integro-differenziali. Proponiamoci di applicare
in ciò che segue il metodo polinomiale alla risoluzione del problema
al contorno (1.13), (1.2). Senza menomare la generalità, poniamo
inoltre soltanto per semplificare la scrittura nella (1.2) 
(A ) - O, e supponiamo che il problema considerato pos-
sieda nel dominio Q una soluzione unica nella classe delle fun-
zioni 2 k volte continuamente derivabili. Sia v(A) = Â) una
soluzione continua dell’equazione (1.18) per tutti i valori
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Costruiremo una soluzione approssimata dell’equazione (1.18)
sotto forma di polinomio del tipo di S. N. Bernstein [33] :

ove

mentre come al solito con C) si è notato il numero delle combina-
zioni di r elementi a i a i. Tenendo contro delle ipotesi fatte, hanno
luogo le uguaglianze

Per conseguenza, se ci si ferma alla suddivisione (n, p) del

quadrato 8, si può considerare la fiinzione

come soluzione approssimata del problema (1.13), (1.? ). Per la

determinazione dei coefficienti incogniti 1)(V: n, s : p) formiamo
il sistema

Supponiamo che il determinante del sistemi (2.23), 
sia diverso da zero. Allora (2.23) ci conduce alla determinazione
delle incognite

ove r,~n:;(~~, s, À) quantità note.
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Consideriamo la funzione

come soluzione approssimata del nostro problema.
Se ha luogo l’ineguaglianza (2.2), la valutazione della devia-

zione tra le funzioni u(&#x3E;4) per tutti A E S si consegue

nel modo seguente. Introduciamo la funzione

Si ha allora

ove

Una via alquanto diversa dall’applicazione dei polinomi del
tipo di S. N. Bernstein alla risoluzione del problema (1.13), (1.2)
consiste in ciò che Nelle nostre ipotesi ha 
glianza al limite,

ove
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Partiamo dalla formula (1.15), che trascriviamo sotto la forma

Introduciamo nella (2.29) invece di u( - ) la. funzione Bnp( ),
ponendo poi x = u : n, y = ~ : ~ e tenendo conto del fatto che
sulle rette x = 0, x = 1, y = = 1 u(A ) è una quantità nota,
si perviene al seguente sistema di equazioni

ove

Se il determinante del sistema (2.30) è diverso da zero, esso
conduce alla determinazione delle incognite ~c(n : n, .~ ; p), poten-
dosi quindi scrivere

Per conseguenza tutte le quantità a. membro delle
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(2.28) sono note e per la soluzione approssimata del nostro pro-
blema si prende la funzione

ove

La valutazione dell’errore commesso si conduce nel modo

seguente. Sia ).) la deviazione ottenuta come risultato

della sostituzione nell’equazione (2.29) della funzione (2.33).
Ponendo

si perviene al sistema di equazioni integrali con funzioni inco-
gnite z(A), h(A ) :
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Supponendo soddisfatta l’ineguaglianza (2.2), si trova

OSSERVAZIONI 1: In modo analogo si possono costruire so-

luzioni approssimate del problema (1.1) per le equazioni integro-
differenziali (1.2) e (1.21). 

2. Nella risoluzione del problema (1.1) per le equazioni in-

tegro- differenziali (1.2) e (1.21) si può utilizzare anche la seguente
formola:

3. Se per soluzione approssimata del problema (1.13), (1.2),
si prende la funzione

si otterranno le deviazioni, generalmente diverse da zero, sosti-
tuendo la (2.40) nella (1.2) oppure nella (1.13). Allorchè le funzioni

(2.33) e (2.39) soddisfano con esattezza le condizioni (1.13).

3. Rappresentiamo approssimativamente l’integrale a secondo -
membro dell’equazione (1.18) sotto la forma

è un valore approssimato della funzione v(x, y) nel

punto (~i, 17;). Invece che all’equazione (1.18) si perviene allora,
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all’equazione

Ponendo nella, (~.4~ ) x == ~«, 1/ == (a = 1, 2, ... , r; =
= 1, 2, ... , s), si perviene al sistema di equazioni numeriche

ove

Supponiamo che il determinante del sistema (2.42), Ars(k),
sia diverso da, zero. Se ne deduce poscia CH == (i = 1, ’, ...,r;
j - 1, 2, ... , ~), ove sono quantità note. Epperciò

La funzione (2.45) si prende comme soluzione approssimata del
problema iniziale (1.13), (1.2). Il valore della differenza 
- urs(A)| I può essere valutato nel modo seguente. Dalle (1.18),
(2.42) si ha
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Supponendo dall’equazione (2.46) si è stabilito ehe

se ne deduce

Se per rinterrale di sotto si prende l’espressione appros-
simata

allora ha

Introducendo le notazioni

si ottiene per la determinazione dei coefficienti ignoti H il il sistema
di equazioni integrali lineari

che trascriviamo in forma più compatta



246

Supponendo che il det |IaB(i, j, Â) I "* 0, dalla (2.51) si trova

ove sono numeri noti. Per conseguenza ai ottiene

Per soluzione approssimata del problema ( 1.13), (1. ~) si- prendre
la funzione

Ci proponiamo di valutare l’errore commesso. Supponiamo,
ad esempio, che abbia Inogo l’ineguaglianza (2.2). Si ha allora

Un altro modo di ;on8egxlire la valuta ziune dell’errore com-
messo consta in ciò che Supponiamo che dalla

si sia trovato
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Àllora, se

ne risulta

e, per conseguenza

4. I metodi approssimati escogitati nei punti precedenti di
questo paragrafo si ricollegano al fatto che si è presupposta la

possibilità del calcolo esatto di certi integrali doppi. Nel caso
in cui il calcolo di questi integrali presenti difficoltà notevoli, si
può utilizzare per la ricerca della soluzione del problema consi-
derato il seguente metodo di cubatura.

Sia nell’equazione (1.2) ! O (A E S). Rappresen-
tiamo l’integrale che figura nell’equazione (1.18) sotto la forma

ove dij sono coefficienti noti, (xi, yi) E S e 1’errore spet-
tante alla formola di cubatura scelta. Per la determinazione delle

incognite y,) si ottiene allora il sistema di equazioni

Supponendo il determinante d (n., p, À) del sistema (2.60)
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diverso da zero, Ni trova

ove ~i,(~,), p, ~,) sono quantità note. Prescindendo dalle

nella relazione (2.61), trascriviamo la soluzione appros-
simata del problema (1.13), (1.2) sotto la, forma

Nel caso in cui, ad esempio, abbia luogo un’ineguaglianza
della forma (2.2), la valutazione dell’errore commesso può essere
conseguita nel medesimo modo utilizzato nel punto 2 di questo
paragrafo.

OSSERVAZIONE. Nel caso in cui non si riesca a calcolare le

cubature collegate alla formola (2.62) in forma compatta, si uti-
lizza pure qui la formola

del tipo della (2.59).
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§ 3. Sopra un metodo di approssimazione concernente la risolu-
zione dei problemi al contorno.

Applichiamo i polinomi ad una sola. dimensione di S. N.

Bernstein [33], [34] alla risoluzione dei problemi al contorno

per le equazioni a derivate parziali. La portata del metodo può
essere nsservata prendendo ad esempio il problema non omogeneo
di Gonrsat (1.1) per l’equazione integro- differenziale (1.2), ove
si è posto a = c = = d = 1, 8 = [0,1] x [0,1]. Il proce-
dimento escogitato c~onsiste nella riduzione di questo problema
ad un sistemn di equazioni integro-diiferenziali lineari ordinarie.
Poniamo a,ll’uopo

Supponendo che il problema posto (1.1), (1.2) possieda nella
classe delle funzioni ?k volte continuamente derivabili una so-

luzione unica, se ne deduce

Poiché

si perviene, sostituendo nelle (1.2) -------- secondo le formole

(3.3), al seguente sistema di equazioni integro-differenziali or-
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dinarie :

P d IL 
1 2 p- 1 . LPonendo nelle (3.4) li = 0, , ..., -- 1 si perviene al-

l’equazione (p + 1) ma col medesimo numero di funzioni inco-

gnite u¡(x). Diciamo (3.4 A) questa equazione. La soluzione

dell’equazione (3.4 A) deve soddisfare alle condizioni

Tuttavia bisogna tener contro del fatto in virtù delle

condizioni (1.1) le (r = O, 1, ..., k - 1) sono funzioni note.
Sia ui(x) - J9¡(x, Â) (i - 0, 1, ... , p) soluzione del problema (3.5)
per il sistema di equazioni integro-differenziali

La soluzione approssimata del problema (1.1), (1.2) è data
allora sotto la forma

La valutazione esplicita dell’errore commesso si consegue nel
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modo seguente. Nell’ipotesi della yalidità dell’ineguaglianza

,ia Bkp(A, k) la deviazione conseguita in seguito al1a sostituzione
funzione (3.7) nell’equazione (1.1 ). Ponendo

.i ottiene

Dalla (3.14) risnlta

Per conseguenza si ha

Ovviamente ha luogo per ogni (A, A) la valutazione del
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modulo della soluzione del problema ( 1.1 ), (1.2) data dalla:

OSSERVAZIONE: Se nella (1.2) B) - U (î, j = U, 1, ... , k;
(A, B) E 8), l’equazione (1.:~) diventa un’equazione differenziale
a derivate parziali:

Il metodo esposto può essere adunque applicato anche alla
soluzione del problema (1.1), (3.18).

Esporremo in ciò che segue i punti salienti delFapplicazione
del metodo dei polinomi ad una dimensione di S. N. Bernstein
alla risoluzione del problema (1.1), (1.2) (a. = c = O, b = d = 1),
utilizzando all’uopo il sistema risolvente (1.3), (1.8). senza me-
nomare la generalità, applichiamo la formola

Allora la soluzione approssimata del prohlema (1.1 ), (1.2 ) si

trascrive sotto la forma

ove (i = 0,1, ... , p ) sono per ora funzioni incognite.
Supponendo che il problema ammetta una soluzione continua
ed una sola, avremo

Determineremo le funzioni --- p) a meno di

0(1 : ilp) dal sistema di equazioni
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Se vi(x) == Vi(x, k) (i = U, 1, ...? T» è la soluzione del sistema

(;j. 20), risiila

della validità dell’ineguaglianza (3.8), sei ha

ove 0 = max |Ep(A, k)| : l2 ; ed ep(A, k) è la deviazione (unse-
Q

~uita come risultato dalla sostituzione della funzione 

nella (1.8).
OSSERVAZIONI: 1. Nel caso generale in cui i coefbcienti rvs

(;~~, i : p), i ; 1 p, $, ’1]) sono variabili, la risoluzione del sistema
di equazioni (3.4), (3.5) in forma finita presenta difficoltà note-

voli, fra cui la risoluzione del sistema approssimante di equazioni
differenziali testè costruito. Si perviene ad una struttura più
semplice di equazioni nel caso in (~ui i eoemeienti del sistema

(~ostruito sono costanti.

2. La soluzione approssimata del problema (1.1), (1.2) si

ottiene in modo analogo utilizzando i polinomi
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3. Il metodo esposto può essere applicato alla risoluzione di
problemi più generali.

§ 4. Alcuni problemi concernenti il comportamento qualitativo
delle soluzioni.

Dedurremo in ciò che segue alcune valutazioni a posteriori
e a priori delle soluzioni dei problemi (1.1), ( 1.13 ) spettanti alle
equazioni integro-differenziali (1.2) e (1.21).

a) Nell’ipotesi della validità delle condizioni relative alle

(2.1), (2.2), ha luogo nel dominio Q la valutazione

ove w¡(A) è uguale ad u;(A) oppure ad 
b) Nel caso in cui la soluzione esatta dell’equazione (1.18)

non è nota e nell’ipotesi che la funzione B) = E(A, B) -
- E2(A, B) (ove E=(A, B) i  E per tutti A, B E Ag) è tale che
il suo nucleo risolvente B, ~) è noto, si prendono invece
delle funzioni v(A) e u(A), rispettivamente, le funzioni vicine

ad esse:

La valutazione della deviazione tra i secondi membri delle

equazioni (1.15) e (4.3) può essere conseguita nel modo se-
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guente :

Se ne deduce

Per conseguenza, se E1(.¿4., B) è stata scelta in modo che abbia.~
luogo l’ineguaglianza

dalla (4.4) si ricava

Epperciò sono valide le seguenti valutazioni:
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c) Le limitazioni (4.1), (4.9) dei moduli delle soluzioni e
delle loro derivate di Picone hanno carattere di limitazioni a

posteriori. Stabiliremo adesso limitazioni priori per il modulo

della soluzione del problema (1.1), (1.21). In questa occasione si
otterrà - secondo ciò che segue qui sotto - un’ineguaglianza,
analoga a quella di Gronwall [35], corrispondente alle equazioni
integrali di Volterra in due dimensioni. Riduciamo all’uopo il

problema (1.1), (11.21) ad un sistema di equazioni integrali del
tipo di Volterra. La soluzione, del problema si rappresenta sotto
la forma

ove N(,4, R) si determinano come nel § 1, nientre

Sostituendo nel secondo membro deiFequazione (4.11) le

funzioni in corrispondenza a l la formola (4.10), si

perviene adequazione integrale

h’(_i, 13), F(.A.) Rono funzioni continue not.e, mentre v(A)
è la funzione incognita e cr.  ,r,, 4  b; e  li, ~~ C d. (-t.12)
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se ne deduce

ove w(a4) _ ~ = ~ ~ ~ - . Integrando (4.13) rispetto al

primo argomento entro i limiti a e z, si ottiene

ove ki e k2 sono costanti note, &#x3E; O e &#x3E; O sono funzioni
note Dalla (4.14) abbiamo

D’onde
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Eppereiò, per C ~n ~ b ; c v ~ ~ d, xi hv

. 

Utilizzando l’ineguaglianza (4.16) si ottiene la seguente va-
lutazione a priori della soluzione del problema posto :

11

OSSERVAZIONI: I. La valutazione dell’integral fw(x, t)dt può
e

essere conseguita in modo analogo a quello dell’integrale che si
trova nel primo membro dell’equazione (-~.~4). Sia 

1

ove &#x3E; 0, % 0-, r~ &#x3E; 0, r., &#x3E; o sono quantità note.
Si ottiene- allora:, utilizzando L’inegnaglianza ~~.~~),

Tenendo conto delle ineguaglianze (4.17} e (4.19), si può
scrivere ia. seguente valutazione a priori:
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ove

2. . Valutazioni pi l semplici perciò meno esatte) si otten-
gono se, per tutti ~ x C b, c  jj  d, s’intiodueono invece
delle ci(x), c~(x), G2(Y)’ rispettivamente, i loro estremi su-

periori. Si ha cos , ad esempio, se si tiene conto dell’ineguaglianza

uve ~t e K 2 sono costanti note,

essendovi K4 &#x3E; 0 mia quantità nota. Utilizzando l’ineguaglianza
(4.23), si perviene al1a valutazione seguente:



260

In modo analogo si ottiene la valutazione

In ciò che segue si può utilizzare la via di deduzione dell’ine-
guaglianza (4.20).

3. Il metodo esposto nel § 4 concernente la. costruzione delle
valutazioni a priori può essere esteso alle equa.zioni integrali ed
integro-differenziali relative a domini ad un numero di dimensioni
maggiore di due.

d) Consideriamo il caso di sta,bilità della soluzione banale

del problema. al contorno

ove B) sono funzioni continue not,e e è la.

soluzione del problema (4.25), (4.26).
Ponendo Dxu(A) _ si trova.

(4.26), tenendo conto della (4.27), gi ottiene
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ove W(.A., B) è u~~a funzione continua nota per tutti a C .z  b,
c  y  d. Dalle (4.28), (4.27) se ne deduce che il problema.
(4.25), (4.26) possiede nella classe delle funzioni 2~C volte conti-

nuamente derivabili soltanto la soluzione banale. Sia y(A) una
perturba~zione attiva ininterrotta~. Si ha~ allora

Se B) è il nucleo risolvente del nucleo W(A, B), ne risulta,

Per conseguenza, si ha

per tutti i, j = 0, 1, ... , k - 2 ; A E T, 1 non appena siano valide
le disuguaglianze

ove si è posto

Se si utilizza l’inegua,glianza (~.17 ), risulta, che
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ove

Consideriamo infine il problema di stabilità della soluzione

del sistema (4.25), (4.26) se vi si prende in esa,me la parturbazione
delle condizioni al contorno. Supponiamo che le condizioni (4.25)
subiscano una perturbazione:

ove almeno l’uno dei valori y,(y) è diverso da zero e per tutti
~ y) e Ti; ~ = O, 1, ..., k - 1 si ha

La soluzione del problema « perturbato) ( 4.34 ), (4.26) si

costruisce sotto la forma (1.3) (Ä = 1), in cui la funzione Ø(A.)
soddisfa le condizioni (4.34). La sostituzione delle (4.3) nelle (4.26)
conduce allora all’equazione

in cui q(A) e W(A, B) sono funzioni note. D’onde risulta,
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Se per un numero arbitrario e &#x3E; 0 e per tutti A E T1 = { a 
luogo l’ineguaglianza

si consegue per tutti A E T1 la seguente valutazione: i  e.

OSSERVAZIONE: Le valutazioni priori del per tutti

A E si ottengono tramite le ineguaglianze (4.18 ), (4.21).
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