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SOLUZIONI QUASI-PERIODICHE DELL’ EQUAZIONE
DIFFERENZIALE DI NAVIER-STOKES
IN DUE DIMEXNSIONI

Memoria *) di Glovaxyt PrRovsE (o Milano) **)

1. - Nel presente lavoro ¢i proponiamo di illustrare alcune
proprieta delle soluzioni limitate dell’equazione di Navier-Stokes
in due dimensioni ¢ di dare alcune condizioni sufficienti perche tali
soluzioni esistano e siano quaxi-periodiche.

Detto £ un insieme aperto del piano & = (£, &,). il problema
« classico » che esamineremo consiste nel determinare un vettore
w(E,, & 1) = (&L &l t), By(5,. &5 1)} soddisfacente al sistema

%——gmi%—ydﬂ, —~:——-‘$E7—:—¥—f, j=1,2)
(1,1)

gan_,

]-lbfi

ed alle condizioni iniziali ed al contorno

&1y €y bo) = Zo(&1y &2)

(1,2)
L(Eys Eay ) = 0 per (&1. &3y t) € FQ X[ty 00) .

*) Pervenuta in Redazione il 12 dicembre 1962.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Politecnico, Milano.
**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca
del Comitato per la Matematica del C.N.R. Durante lo svolgimento di
questo lavoro 'autore ha usufruito di una borsa di studio del C.N.R.
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Nelle (1,1) le x; sono le componenti della velocita del fluido
in esame, p ¢ la pressione, u il coefficiente di viscosita e le f; rap-
presentano le componenti della forza di massa (efr. p. es. [1]).

Al problema « elassico » (1,1), (1.2) puo essere, come ¢ noto [2],
associato un problema « debole », che sara poi quello che esa-
mineremo in questo lavoro.

Per giungere alla formulazione di tale problema, introduciamo
alcuni spazi funzionali.

Sia N(2) la varieta dei vettori (a due componenti) indefinita.
mente differenziabili, a divergenza nulle ed « supporto compalto
< Q. Indichiamo con N ed N! rispetticamente le chiusure di A7(2)
in L2(Q) ed in Hy (2).

Poiche N ed N! sono, per costruzione, sottospazi rispettiva-
mente di L2 e di Hg, si avra:

(n, )y = (U, V= |urdQ
02
2, du dr
U )= U, )pn= | ¥ ——dQ.
( )IV ( b )H., J‘z‘:l 35' bf,
Q

Detto A, Uintervallo [— (p + 1), p] (p = 0, 1,...), poniamo
LiL?) = L¥A,: L#?), LY H;) = L*A4,; Hy). Come ¢ noto [3], se
u(t) e r(t) sono funzioni appartenenti rispettivamente (per ogni
aHpcd = (—oo,+00)) a L¥a,f; [*) ed a L¥a, B; H;), esse
possono essere interpretate come funzioni a valori rispettiva-
mente in L3(L?) ed L}(H3) (p = 0, 1, ...) quando si ponga:

1/2
b wt) 1l g pn, = { f jutt + ) I, dn}
t 4 A,
1/2
) gy = { f o+ ) 2 dn}
4, .

Cid posto, diremo che la funzione (definita in J) x(t) € LYN) n
N LS(N) ¢é una soluziome (debole) in J dell’equazione di N avier
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Stokes, soddisfacente ad una condizione al contorno di Dirichlet
omogenea, se, posto

* o2 2,
b(u, v, w) = J“z_l u; %‘E—’ w,dQ2
Q2

vale, per f(t) € Ly(L?), la relazione:
(1,3) J{/I(w(t), h(t))Hg_ (), h'(t))Lﬁ- b(x(2), x(t), h(?))} dt =
J

— [uon, mon, e
J

per ogni funzione h(t) tale che

a,) h(t) sia N'-continua in J, con h'(t) € L3(N);
b,) h(t) abbia supporto compaito.

Diremo poi che la soluzione x(t) soddisfa alla condizione iniziale
x(t,) =z, N se:

1,4) lim || x(t) — =, ilL= =0.

t—ty

Nel presente paragrafo dimostreremo ’esistenza di una so-
luzione #(t) L*-limitata in J, qualora f(f) sia L*-limitata in J;
faremo poi vedere che, se Z(f) & abbastanza piccola, essa & 1'unica
soluzione IL2-limitata in J. Nel § 2 verra poi studiata la quasi-
periodicitd della soluzione limitata #(f) e si dimostrera ancora
che, se tale soluzione & abbastanza piccola, essa & ¢.p.

Si potra, in particolare, constatare che, se f(f) & abbastanza
piccola, allora esiste una ed una sola soluzione L?-limitata in J
e che tale soluzione é L* ed L}(H;) — ¢.p-

Ricordiamo anzitutto ‘seguenti teoremi, dati da Prodi in [{]
(cfr. anche [10]).

TEOREMA 1,1: Le soluzioni definite in a*f, modificate even-
tualmente in un sottoinsieme di misura nulla, risultano L*-continue.
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Nel seguito ammetteremo quindi sempre tacitamente di aver
definito le soluzioni dell’equazione di Navier-Stokes in modo
che esse risultino I2-continue. La (1,4) si pud allora serivere:

(]'5) ! J’(t,,) — by, = 0.

TEOREMA 1,2: Il problema misto (secondo Hadamard) con
condizione al contorno di Dirichlet omogenea, per Uequazione di
Navier-Stokes, ammette una ed wna sola soluzione definita per
a <t <P, che per t = a assuma un ralore assegnato ad arbitrio
ed € N.

TEOREMA 1,3: Niano x(t) una soluzione dell’equazione di N u-
rier-NStokes ¢ r(t) una funzione soddisfacente alla. condizione «,);
vale allora la relazione

1y

(r(ts)s ¢(ts))ye— (r(ty), r(t)) J‘{,”("’(t)v "'(t))ﬂ(l.—
(1.6) h

f2
— (), (1) 4+ ba(E), (1), 0(1))} dt = f(ﬂ”a () s dt .
h

Nussiste inoltre ta relazione dell’energio:

1y iy
(13) ottt 8, + e[ 100 1yt = [, o)t
f 4
Dimostriamo ora i seguenti lemmi.
LEMMA 1,1: Supponiamo che f(t) sia Lj(L2)-limitate in J.
Allore ogni soluzione x(t), che sia L2-limitata in J, é pure
i(H3)-limitata in J.
Supponiamo infatti che risulti, per te J:

(1,8) o) he < M, 10 N0 < Ko

Dalla (1,7) si deduce, posto t, =t — 1, t, = t:
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¢
(1.1) Pl 2O gy =4 f 1) 13y dn <
-1

t
1 1
<§ 1t — 1) [ —= o(t) 13+ f O o ) el <5 M MK
i—1

LeEMMA 1,2: Supponiamo che siano verificate le (1,8). Allora
la soluzione x(t) risulte L3-debolmente uniformemente continua in J.

Sia infatti p una generica funzione € L? e poniamo p = yp, +
+ ., essendo p, una funzione € NV e y, ortogonale ad N.

Poicheé x(t) & a valori in N, risultera percio
(2(@)y P)ze = (2(8)y P1)se -

Osserviamo ora che N, é denso in N; perch¢ il lemma sia
dimostrato, sara percio sufficiente, per le ipotesi poste, far vedere
che (x(t), p).s € uniformemente continua, per ogni y € N

Per il teorema 1,3 vale d’altra parte, per ogni ye N la
relazione:

13
(@, Pl oty P =— [(atal0), ),y +
(1,10) "

iy
+ bat), a0, 90} e -+ [0, ot
4
Si ha poi, per una disuguaglianza di Ladyzenskaja [5] e la
disuguaglianza di Hélder:

(1,11) | b(x(2), z(t), v) | = | bl(=(®), v, 2(2)) | <

< 2@) 2l S V21 2(@t) |l () | iyl ¥ g -
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Dalla (1,10) segue quindi, per le (1,8), (1,9), (1,11) e suppo-
nendo t, — ¢, <1:

iy
| (#(L2), ¥)1s — (£(ty), 'P)Lil < lw "H,} f(/f“"\/:-?_ilf(t) 152) 1 £(t) ;:H%dt'*'
4
Iy
(1,12) Flwle] 1@ (pd <
4
—_ 1/2M,+ MK,\V?2
<”'I’HH1(I4+V/2-AH)( / z‘t" ____o) (@ — 02 Ly LK (1) .
[

La (1,12) dimostra il nostro lemma.

LEMMA 1,3: Siano x,(t) e x.(t) due soluzioni dell’equazione di
Navier-Stokes, corrispondenti ai termini noti fi(t) ed f,(t). Posto
w(t) = x,(t) — x,(t), vale la relazione:

1y t,
D ette) "5 | we(ty) 2 f ) 3, «lt=2fb<w<t), i0(t), o,()dt +
4 5

(1,13)

ly
42 J' (Fr(t) — Fult)y (@)t .
h

Scritte infatti per le soluzioni «\(t) e x.(t) le relazioni corri-
spondenti alle (1,6) e sottratte membro a membro tali relazioni,
si ottiene:

ly
(w(ts), () — (w(ty)y 0(81))2a+ f{.ll("’(t)y 'I’(t))n}'— (w(t), ©'(t))s:+
4y

)
+ b(&1(2), 24(2), £(F) — b(w.(t), 2o(2), £(2)) } dt = f(fl(t) — 1a(t), ©(8)) Al
h
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ossia anche

(2e(ty)y ©(L2)) g — (w(ty)y ©(21)) 12+ J‘{I'("’(t), '(0),,1_ (r0(t), v'(8)) s+
(1,14)

Fb(1w (1), 2,(2), 0(1)) +b(2o(2), 20(2), 2(2)) }'"“f (f.(O)—12(t), v(t)) 5t .

La (1,13) si pud dedurre dalla precedente equazione ripetendo,
senza alcuna modificazione, la dimostrazione data nel lemma 3
di [4] per ricavare la relazione dell’energia (cfr. anche [6], re-
marque 4).

Basandoci sui teoremi e lemmi precedenti, siamo ora in grado
di dimostrare alcuni teoremi per noi fondamentali.

TEOREMA 1,4: Sia x(t) una soluzione L2-limitata in J dell’equa-
zione di Navier-Stokes ¢ supponiamo che f(t) sia L3 L?)-limitata
in J. Allora da ogni successione reale {l,} é possibile estrarre una
sottosuccessione (che diremo ancora {l1,}), tale che risulti, per ogni
ted:

lim* f(t + 1) = i)
Lm* «(t + 1,)= 2(t)
n—>c0 L®

(1,15)
lim* ot + la) = 2(0)

n—»oo Q

lm.'t l,. = t .
"l_m'r( + )Lz(mz()

Inoltre la fumzione z(t) é una soluzione L2-limitata in J del-
Vequazione di Navier-Stokes corrispondente al termine noto f,(t)
e risulta:

(1,16) sup [ 2(8) il < Sup i () |t rs
La prima e la terza delle (1,15) si possono dimostrare ripe-

tendo, senza alcuna modificazione, un ragionamento di Amerio
(efr. [3], § B).
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Per provare la seconda delle (1,15) basta osservare che, poiché
la successione z(t + 1,) & L*limitata, detta {7,} la successione
dei numeri razionali, & possibile estrarre da {l,} una sottosucces-
sione (che indicheremo ancora con {l,}) tale che risulti, per ogni r
ed ogni ¢ € L*:

,17) - im (@(n, + la)y @)za= (2(0¢)y @)1

Consideriamo, fissato ¢, la successione {(x(t + l,), @)is}; le
funzioni (x(f + l,), ¢);,» sono ovviamente equilimitate e risul-
tano, per il lemma 1,2, equi-uniformemente continue in J. Dalla
(1,17) segue quindi che la successione {(z(¢ + l,), ¢)z.} converge
per ogni ¢ ed uniformemente in ogni intervallo limitato e sussiste
percid la seconda delle (1,15).

Le funzioni x(t + l,) formano dunque una successione li-
mitata in L? ed in L3(H}), convergente debolmente in L*, per
ogni ¢t€J, verso una funzione z(t); per un lemma di Hopf [7]
(cfr. pure [4] lemma 4,) & allora

i t+ 1) = 2(t).
lim 2t + L) =, ()

B quindi dimostrata anche ’ultima delle (1,15).
La (1,16) segue immediatamente, in base ad una ben nota
proprietd del limite debole.

Ci rimane da dimostrare che z(t) soddisfa all’equazione
(1,18) j {u(2(t), h(t))as_ (2(2), B'(8)) 2+ b(2(2), 2(2), h(t))} dt =
J

- f (F(0), Blt)) st
J

Assumiamo l'intero p tanto grande che il supporto di A(f)

13
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sia contenuto in 4,; si ha allora, per le (1,15):
(1,19)

lim f{/l(af'(t + 1), h(t))H%— @+ 1a), B (0))as — (f(2 = Ln), h(2)) e}t =
J

= lim f{#(w(t L), h(t))H',)-—(w(l-"ln), B () —(f(t+10), h(2)) e Yt =

ap

= f{ﬂ(z(t), h(t))Hg_' (1) B (8)) s — (f2(2), h(t))ra} dE =
4

?

= f{,u(z(t), h(t))H%— (2(t)y h(t))ze — (f2(2), h(t))za}dt
J
B inoltre:

N—>co

(1,20) lim |b(w(t ~ 1), x(t — 1,), h(t))dt = Jb(z(t), z(t), h(t))dt .
J .

Risulta infatti, tenendo presente che b (wu, v, w)| =
= | b(u, w, v) | :

(1,21) !er(a;(t + L), w(t + 1,), h(2))dt — |b(2(t), 2(2), h(2))dt)| <
a, ap
< f |bla(t L) — 2(t)o(t -+ L), ht)) | dt
4y
-+ J" b(Z(t), $(t -+ ln) - Z(t), h(t” ' dt <
ap

< f &t + 1) — 2(8) -5 i 2( + 1) IIH% I h(t) {ze dt +
ap

-+ f!i 2 (8) pe b @t = Uy) — 2(2) 420 § B(2) liH% at <
4y
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1/2
< sup } A(t) n,.{ J L@t = 1) — o) |5 dt} :
tcdy

45
12 13
4 j o 1) iy dt] + sup 10 iy | f 110 132t}
i H tchy o

4y

4 f Va1 —2t0) 3t} < i | f I 0(t-+1a) — &0
d4p

4
1/2
N @t + L) — 2(2) 120 dt} <

-

1/s
< M, { j 10t + 1) — 2(0) I dt} .

4y

L’ultima espressione risulta, per la quarta delle (1,15), in-
finitesima per » —oc0 e la (1,20) é quindi dimostrata.

Dalle (1,19), (1,20) segue che la funzione z(t) soddisfa alla
(1,18); il teorema é dunque dimostrato.

TEOREMA 1,5: Sia z(t) la soluzione in [t,, co) dell’equazione di
N avier-Stokes, soddisfacente alla condizione iniziale x(t,) = x, .
Allora, se f(t) é L*-limitata in [t,, o), x(t) ¢ L*-limitata in [t,, co).

Piu precisamente, se risulta

(1,22) I (o) llga= ! %o llza,  sUP [ () =K,
ty <t<oo
81 ha, posto
“
‘ . 1+ 2?
(1,23) g = min 3K294 s " w” ll},.

(0 essendo la costante di immersione di Hgin L*):

(1,24) )50 15< (1 + 2. (ts <t <oo).

i
Posto inoltre

(1,25) v = 2 Ve + %)
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81 possono distinguere i sequenti due casi:

a) Se !'®mylp < Kv, allore anche | x(t) i <« Kv (¢, <
« t <oo);

B) Se | @yl > Ky, risulta | @(t) | < | g 1.

Osserviamo anzitutto che, posto ¢ = o, + ¢. (¢ > 0) dalla
(1,23) segue

1+2L£

(1,26) i e 2 < Y

Essendo ! z(t) ||;» continua, potremo allora determinare un
numero 6, con 0 < § <1, tale che risulti

1
(1,27) max uwa)n.<-—(14-21§y
ty << by+268 g, 4

-

Dividiamo il semiasse ¢t > t, in intervalli di ampiezza o me-
diante i punti #,, ¢, = ¢, + 6, ¢, = t, + 26, ... ed indichiamo con
t, il punto dell’intervallo [t,_,, t,] nel quale la funzicne continua
I| 2(t) | .. assume valore massimo.

Dimostriamo che &

¢ oiE 1 Ny . .
(1,28) afty) o < ;(1 ~25) G=1,2.).

In virtd della (1,27), la (1,28) & certamente verificata per
j = 1,2; facciamo vedere che essa vale anche per j = 3.
Supponiamo infatti che sia

(1,29) [ @(ts) e > | D) laa

(se fosse verificata la disuguaglianza inversa, la tesi sarebbe gia
dimostrata). Non pud allora essere

z
(1,30) f I @(t) % dt >—;’;.

4
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Se infatti valesse la (1,30), =i avrebbe, per le (1,7), (1,23):
;I

T(t:) MR '7'("1) -

iy
§oE 5~ 2 f fit) .dt}
i

rlg_

& 4
i ] -
{ I I () I3 dt}l <oty I — 2u f I 2(t) zl;{‘ dt —
4 [

— &

1 24/33 L} J' | () i dt <
¢_.

o? \/ 30,

5 i

— 2 . Ry

< bait) 13 — 20 f I @) 4, dt ?’ﬁe' f | 2(0) gy dt=to(hs)is
5 i

relazione che & in contrasto con la (1,29)
Risulta percid

Ll

0

-~

Essendo ¢, — t, > 6, dalla (1,31) segue:

. N 1
(1,32) min }} z(?) {3, = | #(t*) 1 < —
T<i<h g

ed inoltre, ovviamente

» &
(1,33) J‘ | ®@) iz dt < LA .
(4}
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Dalla (1,7) si deduce allora, tenendo presente le (1,23), (1,32),
(1,33):

— . 1/2 2 1/2
i a(ts) 13:< | @(t*) |3+ 2{f i £2) 112 dt} {fll x(t) 12 dt} <
t* t*

M/sm/i =l J’Z'Z;_OK%P *2%)

In modo perfettamente analogo si puod dimostrare che la
(1,28) & valida per j = 5, 7, ... ed anche, partendo dal punto ts,
per j = 4,6, ...

Dalla (1,28) segue poi, per larbitrarietd di ¢, la (1,24).

Supponiamo che sia || 7, ||, > Kv; dalle (1,23), (1,25) segue:

<——+21/36

I
1+2—O;

34 S ——_
(1,34) 7T ek

e, di conseguenza, per la (1,24):
ba(t) 17 < I @, 12 -

Data Darbitrarietd di i,. se quindi & } x(f) |, > Kv per
a <t < B, | () ||;. risulta, in tale intervallo. una funzione mo-
notona, non crescente.

Se invece fosse || z, |l,, << K, risulterebbe

(1,35) 4 g = 3K’

ossia, per la (1,24):

3Kg

e 13 < =551 42 e,) Ew

11 teorema & percid dimostrato.
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TEOREMA 1,6: Supponiamo che f(t) sin L2-limitata in J ed
indichiamo con K il suo estremo superiore. Esiste allora almeno
una soluzione Z(t) dell'equazione di Narier-Stokes che sin I2-
limitata in J.

Consideriamo la snccessione di funzioni {xy(f)} definite nel
modo seguente.

Per t >— n x,(t) sia la soluzione dell'equazione di Navier-
Stokes soddisfacente alla condizione iniziale x*(— n) — 0: per
t <— m, sia o () = 0.

E evidente che, posto

ft) per t>—n
(1,36) falt) =
0 per t<—n

la funzione z,(?) sard una soluzione L*limitata in J dell’equa-
zione di Navier-Stokes corrispondente al termine noto f,(t).
In virth del teorema precedente (caso «)), risulta

(1,37) () e < Kv (ted)
ed inoltre, ovviamente

(1,38) lim £ () = f(¢) .

Poiché 1a successone {z,(t)} ¢, per la (1,37), equilimitata e,
per il lemma 1,2, L*-debolmente equi-uniformemente continua,
& possibile, mediante un ragionamento identico a quello eseguito
nel teorema 1,4, estrarre da {r.(f)} una sottosuccessione (che
diremo ancora {z,(t)}) tale che risulti, per ogni te.J:

lim* z3(t) = (1)

(1,39) Lim* z.(t) &(t)
(H1

n—+oo Lza

lim z(f) = Z(t) .
n—>co ~ )Lg(m )



200 Giovanni Prouse

Sempre per il teorema 1,4, la funzione #(f) cosi determinata
& una soluzione dell’equazione di Navier-Stokes corrispondente
al termine noto f(t) e per essa vale la relazione:

(1,40) sup | #(t) ll» < sup | 23(t) I < Ev
teJ teJ

L’esistenza di una soluzione #(f) dell’equazione di Navier-
Stokes, che sia L3-limitata in J é dunque dimostrata.

Per le soluzioni z(t), L*-limitate in J, vale il seguente teorema
di unicita.

TEOREMA 1,7: Se esiste una soluzione xz(t) tale che

1/3 1/8 1
(141 sup (o) I, 1a) 120 ] <

< min[(l — ayph a /w}

342 ' V2o

(a essendo un’arbitraria costante, con 0 < a << 1, che potrd essere
fissata in modo da rendere massima la quantitd date dalla (1,41))
allora non esistono alire soluzioni L2-limitate in J dell’equazione
di Navier-Stokes.

" Sia infatti y(t) una seconda soluzione, definita in J: posto
w(t) = z(t) — y(t), si ha, per la (1,13), per ogni é > 0:

t

(042) Joote —8) i~ wt0) 13 = 2 1 06m) Wy —

t—o
t

-2 f b(w(n), w(n), #(n))dn -

t—o

Risulta d’altra parte, per la disuguaglianza, gid citata, di
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Ladyzenskaja [5] e la disuguaglianza di ‘Hélder:

1

Ub'(wm), w(n), ©(n))dn ! <
t—-48
3
< f i @(n) Yze I w(n) !IH‘,, il wn) liedy <
t-48

[
<VZ f I an) 152 1 @(n) gy 1 20m) 53 1 () ligy dy <
(1,43) s

<AV/2 max |a(n) % max | wmy) i
- <<t t—-en<t

[

ih sl RUIN

o) | d 5 @) |
1 61 a(n) Ky 1 00n) Uy dy < /7 max_ 1 ato) £

¢ ¢
. 1e m ‘ s/
| i Ve iy an}" max_ywin) 1] i ot g}

Posto
t

r 1/4
(1,44) T, = sup[ sup ./ a(y) ié;’:{ J o) 1L dn} ]
teJ Lt-8<n<t P o

si ottiene, introducendo la (1,43) nella (1,42):

(1,45) {w(t — 8) 13 > | w(t) |3 + 2u] | win) I3,dn ~
t—o ’
[
—24/2T max | w( )Il'l'{fllw( ) I2,d }'".
‘l—6<'l<t ) la 2, M g™
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Analogamente, si ha:

t
(1,46)  wit — 6) *h <t w(t) Ih +~ 2 f 1 w(n) Il =
f—

4

t

3/4
~24/2 T, max | w(n) :'L’-‘{f il win) i ldn} .
—e<n<t P Hy

Indichiamo poi con t' e ¢’ i punti dell’intervallo [t — §, t]
nei quali la funzione continua | w(?) ii,, assume rispettivamente
valore massimo e minimo.

Dimostriamo che, fissato 6 > 0, esiste una quantitd A, dipen-
dente da Iy, u, 2 e 4 tale che risulti, per ogni f € .J:

i

(1,47) f!; w(n) 2 dn > max | w(n) |z = i}ﬁ i w@®) I3 .

A r-an<t
t—6

Supponiamo infatti che, preso comunque A > 0, esista un
valore {, (dipendente da A) tale che:

f)
1
(1,48) J!z w(n) 13 dn <<= e i w(ty): 3

L
Sara quindi pure.

(1,49) fll w(n) ll dn ‘ < (l w(ty) 1% .

Supponiamo, in un primo tempo, che sia #; < ¢3; dalla (1,46)
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si deduce allora:

LE0) () W < () I+ o () B+
e 1 oy
= 2V2 T g i) 1

da cu si ricava, assumendo A > 1

50 @) i > (1 -3 ~2vZ g ),,‘) ) 1% >
2 A2 T
> [1 -_ l”‘ 1+ 737‘-—"] I, u(t;‘) "

Se percid si assume

(1,52) 2 >[ 1+ V2 F‘)}" 0 <a<1),

11—« uit

risulta, per la (1,51):
(1,53) w(ty) 13, = o 1 w(ty) 13, .

ossia anche
t; 7]

1 o
(1,54) jll w(n) I!;ﬂdn >? [. "w(n) thdn >

Hh—4 t,—8

> 25 wd) 13 > %0 w0 i
0

2 \/—-Fo 0’ . ool
Perl}max{[l_a(l T )] c%} si ha quindi:

;-
ad /
(1,55) f o) iy dn >3 1 wh) i > 1 u wt) I .

h—3

relazione che é in contrasto con la (1,48).
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Supponiamo ora che sia t; > t;; dalla (1,45) si deduce, in
questo caso, tenendo sempre presente la (1,48):

2v2

(1,56) " ow(t3) 1% > . ow(t) i — Ty i w(ty) 13 =

(1 )8/4
2v2
=(1- T L T) it 13
ELR%2/

Assumendo A >(( i

(1,53) e, di conseguenza, la (1,55).
Se infine & t; = {3, si ha immediatamente

) dalla (1,566) segue ancora la

(1,57) f f w(ﬂ)llHl s " w(t;) i3
Q—4

Abbiamo percid dimostrato che, se si assume

2 \/_I' .
1—ea L 61] _g__} 0 <ea<l),

(1,58) /1>max{[ b

allora risulta, per ogni t e J:
3

1
(1,569) f I w(n) ||,y >+ max () % -
Hy A o—s<n<
i-s
Dalla (1,45) si ottiene, per la (1,59):
) t
(1,60) || w(t — 98) |3 > || w(t) |3 + 2u f | w0(n) !i;,%dn -

-
t

— 22 Dy(2pyn f I 0(n) I3 dn

-0
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Se, oltre alla (1,58), e soddisfatta la relazione

_ 4
(1,61) 7 < (\/_l;—F,:_x/?) 0 <7<,
é

s8i ottiene dalla (1,60), tenendo presente la (1,59):
{
Lw(t — 8) i = w(t) if, + ZTJ. I w(n) [adn >
(1,62) =
2

2 2
>t i - o max Lun) 'ho>(1+ 2] e iL.
s IS

Poniamo ora o = 1; come 8i pud facilmente constatare, le
(1,58), (1,61) risultano contemporaneamente verificate qualora sia

wila s
r, = sup [ @) 100u-s,e; 1 28 lzgmy] <
(1,63)

(1 — a)ud \‘/Fﬂ}
3v2 ' V2%l

Osservando poi che, poiché z(t) # y(t), esistera un punto ¢,
1n corrispondenza del quale si abbia

<min{

(1,64) i w@e) |l =0 >0,
dalla (1,62) segue immediatamente

(1,65) max lim || w(t) ||, =oco .

t—>—o0

Poicheé x(t) & L*-limitata in J, la funzione y(¢) non pud dunque
essere I*-limitata in J.
COROLLARIO 1,1: Se risulta

O o S )
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allora Pequazione di Navier-Stokes ammette una soluzione IL3-
limitata in J, ed una sola.
Osserviamo infatti che, per il teorema (1,6), ¢

(1,67) sup | a(t) I < K,
e, di conseguenza, per il lemma 1,1:
(1,68) sup 1 9(0) Iy < {7+ 1]
~ 8i ha quindi:
(1,69)  sup [ an) Uoto-r,; | 20) Wggary] < K 4 f% + 1)

e percid, perche sia verificata la (1,41) basterd che sia

(1 — a)ut \‘/«7#}
3v2 T V2l

2. - Utilizzando i risultati ottenuti nel § 1, daremo, nel pre-
sente paragrafo, delle condizioni sufficienti per I’esistenza di una
soluzione q.p. dell’equazione di Navier-Stokes.

Nel seguito supporremo sempre che il termine noto f(I) sia
L¥(L*)-d.q.p.; supporremo inoltre che per la famiglia di equazioni
corrispondenti ai termini noti f,(t) = lim f(t + 1,) sussista il teo-

n—»oco

. v(v Sus
K=§11‘e}h!f(t)!u-<[7(?+l)] mm{

rema di unicita della soluzione L*-limitata in J (una condizione
sufficiente perche tale leorema sussista é stata data nel Corollario 1,1).

Indicheremo percid sempre, nel seguito, con #(¢) la soluzione
L*-limitata in J corrispondente al termine noto f(t).

Valgono i seguenti teoremi.

: - TEOREMA 2,1: La funzione &(t) ¢ L*-d.q.p. e Ly(L*)-q.p.

La dimostrazione della IL3-debole quasi-periodicitd di Z)
pud essere eseguita ripetendo un ragionamento di Favard- [8],
ripreso da Amerio [9]; per essa rimandiamo quindi a [9], § 4, ¢),
dato che il procedimento ivi illustrato si estende senza alcuna
modificazione al nostro caso. ’ B o
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Dimostriamo che z(t) ¢ Lj(L?) q.p.; per fare cid sarid suf-
ficiente far vedere che da ogni successione reale {l,} & possibile
estrarre una sottosuccessione (che diremo ancora {l,} e che po-
tremo supporre regolare rispetto a f(f)) tale che risulti, unifor-
memente in J':

(2,1) lim &(t - 1,)

fi~»o0

(t) .

= 2
LY

Osserviamo che le funzioni #(t) e f(t) soddisfano alle ipotesi
del teorema 1,4 e che la (2.1) sussiste quindi certamente per ogni
ted; z(t) & poi 'unica soluzione L*-limitata in J dell’equazione
corrispondente al termine noto f,(t).

Supponiamo, per assurda ipotesi, che la (2,1) non sussista
uniformemente in J. Esiste allora un numero y > 0 e tre succes-
sioni {¢,}, {a.} < {l.}, {a.} < {l,} tali che risulti

(2:2) Blta =~ wl) = By~ o) iy g >

Per quanto si ¢ detto sopra, pessiamo estrarre da {¢, + a.}
e {t, + «.} due sottosuccessioni (che indicheremo con le mede-
sime notazioni) per le quali si abbia, uniformemente in J:

(2,3) Hm* f(t + ¢, + «,) = Um* f(t +t, + ay) =_fi(t) .
R—>oc ) LYY

ed inoltre, per ogni te J:

(2,4) lim &(t + ¢, + al) = 2,(),
R—so0 LYLY

(2,6) Bm #(t + t, + al) = 2z,(t) .
n—sc0 s

Le funzioni 2,(f) e 2,(f) risultano quindi, per il teorema 1,4,
soluzioni I*-limitate in J dell’equazione di Navier-Stokes corri-
spondenti al medesimo termine noto f{(t).
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Per il teorema di unicitad deve allora essere
(2,6) 2,(t) = z(?)
e, di conseguenza:

" 9)(t + t + (l.) - (C(t + ‘ + a-) "La(L’)

A—»00

@7  SHm S+t + ) — ) gy, +
+ lim | &t + ta + @2) — 23(0) g pa) = O -

La (2,7), scritta per ¢ = 0, contraddice alla (2,2) ed il teorema

& dimostrato.
" TEOREMA 2,2: Supponiamo che f(t) sia L3(L*)-q.p. e che risulki

: - 1l - 1l . 1 M
(2,8) r= B‘g‘ll’ () lose—1, 0,29 " Hw(t)||L3(H'1,)]< min {m—‘ ’ 72—}

Allora la soluzione &(t) é L3-q.p.

Ricordiamo anzitutto, che, in virti del teorema precedente,
#(t) risulta Lj(L*)-¢.p.

Per provare la L*-quasi-periodicitd di @(f) basterd far vedere
che da ogni successione reale {l,} & possibile estrarre una sotto-
successione (da dirsi ancora {l,}) tale che risulti, uniformemente

in J:

2,8) ' lim (¢ + 1) = 2(¢) .

Supponiamo, per assurda ipotesi, che cid non sia. Esistera
allora una successione {l,} che gode della seguente proprieta:
in corrispondenza di ogni sottosuccessione {I.} di {l,} esistono
due sottosuccessioni {a,} < {l.}, {a.} < {l.}, una successione
{t.} ed un numero y' > 0 tali che risulti

(2,9) I B(ta + @) — &(te + @) lzs > 7' -

‘Supporremo, nel seguito {come & ovviamente lecito) che {I,}
sia regolare rispetto a f(¢) ed ‘& #(t) e che risulti quindi, unifor-
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memente in .J:

(2,10) L || f(E + to + @) — &+ ta 4 @) D a0 =0
n—»oo

(2,11) lim || #(¢ + to + @) — FE + ta + @) 1572 =
n—>oo ot

Poniamo inoltre:
(2,12) Wa(t) = Bt + ta + @) — F(t + ta + aw) -

Consideriamo ora l'intervallo [— 1, 0] e sia 0 il punto di
tale intervallo nel quale la funzione continua | Wy(t) ||, assume
valore minimo.

Supponiamo, in un primo tempo, che sia f, < 0 {il caso
" = 0 verra esaminato in seguito) e poniamo

(2,13) max || wa(t) | 5 = I 0ata) I 5 -
t<t<0 ‘ ‘

Per la (2,9) sara:

(2,14) I 0alta) 2 > 1" -

Applichiamo la (1,13) all’intervallo [tns t.]. Si ottiene, te-
nendo presente le (1,43), (2,8): _
lﬂ

1108 125 > 1 0(8a) 1, + 20 j I 1ealt) W2t +

"
- ’"

t

n

— - 3/4
— 2 V2 T wa (tn) n‘L’:{ f I 0a®) gy dt} +

i

(2,15) 3 fn s
— 2 " wn(tn) "L!{J." f(t + tn + (1,,,) - f(t + tn + (t:) “’L! dt} >
b
A
>(1—2 /2 ) | 0,{t) [+ 2u—2 V2 1) j lleea(t) Iy dt+
‘II

— 2 | walta) e | f(ta + ) — flta + @) Uy -
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Se percid &

(2,16) r<min{1 —z } 0 <7<1),

22" /2

si ottiene dalla (2,15), tenendo presente la (2,14):

I wa(t) I3 = 7" — 2 || 0a(ta) Izs | f(ta + ) —
- j(tn + a,,) “L:(L’) .

(2,17)

Dalle (2,17), (2,10) segue, per n > n sufficientemente grande:

3
(2,18) I 0altl) 12 > -

p4]

e, di conseguenza:

L2( L’) c) 7 ’

(2,19) f" Wa(t) |3 dt = || B(t + @n) — Bt + ) I}

\

relazione che & in contrasto con la (2,11), seritta per ¢t =0.
Se poi & f, =0, si ha immediatamente, per n >n

0

(2,20) f 1 w0a(t) 5 dt >

-1

.
.

[ &]

Si perviene cosi, in ogni caso ad un assurdo e la L?-conver-
genza uniforme in J della successione &(t 4 l,) & provata.

11 teorema & quindi dimostrato.

TEOREMA 2,3: Supponiamo che f(t) sia L3(L?)-q.p. Allora ogni
soluzione &(t) che sia Lt-q.p. é anche L(H})-q.p.

Posto infatti w;,.(t) = (¢ + l;) — &( + ), vale la relazione,



Soluzioni quasi-periodiche dell’equazione differenziale, ecc. 21}

dedotta, come la (2,10), dalle (1,13), (1,43), (2,3):

t
2 0 By < Vsl = 1) e L) 1+
t—1
t

¢ [ SYA . 1/a 1 na 34
(2,21)  + 2 \/~2 I'max | w;x(n) |2 {J‘ i 10;,(n) [,,1 d’]} +
t—1<n<t 0
t—1
t

1/2
+ 2max | w;(n) I j:l f(’] + 1) — f('] + 1) "Lidnl .
—1n<t J
-1

Dalla (2,21) segue immediatamente la tesi.

Possiamo infine dare, in base ai teoremi dimostrati sopra,
una condizione sufficiente per l'esistenza di una soluzione q.p.

Vale il seguente teorema.

TEOREMA 2.4: Supponiamo che f(t) sia L3(L?)-q.p. e che risulti:

¥ -(1a) [(1 — a),,s/«
K =sup | f(t) .. < [— (— -+ ])] min .
ap 101 <[ 1 |

Vap 1 /-_'}
Vae 2R Vil

Allora esiste una soluzione ¥(t), ed una sola, che sia L2-q.p.
e LH))-¢.p.

Osserviamo infatti che, se & soddisfatta la (2,22), esiste, per il
corollario 1,1, una ed una sola soluzione #(t)L’-limitata in J.

Sono percid verificate le ipotesi ammesse, all’inizio del pre-
sente paragrafo, sull'unicitd della soluzione limitata.

Perché la soluzione #(t) sia L'—¢q.p. e Ly(H})-q.p. bastera,
per i teoremi 2,2 e 2,3 che sia soddisfatta la (2,8).

Se vale la (2,22) si ha, d’altra parte, per le (1,67), (1,68), (1,69)=

(2,22)

1 i
0o n1/2 '1/2 A
sup [u ) o, e, 2 * T "Lﬂ(m)] < min {2 Vel N@}

e, di conseguenza, la (2,8) é certamente verificata.
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NorA (aggiunta durante la correzione delle bozze): Uno
studio delle soluzioni quasi-periodiche dell’equazione di Na-
vier-Stokes in piut di due dimensioni ¢ stato recentemente
effettuato da C. Foias nel lavoro « Essais dans I’étude des so-
lutions des équations de Navier-Stokes dans I’espace. L’unicité
et la presque-périodicité des solutions petites » (Rend. Sem. Mat.
Padova, vol. XXXII 1962)). In questo lavoro Foias dimostra
che, se f(t) ¢ L*—q¢.p. e se esiste una soluzione £(f) tale che,
per un certo p, con 3 <p < oo, risulti

sup || #(t) ||,» <Ko
ted

(K,o essendo una quantitd che dipende solamente da 2 e da p),
allora (1) & L*— ¢.p.
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