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QUESTIONI DI REGOLARITA E DI UNICITA
DEL MOTO IN PRESENZA
DI VINCOLI OLONOMI UNILATERALI

Memoria (*) di ALpo Bressax (a Padorva)

PREFAZIONE

La dimostrazione della sufficienza della nota condizione
di equilibrio per la quiete di un sistema olonomo S ad N gradi
di liberta g, ..qgy e in assenza di attrito, costituisce un pro-
blema molto difficile e in generale insoluto, anche qualora
i vincoli unilaterali presenti siano rappresentabili nella forma

(1) Gmyn=0...qn=0

e valgono teoremi di unicitd per le equazioni di Lagrange. Nel-
I'ipotesi che la posizione d’equilibrio P* sia di confine per
gli ultimi ¥ —y dei vincoli unilaterali (1), una tale dimo-

strazione é stata data da Signorini') nell’ipotesi che le com-
ponenti lagrangiane

Quii(a|q|®) .. Qnla|git)

della sollecitazione attiva siano continue e tutte proprio ne-
gative in P* e per valori nulli delle q

Fondamentale é in tale dimostrazione I’ipotesi della con-
tinuitd delle reazioni vincolari effettive.

Tuttavia si pud osservare che lincondizionata continuiti

delle reazioni vincolari non sempre sembra avere fondamento

(*) Pervenuta in Redazione il 5 novembre 1938.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Universita, Padova.
1) A. S16NORINI1, Meccanica razionale, Vol. II, pag. 337, 2* ediz.
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fisico sufficiente. Cattaneo ad esempio dimostra la «suffi-
cienza » del principio dei lavori virtuali all’equilibrio di un
sistema materiale, per un sistema particellare, soddisfacente
a larghe condizioni di regolarita, soggetto a vincoli fissi anche
scabri, e che possono essere in parte olonomi bilaterali e in
parte anolomoni anche unilaterali, evitando inoltre la detta
ipotesi sulle reazioni ?).

In effetti il problema di dedurre, almeno in casi suffi-
cientemente regolari, la continuitd delle accelerazioni lagran-
giane e delle reazioni effettive, da opportuni postulati, fisica-
mente soddisfacenti e meglio accettabili della diretta ammis-
sione della continuita delle suddette reazioni, € piu complesso
di quel che sembra a prima vista, e costituisce oggetto della
prima parte del presente lavoro.

* x »
Sia § il generico sistema olonomo, con vineoli lisci anche

unilaterali e rappresentati dalle (1), dotato inoltre di espres-
sione lagrangiana

- 1 X e N et e
2 6 = 5 Z anlg g+ T bulg tgn+d(git,
h, k=1 h=1

della forza viva e di componenti lagrangiane

3) Qn = Qugja't) (h=1..N)

della sollecitazione attiva, tali che siano continui i secondi
membri delle equazioni di Lagrange risolute rispetto alle q
e sia {qn(?)} la gemerica N-pla di funzioni continue verifi-
canti le (1).

Per semplificare l'esposizione mi sembra opportuno pre-
mettere le seguenti definizioni.

2) C. Catraxeo (Pisa), Sulla ¢ sufficicnza» del principio dei lavori
virtuali all’cquilibrio di un generico sistema materiale, Rendiconti di
matematica. Universitd di Roma, lugio-dicembre 1954, pag. 209.

G. GrioLI nel suo testo di meccanica razionale osserva a pag. 318
che all'ammissione di continuitd delle reazioni vincolari & preferibile
un principio di continuitd del lavoro effettivo di esse.
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DEFINIZIONE 12 - Per m <r < N diro che all’istante & la
q,(t) prende (o lascia) lo zero — od anche che il sistema S, pen-
sato animato dal moto q,= q,() (h=1...N), prende (o per-
de) contatto con U (r — m)° vincolo unilaterale — se é

7:(8) =0
e per ogni t, < & (rispettivamente per ogni t, > E), esiste un
tin t &, [mspcttwamente in Et,] con q,(t) > 0. Diro poi che
tale presa [o perdita] di contatto é semplice se esiste un t, < §
(un t, > &) tale che in t, & [in Et,] si abbia sempre

q:(t) > 0.

DEFINIZIONE 2° - Diro che & E, é un intervallo di regolarita
(rispetto ai vincoli (1)) dell’ N-pla suddetta, se per ogni t in
E, &, nessuna delle q, +1(2) ... qn (t) prende o lascia lo zero. Cid
equivale all’essere in & &, una parte di esse =0, 1’altra sem-
pre > 0.

DEerFINIZIONE 32 - Diro regione R di regolarita dell’ N-pla
{qn(t)} (rispetto alle (1)), Vinsieme aperto R, somma dei suoi
intervalli di regolarita (rispetto alle (1))3).

DErFINIZIONE 4* - Diro che la considerata N-pla é rispetto
ai vincoli (1) regolare se tale al confinc *), 8e esistono continue
tutte le q, e q, in ogni intervallo aperto & E, che sia di
continuita per le derivate 1€ e 2¢ di ciascuna delle @, ,(t)...qn (t)
che in E E, almeno una volta prenda o lasci lo zero®).

3) Si badi che nonostante R sia denso nellintervallo #; t, di defi-
nizione della considerata N-pla (ossia ogni punto di ¢, ¢, & di accu-
mulazione per R), il complementare CR di tale regione rispetto a
trtz pud avere misura arbitrariamente prossima a ?; —¢;), e cid pure
in casi dinamici molto regolari (vedi esempio I°, § 1 - n. 2) per cui
anche le ¢ sono continue.

4) Dir0d tale pure il moto da essa rappresentato.

5) L'n-pla | q,(f) | & regolare st tale al confine rispetto ai vincoli (1)
se e solo se, per ogni £ in cui essa & definita, una delle i],.(t) 0o ij,.(t)
(h=1, .., N) pud essere ivi discintinua solo a patto che per un
r=m-41, .., N sussista una o laltra delle due seguenti condizioni
ber E : . ..

a) g.(t) o q,.(¢) sia discontinua per { —=E;
b) £ sia punto di accumulazione di istanti per cui si verifica la
condizione a).

18
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Se la detta N-pla rappresenta un moto di S mi sembra fisi-
camente ben accettabile ’ammissione per essa di regolarita
conseguente alla regolarita al confine (secondo la def. 4), in
quanto si pud ritenere che tale proprietd traduce analitica-
mente il fatto che eventuali irregolaritd del moto siano impu-
tabili, nelle fatte ipotesi di regolaritd di S, esclusivamente
a prese o perdite di contatto con qualche vincolo unilaterale.

Ammetterd che ogni moto {g,(¢)} dinamicamente possibile
per S risolva le equazioni L) di Lagrange in senso lato, ossia
che in ogni intervallo £&, di regolaritd abbia derivate 1¢ e 2¢
continue e risolva le L) in corrispondenza a reazioni che i
vincoli siano capaci di esplicare.

* * *

Nella 1* parte del presente lavoro considero appunto la
generica soluzione in senso lato {q,(t)} delle equazioni di
Lagrange colle q(t) e q},(t) continue, cosicché soddisfano la
legge U) d’urto con cui va completata la definizione di S,
qualunque sia U); e dimostro che in ogni intervallo &£, sono
continue le derivate seconde di quelle delle q,_,(?) ... gn(t) che
ivi almeno una volta prendono o lasciano lo zero. Supposta
la {qn(t)} regolare se tale al confine, resta allora assicurata la
continuitd di tutte le 4:1';, e anche delle reazioni. vincolari.

Ha interesse notare che per giungere a questa conclusione
Vipotesi che la {qx(t)} sia regolare se tale al confine, & essen-
ziale perché da esempi risulta che altrimenti pur essendo le
q,.(t) assolutamente continue, non solo le i];, possono -essere
discontinue ®), ma possono presentarsi casi di indeterminazione
nel senso che le condizioni iniziali risultino largamente insuf-
ficienti ad individuare un movimento ?); tale indeterminazione,
nello sola ipotesi di continuita delle q;,(t) pud presentarsi
anche in casi in cui Pequazioni del Lagrange sono soddisfatte
quasi ovunque (mis CR = 0) 8).

* # #

8) Vedi Osservazione 2*, n. 3 di § 1.
7) Vedi Osservazione 1%, n. 3, § 1.
8) Vedi nel n. 3 di § 1 ’Esempio 2° e le 9 righe che le precedono.
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La complessita del problema accennato all’inizio di questa
introduzione e studiato nella prima parte del lavoro, si ha,
tra P’altro perché, secondo la nota3), pud essere positiva la
misura dell’insieme CR dove le ¢,(t) non sono, almeno a priori,
tenute a soddisfare le equazioni di Lagrange.

Altre complicazioni derivano dalla possibilita di prese o
perdite del contatto del sistema con qualche vincolo unilaterale
in modo non semplice (secondo la def. 1), e dal poter esser
R non connessa.

Giovandomi di risultati conseguiti nella prima parte del
presente lavoro estendo nella seconda il citato teorema di
equilibrio di Signorini al caso dinamico, sempre con referenza
a moti regolari se tali al confine, dimostrando un teorema
di unicita della soluzione dinamica. Precisamente dimostro
il requisito di unicitd per ogni moto di confine, regolare se
tale al confine, sotto ipotesi sui dati che mnel caso statico
riescono meno restrittive di quelle di Signorini. Dimostro cioé
che se sotto prefissate condizioni iniziali 1’equazioni di La-
grange ammettono una soluzione di confine, essa & ’unica nella
classe di tutti i moti (anche con distacco), dinamicamente
possibili per S e verificanti le stesse condizioni iniziali, purché
la sollecitazione attiva soddisfi opportune condizioni. Nel caso
statico il teorema & in particolare applicabile tra Paltro al
caso delle forze puramente posizionali e soddisfacenti assieme
agli altri dati, alle condizioni di Lipschitz. Per quanto mi
consta il detto teorema d’equilibrio di Signorini non & stato
ancora rigorosamente esteso nemmeno a questo caso. Proba-
bilmente cid é dovuto al fatto che le difficolta che esso pre-
senta, richiedono l'uso di metodi di natura diversa da quelli
impiegati da Signorini.

Grazie ad una estensione di un teorema di Agostinelli ¢
possibile generalizzare i risultati di questo lavoro al caso
in cui si aggiungano al considerato sistema S, dei vincoli
anolomi bilaterali lineari e regolari. Tale argomento sara
oggetto di una prossima nota.
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§ 1. - OSSERVAZIONI SULLE EQUAZIONI DI LAGRANGE
NEL CASO DI VINCOLI OLONOMI UNILATERALI
N. 1. - Considerazioni preliminari.

Riferendomi al sistema S considerato nell’introduzione, di
sollecitazione attiva e forza viva espresse dalle (3) e (2), pongo

o N . d 3CG ac(‘; _ .
(4) gl qlt) + kil Grdx = 53 é(;. ~ (h=1... N
5) W@lal)=Tngla| ) — @ulg|qlt)  (h=1..N)

Conviene precisare la nozione di soluzione in senso lato,
di cui ho gid parlato nelPintroduzione, mediante la

DEFINIZIONE 5* - Diro che la considerata N-pla {q,,(t)} risol-
ve m 8enso lato le equazioni di Lagrange di S in t, t., . se iri
le qh e qh (h=1..N) sono continue in ogni intervallo di
regolarita rispetto alle 1) ed inoltre esistono N funcioni
D, (t)... Cn(t) per lc quali sussistono in R le

q’xE...E(D",EO

(6)
D) =0 (j=m-+1..N),
la

ad ogni istante t per cui sia

(7)2 g,(8)> 0 G=m+1..N),
cle

N . .
() k§.1 anxgr + (gl q|t) = D) (h=1..N).

Si noti che tale definizione non implica a priori che R
sia un insieme di continuitd per le q,(f)... éy(t).

DerinizioNe 6* - Dird infine moti di tipo Mg quelli rap-
presentati da N-ple {q,(t)} colle q,,(t) continue, regolari se
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tali al confine rispetto alle (1) [che esprimono i vincoli uni-
laterali di S], risolventi inoltre in senso lato Vequazione di
Lagrange di S.

N. 2. - Qualche proprieta dell’insieme R di regolarita.

Poiché ogni N-pla {qu(t)}, soluzione in senso lato delle
equazioni di Lagrange, le risolve solo nella propria regione R di
regolarita é importante notare le proprieta di R espresse dai se-
guenti teoremi.

TeorEMA I° - Esistono N-ple {qn(t)} (con le q.(1) e an(?)
continue) soluzioni di problemi dinamici molto regolari [in cui
precisamente le $.{q|q|t) date da (4) sono continue con le
derivate fino ad un prefissato ordine v] per le quali la regione
di rcgolarita R ha misura inferiore ad un <> 0, prefissato
ad arbitrio.

Per dimostrarlo procedo per gradi.

Dati sull’asse reale @ e b (¢ <D0), sia r,, ..., r, la succes-
sione di tutti i numeri razionali contenuti in @ b, ordinati per
es. secondo l'usuale metodo diagonale. Per n—=1, 2, ..., sia

re

r;,_r;; Pintervallo aperto di centro r, e lunghezza QE" (con ¢ > 0).

Allora, posto

©) R*=R*, ,= % r 1
n=1

€, a, n n’
R* & aperto e soddisfa la

(] —
10) O<misR*< X misr r’' —e.

n'n
n=1

Inoltre ¢l suo complementare CR*, oltre ad essere chiuso
cd ad averc misura > 0 in ogni intervallo contenuto in abd
¢ pit lungo di ¢, non contiene, cio nonostante, alcun segmento.

Infatti se & appartenesse a CR*, ivi cadrebbe certo un
numero razionale r, che invece appartiene a R*.
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In secondo luogo considero con L. Schwartz®) la funzione
=1
p(u), continua in — 11, definita da
1

(11) pwy=¢ =% lu] <1

per le sue proprietd di essere > 0 in -—1_1, indefinitamente

derivabile in tutto —11, e con
12) pPMz)=0 r=F1 n=0,1,2..,

il che & di facile verifica.
Sia per ogni fissato intero v= 0

L, = maggiore dei numeri max [g®™(u)|] h=0,1...v41
|1 <<1
(13) ) ) . b — g\
k¥ — minore dei numeri 1, (——2——> L, (@ <b).

Risulta allora (per ogni a < b)
h —_

<k‘“""(i)"L <L, h=0,1..v+1
dzh b—a - b—al v h=0,1..v+

Ci0 premesso, si pué enunciare il seguente 2° passo della
dimostrazione in corso.

Dato sullasse reale il gemerico insicme aperto A, detta

-
@, b, (h=1, 2..) una successione di tutti i tratti congiunti
a CA (che dird associati ad A e sono caratterizzati dall’avere
i soli estremi non appartenenti ad A), la funzione

5 b)(gxﬂ‘) an<z<b, h=1,2.)
by —a,

(15 (z)=py, a(@)= <
0 z€CA (™)

9) L. ScHwARz, Théorie des distridbutions, Tome 1, pag. 22.
10) Userd le notazioni della teoria degli insiemi: in particolare z¢€ I
signifjca: « appartiene all'insieme I.
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¢ >0 in A, mentre in CA é = 0 assiemc alle derivate fino
allordine v, che esistono continue ovunque.

La derivata d’ordine v + 1 & discontinua, quindi quelle di
ordine k¥ > v+ 1 non esistono negli eventuali punti ¢ d’ac-
cumulazione degli a, (e non esistono solo ivi).

Valgono inoltre ovunque le diseguaglianze
(16) | plMy(@) | < L, (h=0,1...v).

Basta provare la continuitd della ¢(z), lesistenza e la
continuita delle M (z) ... ¥ (z) che a priori pud affermarsi

solo negli a,, b,, presi singolarmente.
Posto, come & possibiie

pM(z) z€A
am $nlxr) =
0 z€CA  (h=0,1,..v+1)

per (15) e (12) &

] DaBEE = prbT) — o NaH) =0 (k=1,2,..)

[}

Allora, intendendo a =@ per #in CA,ea=a; seéaq; <2 <D,
per un opportuno indice j, si ha

[ = [ vt [ =

* ale a; '5.ca

b

= = j¢,,d§+ /'qa,.dg+o=¢,,_l(z) (h=1,..., v41).
a, byca =« oy 2
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Le ¢,..¢ risultano allora continue su tutto 1’asse reale e
di conseguenza si ha

Pp(2) = ——— (h=1..v)

onde per la ¢,(z)=p, a(#) risulta provata Dasserita deri-
vabilita. .

Osservato infine che in ogni @ b, (con b, — a; < 2)p ;j:;' (z)
per (15), (13), e (14) assume un valore fisso L > 0 ') mentre per
(15) e (12) & pi‘:*;“ (a,) = 0, ne segue che se a & punto d’accumula-
zione degli a, (onde dei b,), ivi la pf":j" non pud essere Con-
tinua e quindi non esistono le p{*), con k> v {1 come ho gia
avvertito.

Completo la dimostrazione della prima proprieta di R
mediante il seguente

Esempio 1° - Sia P un punto materiale, di massa unitaria,
riferito a coordinate cartesiane ortogomnali zyz, verificante
il vincolo liscio

(18) 2= 0.

Su S agisca una forza F di componenti X, ¥, Z date da

_ _ &y

con ¢(z) espressa dalla (15) in corrispondenza ad un intero
v=2 ed all’insieme aperto A:R:: —c0, 40 (con =>0), dato
da (9).

Dalle considerazioni precedenti, in particolare dalla non

appartenenza a CR* di alcun intervallo, stabilita nel
€y —00, 400

1) Infatti b, —a, < 2 implica, per (13),, k,“’t"’k’:(é-"-—;ﬂ)"ﬂ,
onde per (15) e (14) ¢ max $(v+1)(x)= max p(v+1)(z) = I, indipendente
(akszslk —l<a<1
aa k.
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1° passo, segue che valendo le (18) e (19), le equazioni
(20) t=X y=Y =240,
del moto di P, ammettono la soluzione
(21) z=1 y=20 z = (2) :=0

avente per regione (i regolaritd R* _
9
finita =.

o, +o che ha la misura

In altri termini, puo avere misura comunque grande Vin-
sieme CR degli istanti & in ogni cui intorno il punmto P
prende e perde infinite volte contatto col piano zy.

N. 3. - Importanza della regolarita conseguente alla
regolarita al confine per le soluzioni in senso lato.

Le considerazioni svolte permettono di fare anche la se-
guente

OsservazIONE 12 - Una soluzione {q,(t)} in senso lato delle
cquazioni di Lagrange di S, verificante date condizioni ini-
ziali, puo esserc largamente indeterminata anche imponendo
Vassoluta continuita delle q;, .

Infatti qualunque sia la funzione sommabile Y,(¢), nulla
in R*, le

t
(22) ()=t yit)= / (t — E)y,(E)dE 2(t) = (t)

risolvono nel senso suddetto le equazioni dinamiche del punto
P, considerato nel primo esempio, con le forze date dalle
(19), verificando le condizioni iniziali

2(0) =y(0) =10 2(0) = (0)
(23)

2(0) =y(0)=0 2(0)= §(0)

e la y(f) pud ben non essere =0 dato che CR pud avere
misura > 0.
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OsseErvAZIONE 2° - Ha forse un certo interesse osservare a
questo punto che, in accordo con il teorema VIII [fondamen-
tale nel presente lavoro e che verrd dimostrato nel n. 1
di § 3], se la soluzione (22) non & =0, pur essendo dotata
di derivate 1¢ assolutamente continue, non ha quelle 2¢ con-
tinue (né per y,(f) sommabile generica essa esisterd ovunque).
Infatti la continuita della y implicherebbe ovunque per (22),,
’'uguaglianza

y()=9.(?)

da cui la continuitd della y,(f), la quale risulterebbe nulla
ovunque, perché tale in R* —c0, -2 che é denso su tutto l’asse
dei tempi.

Si conclude allora, essendo la 2(¢) continua e verificando

essa le (18), che il moto (22) non é regolare se tale al
confine.

L’importanza della regolarita conseguente alla regolarita
al confine, per soluzioni delle equazioni di Lagrange di S
in senso lato risulta oltre che dalla precedente osservazione
1* anche dalla possibilitd che una soluzione {gq,(t)} del tipo
detto, colle (j,, continue ma non assolutamente e colle q,.
quasi ovunque esistenti, sia non determinata dalle condizioni
iniziali pur soddisfacendo le equazioni di Lagrange quasi
ovunque 2),

Si consideri allo scopo il seguente

Esgmpio 2° - Sia ¢ il noto insieme di Cantor definito
dalle

- o "1
tT=01—-232 X 1,,
n=1 8$=1
con
3s—27 2

In,s=

—1 n—1 _
- o (=137 (1=1,2..)

che, come si sa, & perfetto e di misura nulla.

12)Tale ipotesi fa per esempio CATTANEO nel n. 3 dell'op. cit. in
nota 2).
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Si consideri di nuovo il problema dinamico del punto P del
primo esempio determinato dalle (18) (19) e (23). La ¢ =19, .
figurante nella (19),, sia ancora espressa da (15), assumendo
perd ora in quest'ultima anziché A =R, _o 4

=1 o 8" 1
A=01—t=2 2 1I,,.
n=1 s=1
La regione di regolaritda di tale ¢, che per costruzione é
nulla in = e nelle semirette ¢t <0, 1 <1, & C~.
Sia ora ¢(t) la corrispondenza di Cantor definita dalla 1°)
dalla *?)

1
8§ — —

- 2
?(f):—s—"—_—l— per tEI”,'

purché I, , non appartenga a

w1 s (s=1,..3"Y
L I, ’
m=1 r=1 m=1, 2....)
dalle
0 t<0
- /
1) =
(%) S
1 1<t

e dalla condizione di essere continua ovunque.

Come ¢ noto tale ¢(f) @ non decrescente, e con derivata
nulla in tutto Cr.

Detta A\(t) un’arbitraria funzione continua, posto

t
(24) ot) = j A)d9(t)

(Vintegrale essendo nel senso di Stiltjes) &
o) =0 t<0

d _ dp

-1, — '
13) Se a b appartiene ad A ed ¢ e b no, in a b ¢(f) vale (b —a)/2
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onde le
t

(25) =t yb= / JEE 2= U(t)

[

risolvono in senso lato il problema dinamico considerato, per
cui in particolare verificano quasi ovunque, precisamente in
Cr, le

e - d%

r=y=0 2= —"

J d x2

La soluzione (25) dipende secondo (24) dalla detta A(¢), che
invece non influisce sulle condizioni iniziali

) s o(—1)=—1 Y—1)=2(—1)=0
[ o(—1)=1 Y(—1)=3(—1) =0

verificate dalle (25).

ConcLusIONE - La condizione di regolaritd conseguente alla
regolarita al confine del generico moto {q,(f)} di S, sembra
quindi oportuna oltre che per essere sufficiente (come si pro-
verd col teorema VIII) ad assicurare l’esistenza e la conti-
nuitd delle ¢, e delle reazioni, anche perché se non la si
ammette manca certo ’unicita del moto, per sistemi pur dotati
delle proprietad di regolaritd supposte per S e pei quali sop-
pressi i vincoli unilaterali, valgano teoremi di unicita.

N. 4. - Sulle regioni di regolarita delle ultime N —m
delle ¢,(t)...qn(?) colle ¢, continue e rispettanti i vin-
coli (1).

Indicherd con I' la classe dei 2¥—™ insiemi costituiti coi
numeri m 4+ 1, ..., N (incluso Pinsieme vuoto), con v il gene-
rico di essi, e userd pure le posizioni

g CT=(m+17" 1N)_'Y
YEl=(,..,m)+7v

\ w,=numero degli elementi di ¢ yer

27
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Considero una generica N-pla ¢ = {qi(¢)} di funzioni con-
tinue e rispettanti le (1), definite in un intervallo a b con
a o b eventualmente all’infinito.

Accanto ad ogni simbolo ¥ a cui venga dato un significato
in relazione alla considerata N-pla q (per es. la « R» intro-
dotta per esprimere la regione di regolarita della q) potrd
talvolta usare il simbolo X(9) con lo stesso significato in cui
¢ messa in evidenza la dipendenza da q. Cid convenuto passo
ad introdurre vari enti appunto dipendenti da gq.

Per j=m+1,.., N indicherd con N; e P; gli insiemi,
I'uno chiuso, 1'altro aperto degli istanti ¢ con g;(¢) nullo,
rispettivamente positivo e dird regione di regolaritd di g¢,(?)
I'insieme aperto

(28) Ry=P; 4 (N;— &N} (j=m—+1,..., N

Userd pure la posizione

(29) R=RY=(llP). = (N;,— &N, vy€T
fey jeey

che puo leggersi: t & in R’ se e solo se in un suo conve-
niente intorno somno positive solo quelle delle qn,,(%)... qy (t)
che hanno lindiee in +

Per la def. 3 di regione R di regolarita, dalla (28) segue

N
(30) R= I R,.
j=m+1

Per la def. 3 e il significato soprascritto dell'insieme R
vale pure la

(31) R= X" R'

il puntino stando ad indicare (secondo ’uso per es. del Prof.
Fichera) che per due elementi distinti v, e v, di [ si ha:

R" . R = (.

Volendo, la (31) pud ottenersi sostituendo in (30) la (28) e
sviluppando.
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Per elementari proprietd della teoria degli insiemi di punti,
verificando le ¢n,(t)..qn(t) le (1), da (28) seguono le

ab=P,+ N,=R,; 4+ SN
(32) s I+ 1+ 1, )
| §P,= §N,= SR,
\
e dalle (31) la
33) SEC I SE'
\"f

Poiché gli insiemi R,,,.. Ry sono aperti e per (32) densi
e, come ¢ noto, il prodotto di due insiemi aperti e densi su
ab é pure tale, dalla (30) segue il

Teorexa II - La regione R di regolarite rispetto alle (1)
di un N-pla {qx(?)} di funzioni definite in abd, ivi continue,
¢ densa su ab (anche se di misura < b— a).

Avendo poil’ un numero finito di elementi (2¥—™), da (31)
si deduce il:

\

CoroLLARIO - Pcr ogni § in ab vi é almeno un elemento y di
I, per cui & sia punto di accumulazione per RY.

§ 2. - SU FUNZIOXNI AVENTI IL SIGNIFICATO DI CERTE

REAZIONI E DI CERTE ACCELERAZIONI LAGRANGIANE
¥t . - .

N. 1. - Introduzione delle a,(q[q|?) e 4(q|q]1?).

Fissato un v in I, si considerino, valendo le (27), le 2 N
equazioni nelle 2 N incognite ¢, e ®, (h—=1...N)

N . .
(34) k?; s + g q| ) =D, (h=1...N)
\ g=0 kec
35) ) ¢ I
,' 0 hEY
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. Y . Y .
La loro soluzione ¢, = 2,(q | q|?), ®»="Y4(q|¢q|t) (R =1..N)
é data dalle

— T Afxg 19u(q|ql1) K€y
Yo SR
ax(glal)=
0 ke€Cy
(36) !
‘ 0 heEy
Y .
hiagn=
Y o
Z ank(q | tlarlg [ g 1) h€Cy
key
ove la matrice || A« ||, d’ordine m + &, — secondo (27), —

é la reciproca di quella formata con le righe e le colonne
di || @ || (R, k=1..N) di indici appartenenti a v.

OSSERVAZIONE 1° - Tali a, e ¢, sono quindi regolari, in par-
ticolare continue e lipschitziane se tali somo le Q,(q |q [ 2)
e Penergia cinetica G e le derivate 1¢ delle an(q | t), bu(g | t) €
dig|t) (h=1..N).

OSSERVAZIONE 22 - Quanto al significato meccanwo, fcssatz
ad arbitrio dei valori ¢, q, t di q, q, t, le az;.(q|q|t) e

q;,,(ql q] t) sono le accelerazioni e le componenti lagrangiane
delle reazioni che si avrebbero allistante t, se per t—1 il

sistema 8i trovasse nello stato (q, q), e se fosse sempre soggetto
anziché ai vincoli unilaterali (1), agli N —m — o, vincoli
bilaterali

Qc=¢}.+(t—t)<b SECY

oltre agli altri bilaterali eventualmente preesistenti.

N. 2. - Una proprieta delle a,, e I!:,, .

TeoreMA III - Se per Y=+, + v, (con ¥,-v, vuoto v€L), é

e
(37) ay, =0 h€y,
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oppure
Ty
(37) dn =0 hEra,
¢é
Y Yy . Yy
(38) ap = apn ¢n=14xn h=1..N

da cui per (36) risulta

v

(39) 2 =0 ;=0 i€va.

Valga infatti I’alternativa (37). Allora per costruzione e per
Y i\
la (37) stessa le 2z, e a, costituiscono due soluzioni delle

m—+ o, equazioni

T anegr + Ynlqqt) = hEY,,
ke Yy -

lineari nelle m - oy, incognite q,, (3 Eyl) e a matrice incom-
pleta = 0; esse qulnd1 coincidono. Per (37) e le ultime (36),,
valgono allora tutte le (38),, onde, per le (34), anche le (38),.

Y T4
Analogamente nell’alternativa (37') ,sia le a che le a,, (R €Y)
risolvono il sistema lineare determinato

kz ankak+3n(q|¢;|t)=0 hey

onde coincidono. Allora per le ultime (36) valgono di nuovo
tutte le (38), onde, per (34), le (38),.

c.d.d.

N. 3. - Introduzione di altri enti riferentisi all’ N-pla
{¢x(t)} colle ¢ continue e rispettanti i vincoli (1).

Considerp ora una generica N-pla di funzioni ¢,(¢) con-
tinue colle ¢, e rispettanti i vincoli (1). In relazione ad essa
pongo per ogni ¢, I'; = I[}¥ = sottoclasse di T, luogo dei ¥
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per cui e
(40) tERY (*

Essendo gli R aperti, la (40) dice che y appartiene a T,
se e solo se ¢ ¢ punto d’accumulazione di istanti £ per cui &

an€) >0 h€y
qn€) =0 h€cy.

(41)

Avverto che le (41) potrebbero valere per £—1¢ senza che Y
appartenga a I';. Per es. sia '

gn(€) = K — )’ h=m+1..N

con K costante. In tal caso I', contiene il solo insieme
y*=(m+1, .., N), dato che le (41) valgono per valori di &
comunque prossimi a #, solo per y—y* §8i osservi che non
appartiene a I'y il sottoinsieme vuoto ¢y, di I' nonostante le
(41) valgano per §=1¢ e y=1+,. Pongo poi (in accordo con
una convenzione fatta al n. 2 di § 1)

(42) pe=p= 1Y = X Y,
v'Er; Y'Er:

inoltre, stanti le (36),

Y Y T .

an(t) = ald(t) = anlq(t) | g(t) | 1]
(43) { Y Y Y .

Pn(t) = P2 (1) = dnfa(?) | a(?) | 1] (=1, .., N)
e

(@ D¢ pi? .

an(t) = an(t) = an [q(t)| q(?) | t]
(43) ‘ @

q) p: sl .

$n(t) = dn(t) = Pn[q(?)| qo(t)| t] (=1, ..., N).

14) Ove con I si intende la chiusura I 4 JI dell'insieme I.

15
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Osservo che p; pud non appartenere a [, ; anzi possono esservi
dei y con
PSS YS s

che non siano elementi di T,.
Si consideri ad esempio il caso

m=n—3 e Li=[n—2, n—1), (n—1, n), (n, n—2)].

Essendo vuoto, p, non appartiene a T',.
Si ha poi
ptCY=(n—27 ”—17 'n)=st

senza che y appartenga a I,.

Perdo se ¢t ¢ in R, essendo esso interno a un certo Ry,
p: =~ & lunico elemento di I',.

Si badi infine che le proprietd di regolariti della G e delle
Q. , supposte nell’osservazione (1) del N. 2, implicano la con-

T
tinuita delle ap e Jm (Y €T), non perd in generale quella delle

(:;. (t) e ‘:L",, (t), anche se il moto ¢= {qx(?)} ha le q continue
ed & consentito ad S dai vincoli *°). Tali funzioni godono perd
della proprieta espressa dal teorema IV. Prima di esporlo pre-
ferisco introdurre altri enti che sebbene mi saranno neces-
sari molto pid avanti, sono simili alle p{@. Convengo cio& di
indicare per ogni ¢, con ¥y, Velemento di I, per cui &

q,t)>0 Jj€

(44) s i) Ye
( 9,{)=10 J€CYe ().

Si ha allora

(45) 1. S t€ERr+ §Rr, yvEL

Infatti per m+1<j<2N e j€v,, per (44) & g;(¢) > 0, onde
q¢; > 0 in un intorno di ¢ il quale, supposto ¢ in RY- Ry,
contiene certo un punto di Rr.

15) Tale implicazione sossiste se le g, (f) sono anche regolari se
tali al confine e risolvono in senso lato le equazioni di Lagrange, come
sard dimostrato nel teorema VIII.

16) Ricordo che & cy;= (m}-1, .., N) — Cyqse
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Essendo ¢; > 0 ivi, lo &, per (29), in tutto Rv. E dunque
j€v onde la (45).
Dalla definizione (42) di p,, stante la (41) si ha che vale la

(46) Yt S Pe
potendo valere I’inclusione effettiva, come ad esempio nel caso
g,(t) = kit — 1)’ (j=m+1,..,N)

con k costante. In tal caso infatti le (44) valgono con y; vuoto
mentre é p,= (m + 1, ..., N).

N. 4. - Ulteriori proprieta degli enti introdotti preceden-
temente.

TroreMA IV - Se per Vistante t, qualunque siano v e y' €T,
si ha Pimplicazione
Y Y
(47) tEFRr - FRY implica a,(t) = a,(1) (h=1.. N)
allora per ogni v in I, risulta
P,

] Py
48) () =a,(t) Ot = b, () (h=1...N), €I,

si ha anche, stanti le posizioni (27), (42), e (43),

n v
ap't) = an(t) =0 h€Cp,

(49) < opy ¢ yCT,
[ uit) = ba()) =0 hCs,

Infatti ’asserto & ovvio per ¢ interno a qualche Rr.

Sia ora ¢ in CR. Si fissi y in I', onde & t €FRr.

Fissato comunque kb in y,—=<y—p,, per (42) esiste in I,
un Y non contenente h che per costruzione di I', soddisfa la

t€ &Rx.
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Per la supposta 1mphcaz10ne (47), vale la tesi di questa onde

per le ultime (36), & ah = ;h = 0. Si pud concludere anzi
T
an(t)=10 REY: (Y2=Y—D))-
Essendo
Y=p:+(rt—p) con p.-(y —p,) vuoto,

in base al teorema III [nel cui enunciato si ponga ¥, =p;,
Y: =Y —P:], segue

Y P v Py
ap = 0ap q)h = (l);, (h=1 .o N)
e
T y .
(39) =0, ¢;=0 J€Y—De

Valgono dunque le eguaglianze (48) e, tenendo conto delle
(36), le (49),. Poicheé fissato comunque h in s, per (42) esiste
un y in [, contenente h, le (39'),, (48), e (36), implicano le
eguaglianze (49),.

TEOREMA V - Per v, + ¥, +v.c T (con ¥, 1., ¥, prive di
clementi comuni) all’istante t, sia

Yoty Yo t+T2

ay =0 $Pr =0 k€Y,
(50)
Yotz Yot Ty
oap = 0 q)h = 0 k€ €D

Al medesimo istante valgono allora anche le

Yo 11 TotTe TotTs YotYe
(Bl) ap= an = an, $*= ¢» = ¢» (h=1..N)

e risulta
(51') af =0 =0 REYL 41
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Infatti dalle (34) e (36) segue

N To+7y Yot+Ts
Zane ar +¥= ¢n
k=1
(52)
N To+Te Yotz
kz ark ox +¥= ¢n (h=1...N).
\ =1
Posto
To+Te Yoty
(53) Th= an — Qpn (h=1..N)
onde
/ YotTe
S Th= an k€Y,
(54) ) To+14
Tph —= — Qp héyl
zn=0 REC(Yo+T1412)

le (52) sottratte membro a membro danno

N To+Te T+
(55) > AhxTrx = p ArkTrx — Q)h — (I)h (h=1...N)
kEYo+7i+7s =1
Ma essendo per (36)
Yo+T4 Yo+

H
¢y =0 hexo"i‘\'n x =0 hEIo'i'Yh

e dato che le a,, sono i coefficienti di una forma definita
positiva, da (55), per (54) segue

Yot+Te Tk,

0< z Ak ThTr = z o Y — dn )=
by k€Y o142 hEyo+11+72
To+7s To¥T2 TotYz YToebTs
= — -39 q)h — 2 Qh q)h .

hey, k€T,
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Per le ipotesi (30), I’ultimo membro di (56) ¢ < 0, onde la
(56) pud sussistere solo se é

p)] aneznTr =0
hv k€10+Yl+Y2

da cui, per (54), e ancora il significato meccanico delle
Apy 5 & \

zh=10 (h=1..N)

onde per (53), le (51).

N. 5. - Ultime considerazioni preliminari.

DEFINIZIONE T* - Diro che 8y (¢) € un modulo di continuita
della funzione f(z) nell’insieme I, se per ogni < > 0, ¢ é supe-
riore ai valori assunti da |f(z,) —f(x,)| al variare di «,
e x, in I verificando la

(56) | Zo — Xy l < al(ﬁ).

TeoreMA VI - Per la considerata N-pla q={q,(t)} definita
in t, t,, colle q, continue, valga Vimplicazione (47), onde sus-
sistono le eguaglianze (48). Le @, e lenergia cinetica G siano

. " q
funzioni continue di q, q, t. Allora le a, (t) e $,(t) date da
(43') sono continue e hanno per comune modulo di continuita

61 52 1(e) = 8-, (5;__” ) g bCi t.

8. 7'n(€) essendo un modulo di continuita comune alla ‘a'z,.(t), q\;,,(t)
(h=1, ..., N).

Infatti, dato € > 0, presiina b 4, €%, con 0 <n—n, < 3:':_&(‘):
esistono v istanti 4, =&, <§,<..<§ =mu, con y<2¥N-m ¢
., & in uno stesso RY 4 &R, (1,€ I') (r=2..v). Allora,
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essendo ovviamente |& —E&, | <3 g};,(s) (r=2..v) e valendo
le (48), &

| o) — antn) | < 2 | onr) — anr)| =

y Ty vE
= Z |anE,) — anr_1) | < oN=—m=¢
r=1

onde P’asserto.

1=
TeoreMA VII - A sia un insieme aperto su abd, ove le f(x)
e g(x) siano continue. Sia poi

(58) 9(z) = (@) in A
(59) fle)=0 imab—A
(60) gz)=0  in D@ b— 4),

(D indicando Voperazione di derivazione di insiemi).
1=!
Allora f () esiste in tutto ad ed é

(61) gr)=f(z) ‘a<z<b.

Infatti siano al.,:'bk (k=1, 2..) gli intervalli associati ad
4, per cui a, e b, non appartengono ad A (k=1, 2...) ed &

©
A= 2 a,,b,..

k=1

Per (58) e (59) risulta

f @z =fon) — €& per EmCanby  (61,2.)
3



296 ALDO BRESSAN
onde in particolare

b
(62) f o(2)dz =0 k=1, 2..).

ax

Sia ora », in ('z_lb—A onde f(x,) =0.

|
Essendo g(z) sommabile, per ogni # di e¢b, si ha per (62)

fg(:c)d:c: Jf gdz + f gdr =0 +
- -1

%o x9 *—A Xy - A

by
+ z [gdz—l—l,:l,
|—- -
a, ,‘gn‘:{: a,
con
fg(t)dt:f(x)—o se vié un » con ¢, <z<b,
S On
I, =
o \ [ ]
0 per x€ab— 4.

=1
Dunque ¢é ovunque un a¢ b

/ g(t)dt = f(z)

o

da cui, per la continuitd di g(z), segue la (61).
c.d.d.
Osservo che il Teor. VI1 non é piu valido appena si tolga

Yipotesi (59), anche se & mis [a b— 4] = 0.
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Infatti, allora le condizioni (58) e (60) possono essere sod-
disfatte oltre che da f(x) e g(x), da f(r)+ ¢(x) e g(x), essendo
¢(x) una qualunque funzione continua in lt—t‘b, e a derivata
nulla in 4, ma con

¢la) F 9() *)

§ 3. - PROPRIETA’ DELLE SOLUZIONI IN SENSO LATO,
REGOLARI SE TALI AL COXFINE E CON VELOCITA’
COXNTINUCE

TeoreMA VIII - Il wmoto {q,(t)} sia di tipo MS *%), ossia
valgano le sequenti ipotesi:

Irorest 1% - Per I, k, 1,=1..N le Qx(q| q | t) e le funzioni
dank Sank
' ot

abr 3D
(63) brilq | t), 5: —a;"

ahk(q l t))

o1 od

siano continue.

Ivortest 22 - In t, ¢, le ('Ih(t) siano continue colle .(},‘(t) e
rerifichino le (1).

IrorEst 32 - Le q,(t) in t:t,_, risolvano in senso lato rispetto
alle (1) il problema dinamico di S, cosicché per

EnCR= = R
el

17) Funzioni di questo tipo sono per es. le corrispondenze di
CANTOR.

18) Vedi def. 6 del n. 1 di § 1, essendo S il sistema introdotto
nella prefazione ¢ nel n. 1 di § 1.
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le ('j,, siano continue in E"r, e per t in R si abbia, valendo le
(36) e (42),
/

7. Py . (@
s qn(t) = anlq(t) | o(t) | t] = an(t)

(64) (h=1 ... N).

», . (@
Palq(?)| g(®)] t] = dn(t) = 0

Irotest 4* - L’n-pla {q,(t)} sia regolare sc tale al confine
secondo la definizione 4°.
Valgono allora le seguenti tesi:

@ o
Test 1* - Le ap (t) e ¢n (2) (h=1..N) [date da (43)]
verificano (48) ¢ (49) in tutto t, t, e ivi sono continue col
modulo BI_.b(e) dato da (57).

Test 11 - Le q,(%), ..., qn(t) esistono continue in t, t,, e le
(64) sussistono in tutto t, t, (estremi finiti inclusi).

La tesi seconda in effetti esprime che per ogni ¢ in tt,,
stante (27), e (42), le m + o, q,(t) (h€p,), soddisfano le
m + o, equazioni di Lagrange pure, relative al sistema S,
(a m+ wp, gradi di libertd) ottenuto da § rsostituendo ai
vincoli unilaterali (1) i vincoli bilaterali

q; = 0 j€(m+1, ""N)_pt
Dmps'muzmsn. - Osservo che vi ¢ un intero v con
(65) 0<<v<N—m

per cui é soddisfatta la seguente

ConpizionE I,. Esiste in I' un v verificante [stante (27),]
le 19)
(66) L t,C ilg R;, @,={N—m)—v.

Per dimostrare il teorema basta allora provare che per
ogni intero v le ipotesi 1%, ..., 4* e le condizioni (65) e I,
implicano le tesi I e II. Ma tale implicazione, che dird J,
vale certo per v=0. Infatti, allora & per (66),, o, =N —m,

19) y @ il numero di vincoli unilaterali toccati dal sistema almeno
ad un istante dell'intervallo #, t,.
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onde y=(m+1, .., N), da cui per (66), e (30), & t,t.cR,
onde le tesi I e II si possono considerare contenute nelle
ipotesi 22 e 3%.

Suppongo ora valida J, per v intero = 0.

Volendo dimostrare I'implicazione J,;, , comincio col sup-
porre valide, oltre le ipotesi 1*..4* e J,, anche le

(65") 0<v+1l1<N—m

e, per un certo v di I, la

(66") t, t,C I R, wyo=N—m—v—1.
fey’

Allora per s€ (m 41, ..., N)—¥', posto

(67) Y=y 4+,
vale la (GG6), .

Siano a'k by (b= 1, 2, ..) i tratti associati a R,, (certo
appartenenti a ¢, ¢,), cosi che per definizione, mentre le a; e
b, non sono in R,, &

o .
b} Gy bk=R,

k=1

onde per (6G’) vale anche la

(68) ax b S I R, k=1, 2...
iey
-
Per ogni intero positivo k, per il sistema & e le ¢,(?) in @, b, &
dunque soddisfatta, oltre le ipotesi 1%, ..., 4%, la condizione I,.
Valendo anche la (65) in conseguenza di (65'), applicando la
supposta implicazione J,, si ha il seguente

1° Passo - Nelle ipotesi (65') e (66'), in corrispondenza ad
un qualunque 8 scelto in (m 41, ..., N)—¥', le tesi 12 ¢ 2*
valgono in ciascuno degli intervalli a, b, (k=1, 2 ..) presi
singolarmente.

Come corollario si ha poi che, preso comunque t,t, in
—_ — -1 ) ) 21
t,1,, per ogni a,bycCt,t,, le a(t) e $p(t) (h=1..N), date
da (43'), sono continue in a, b, con modulo 3:‘._t- (¢) dato da
(57) ¢ indipendente da F. ‘
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Infatti per la tesi 1%, valida in virtd del 1° passo in ogni
— — ) 41 P
8, b.ctit,, le 2,(t), $,(t) sono ivi continue con modulo

6;1:,,"‘(5), ed & certo

* * — -

(69) 50‘3,‘(5) = E‘I’-"‘(E) apbrCist, k=1,2....
U a© —_

Osservo che pero finora non & dimostrato =e ¢, ¢,-R,= I a,b,

(Ul ) k=1
sia un insieme di continuitd per le a5, (t), $» (t) e tanto meno

se lo sia tl_tz. .

20 Passo - Nelle ipotesi (65') e (66'), se é

{70) EESR®, €T, ti<E<t,,
si ha
3
‘ %€) =0 j€m+1,..,N)—7y. [ossia per ogni j=m+

+1..N per cut sia
q,(§)=0]

(71)
®

| PnB=0 (h=1..N) (*).

Infatti, stante la (70), considerato Vinsieme vy, definito dalle

(44) in cui si faccia t =&, esiste certo un indice 8, in & e non
in y., per cui cioé si ha

(72) s€¥—v,.

Allora, scelti ¢, e t, con

(73) h<t<E<i<t,

20) La (71); non & contenuta nell'ipotesi che la {q,(f){ risolva
le equazioni del LAGRANGE in senso lato perché non si & ancora rico-

P
nosciuto nemmeno alle ,(¢) (A=1..N) il significato di componenti
lagrangiane delle reazioni vincolari competenti al moto {g,(#)}.
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1=
mentre per (44) & ¢,(8)=0, per (70) esiste in #,%,-RY una
successione di punti & (r=1, 2..) con

(74) lim §,=§, qt(&) >0, <& <t r=1,2...

¥ =20

Essendo ab. (k=1, 2..) i tratti associati ad R,, esiste
una successione k, (r=1, 2...) con

(79) aa, <& < ba,.

Ma per il 1° Passo, la seconda tesi affermante la continuitd
delle g, vale in a, b, e per definizione di R, si ha

q.(ax,) = q(0x,) =0 r=1,2,..

Allora in base alle (74), e (75), per r=1, 2.. esiste un n,
per cui é

(76) ay, < Ny < by,

anzi

(76") E<<ar, <7, <& <ba,
o

(76") ay, <& <M. <by,<E

a seconda che ¢ E<E, o & <&, ed inoltre si ha
(17) any) = q,(,)> 0 r=1,2...

Poicheé pel teor. II la regione R di regolaritd [rispetto alle
(1)] é ovunque densa in ¢, ¢,, per la continuitd di q,(t) in
a::b.,. e per (76) e (77), si possono supporre gli 7, in R.
Tali 0, possono non appartenere ad Ry, ma poiché I' ha un
numero finito (2¥—™) di elementi per la (31) esiste un elemento
$ di I' (eventualmente 3 —=9) con R?® contenente infiniti v, .
Per semplicitd suppongo, come & lecito, che li contenga tutti.
Per costruzione — vedi (43) e (36) —, in base all’ipotesi 1,

T s *
le a,(t), a,(f) sono continue in tutto ¢, ¢, con modulo 2 tl,_; (e),
4
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ed é

° 3 @ o ¢ 3
(78) I ut(&) - “J(nr) I = : aa(&) - a:(&") I + , “:’\Er) - 18(7)1') | .
Dato ¢ > 0, per (74), si pud prendere un » in modo che sia,
stante (57),

179) |, —E| < 5;_.‘ (e/2).

Ma pel primo passo in a;b,' vale la tesi 1% quindi le
P,
af (t) date da (43) verificano le (48) e (per il corollario) sono

continue ivi con modulo 3 - (e)
Poiché oltre a cio da (79) per (76') o (76") segue

€

valendo in a:b,r , come ho detto, le (48),, si ha

»,

o § b €
i a:(Er) - “:(Y)r) | = | “a(gr) - as(nr) I < é

onde (78) da, per (79)
) ° ) e e
'80) I aa(&) - “c(nr)' < é + g =t

&y
Ma per (77) & 2,(q,)= 2,(n,) > 0, onde per_la arbitrarieta di
(> 0), (80) da

s
2,(E) = 0.

E dunque assodata la validita di (75),, per j€ ¥ —..

Per j€(m+41, .., N)—-v., essa vale per costruzione — ve-
di (36) — come uguaglianza?

Quanto alle (7 12}2 , esse valgono per (70) e per la conti-
nuita in ¢, ¢, delle y,(¢) espresse da (36) e (43) e per la vali-
ditd delle

dr't) =0 tER® (h=1...N)
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dovuta al fatto che in R?® per Vipotesi 32 le g,(¢) risolvono le
equazioni di Lagrange di S, in senso lato.

3° Passo - Stanti le (65') e (66') in tl_t_. vale la tesi 1%,
Infatti sia
L)

La (45) con t =% in cui per (81) non puo valere il segno —,
¢ allora

'3'3'(57 5375
Onde

+—8Cm+1 e N)—7;

5—3’C(m—|—1,..,N)—y£,

Applicando il 2° Passo si ha
® ¢
‘an(s)zo dr(E) = 0 RED—3
’ 3 8
@®=0  H=0 h€s—9.

Queste coincidono colle (50) per Yy, =% —3, v,=9%—2
=%+ 2.
Per il teorema V, valgono allora le (51) scritte nella forma

o 3 ] 8
(82) an) = an(E)  $n(€) = Pnr(®) (h=1...N).

Dunque per &, 3€I' da (81) segue (82), e cid costituisce I’im-
plicazione (47). Allora per il teorema IV le (48), (49) valgono
‘p:er ogni ‘E)in t, t., e per il teorema VI, stante l'ipotesi 12, le
a'z'h (t) e ;;, () (h=1..N), date da (43') sono continue in
tutto f,¢, con modulo i continuitd 3-i(c) per f,7, varia-
bile in ¢, ¢,.

Le (64), valgono certo per ragioni sopraddette in tutto £, ¢, .
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Tenendo conto anche dell’ipotesi 4, finora non usata, si
puo stabilire

40 Passo - Stantc le (65'), (66') la tesi II vale in tutto tt,.

Poiche le q:;, (t) date da (43'),, come si & or ora stabilito
sono continue in t—t e le (64), valgono per l’ipotesi 3* nella
regione R di regolarita la quale pel teorema II é densa su
t, t,, si pud intanto affermare la validita di esse in tutto t, t, .

Per dimostrare le (64), indico con » ’elemento di T tale
che se e solo se ¢ h €%, q,(¢) si annulla per almeno un ¢ di
t,t,. Sia ora h€x. Se fosse q,(t)=0, la (64), per tale &
varrebbe certamente.

Si consideri ora il caso rimasto, per cui R,=1¢, t,— R,
non ¢ vuoto. Sia t€ FR,, anzi valga la

(83) t € DSRn

(D indicando l’operazione di derivazione di insieme).

Detti a, b, (k=1, 2, ...) gli intervalli associati a R, esiste
-1
una successione an_ k, (r=1, 2, ..) con

(84) lim ay = lim b, =1t.

r—— Q0 re— 00

Essendo per costruzione di Ry, qn(ax)=qa(bs )=0, per le
(1) e a supposta continuitd delle g,(f) é anche

(85) an(ar) = qu(bs) =0 r=1,2...

- .
Per il 1° Passo in a, b,, le gx(t) sono continue. Allora, essen-
dolo ivi pure le ¢,(t) e q,(t), per (85) esiste ivi un =%, con

an(n,) = qn(n,) =0 r=1,2..
onde per (84)

an(t) = lim ax(n,)=0 h€x.
7 —s0
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Tenendo conto che pel 1° passo le tesi 12 e 22 valgono in ogni
intervallo appartenente a R, , le ipotesi del teorema VI sono

dunque verificate per qualunque a bc t, t, 1) assumendo

A=Rn-a b ft)=aqlt) gt)=ani hE .

Ne risulta Pesistenza di ‘¢.1;,(t) e la validita di (64), in tutto
c;—i) quindi in tutto t,%, per h €x.

Applicando a questo punto Vipotesi IV segue Desistenza
e continuita di tutte le q,,(t) in tutto ¢, t Per Vipotesi III
e l’essere R denso su ¢, t segue poi la validita di tutte le (64),
in tutto tl_t2 . Vale cioé il passo 4°. Con cid risulta dimostrata
Pimplicazione J,y,, onde per quel che si é detto all’inizio della

N

dimostrazione & vero il teorema.
c.d.d.

- CONSEGUENZE MECCANICHE
DEI PRECEDENTI TEOREMI

N. 1. - Identificazione delle reazioni vincolari effettive e
loro annullarsi al distacco.

TeoreMa IX - Il moto {qx(t)} sia di tipo g *).
Posto, stanti le (42), e (36),,

)

(86) Qp(t)= tIJh t) = ¢h[q Dlat)|t]  (=1,.., W)

tali ®O,(t) — che pel teor. VIII sono continue assieme alle
gn(t) e che assieme al moto {q,(t)} verificano in tutto ¢, ¢,
(estremi finiti inclusi) le equazioni di Lagrange (8) — hanno
il significato di reazioni vincolari effettive, in quanto verifi-
cano le (6) e, per j=m +1, ..., N, la (7),. ossia é @®;(t)=0,
appena sia q;(t) > 0.

Infatti le (6), valgono per custruzione nella regione di rego-
laritd e quindi in tutto t, 7, per la continuitd ivi delle

21) In #, t, intendo qui inclusi gli estremi al finito.
2) Secondo la def. 6 del n. 1, § 4.



306 ALDO BRESSAN

D,(¢), ..., D,(t) e per essere R denso su t, t,. Le (6), sono
incluse nelle (64), il cui sussistere in tutto t,_t2 é affermato
nella tesi 22 del teor. VIII.

Per un ¢ al finito e in tll;tz e per una j=m-+41, .., N
si abbia:

>0

Allora esiste certo un vy in I' (precisamente in TI,) tale che
secondo (40) ¢ sia punto di accomulazione per I’insieme R
definito da (29). Ma come ho osservato fra le formule (43')
e (44) per € in Ry é p, =1 onde per £ in un conveniente
intorno J di ¢ per cui sia q,(§) > 0, per costruzione delle {f,
e la (86) &

O, = byla® | 4® | E1= 0 ECR.J.

Per la continuitd di @; & allora ®,(t) =0.
: e. d.d.

CoroLLARIO - Il moto {qn(t)} sia di tipo DNg **) e per uno
i dei numeri m 4 1..N la q,(t) per t=1, prenda o lasci lo
zero *%). Allora ¢

(@
(86) bu(te) =0 *).

8i pud dunque dimostrare per i moti di tipo Mg 'annullarsi
delle reazioni vincolari effettive nel distacco o presa di con-
tatto con quache vincolo unilaterale, proprietd questa gene-
ralmente ammessa solo in base ad un principio di continuita
delle reazioni vincolari effettive.

N. 2. - Unicita di certi moti di confine.

-
TeoreMA X - In ¢, 'tz il moto {q}(?)} sia di tipo Mg *)
e di confine per gli ultimi N-—u dei vincoli (1) (con

23) Secondo 1a def. 6 del n. 1 di § 4.
24) Vedi def. 1 nella prefazione.

25) Vedi (43).

26) Vedi loc. cit. in nota 24).
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m <=y < N), ossia valgono le
(87) g =0 (=p+1..0

[pero non si escludono prese o perdite di contatto di S cogli
eventuali rimanenti dei vincoli (1)].
Indicata con q* V N-pla {q}(t)}, si abbia

q*)
(88) :’)h(t) >0 h<t<t, (h=p+1..N)

il significato delle ‘52 essendo determinato dalle (43'),.

Infine il moto q* (1) ... q;(t) goda della proprieta di uni-
cita per es. nel futuro [nel passato], come moto di tipo
9’[(”,5: ove 8, ¢ il sistema ottenuto da S imponendo alle
ulttme N—up delle (1) di valere come uguaglmnze ; ossia per
ogni t, in t, t,, il moto subordinato in to t, [1,‘1 t,] dal pre-
cedente sia Vumico moto y,(t), ..., y,(t) i definito, di tipo
Mg e verificante le

Yi(to) = q*(to) !I. to) = q,* (o) (t=1...p).

Allora, stanti le (87), il moto {q,(t)} gode della proprietd di
unicita nel futuro [nel passato] come moto di tipo Dg.

Infatti si supponga che non valga la tesi del teorema.
Esistono allora un istante ¢, e un moto {gq,(¢)} di tipo

— —1
M, definito in ¢,t, [¢, %], pel quale le eguaglianze

an(t) = g (t)
(89) ‘
an(t) = ax(t) (h=1...N)

valgono per ¢t = ¢, ma non valgono identicamente in #,¢,.
Detto allora %, l’estremo supenore (inferiore) degli istanti

per cui le (89) valgono in to E [E t,], posto

QGrt) h<t<ty [la<t<t)
qn(t)=<
() ta<t<t, [h<t<t] (h=1..N],
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il moto {gx(t)} & di tipo 9lgonde vale la seguente

AFFERMAZIONE A [A']. - In tl_t2 esistono un istante ¢; e un
moto {g,(t)} di tipo Mg, per cui le

(81)) alt) =gr(t)  anlt)=g}(®) (h=1..N)

sussistono in t td [tdt] e cmnonostante per E>t [E<t]

esse non sussistono identicamente in td, [E td]
Allora non pud esservi un & > t; [E < t4] con

gGt)=0 t,<t<E [E<t<t,] (=p+1..N

dato che in tal caso il moto [q,(?), ..., q,(¢)] sarebbe un moto
di tipo 9ONg verificante le stesse condizioni iniziali di
[g¥ (1), ... q*(t)] per t=1,, onde per la supposta proprieta
di unicitd di questo, i due moti considerati dovrebbero coin-
cidere in contrasto con l’ultima parte della affermazione
AfA'].

Deve dunque esservi uno ! dei numeri g+ 1..N, tale che
q,(t) lasci [prenda] lo zero per t—1t,.

Allora per il corollario del teorema IX é

()
q)l(t) = 07

1q%) Q)
onde per la continuita di ¢, (¢) e ¢, (¢) e la loro coincidenza
—1 |—
in 2, t; [t,t,] vale la

(U]
q’l(td) = 07

in contrasto con le (88).
Deve dunque valere la tesi del teorema.
c.d.d.

CoroLLaR1o - Le Q,(q|q|t) e le funzioni (63) figuranti
nell’espressione (2) delVenergia cinetica G per h, k, 1=1..N
siano continue, e per h, k, 1=1, ..., p. (essendo come prima
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m =y <N) dopo avervi annullato le q,i.,.. qn, ép.—l—l... q'N
risultino wuniformemente lipschitziane rispetto alle q, ... q,,
q, ... g, in un intorno di (qy..qy, q. ... qpu, t;) con

>0 I=m-41..p).
Sia poi

(pt1 ... N) .
91) ¢y Q... qg, 0..0,q... qa, 0..0,1>0 (j=p+1..N).

Esiste allora un intorno tfi,‘2 di t, in cui il moto {q,(t)} di
tipo Mg , verificante le condizioni iniziali

(92) n(te) = Q% qn(te) = 5 (h=1...N).

¢ unico ¢ verifica pure le (87).

Cio significa che se il sistema S soddisfa alle (92) e si
pud ritenerne il moto di tipo 9llg, magari basandosi su un
criterio di scarto *?), S compie come moto di confine quello com-
piuto, verificando le stesse condizioni iniziali, dal sistema S’
introdotto nel teorema X.

Infatti per noti teoremi di esistenza ed unicitd validi per
le equazioni di Lagrange di S’, pensato liberato dai suoi even-
tuali vincoli unilaterali [espressi dalle prime u—m delle
(1)] esiste unica in un intorno ¢, ¢, di ¢,, la soluzione delle
dette equazioni e delle prime yu delle (92) (come condizioni
iniziali). Posto

(93) QPH=0 t<t<t (G=p+1..N)

per la continuitd delle q}(¢) g3 (t) ¢ delle 'Hl’«i;;lv) (qlq|t
date dalle (36), (h=1...N), eventualmente restringendo I’in-
torno tl-t2 di ¢,, in esso, per (90) le ¢} (f) verificano le (1)
e anzi tenendo comto anche delle (90), (93) e (43),, &

14*) (pt1y eeey N) .
da®) = dn  [q%() | q*@®) | ?] (h=1,..., N)

27) Di tali criteri parlerd in un prossimo lavoro.
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onde per (91) in #,¢, si possono ritenere valide le (88). L’as-
serto sussiste allora in base al teorema X.

OSSERVAZIONE - Osservo esplicitamente, che i precedenti teo-
remi sono validi anche senza che per le equazioni di Lagrange
di 8, pensato liberato da tutti i vincoli unilaterali (1), sussi-
sta un teorema di umicita *®).

(m+1...N) .
N. 3. - Caso delle +¢h [¢*(t)| g*(#) | t] nulle, e dati
verificanti le condizioni di Carathéodory.

Trorema XI - In t,t, il moto {q (@), ... qX(t)} colle q;;‘
assolutamente continue sia dinamicamente possibile pel 8i-
stema bilaterale 8’ introdotto nel Teor. X.

Poste le (87) [con p.—=m], in luogo della (88) valgano quasi
ovunque in t:iz le equaglianze

(']
(94) On(t) =0 (h=1...N).

Per ogni t in un intorno di [q*(f)| q*()|t], le Qu(q|q|?) e
le funzioni (63) per (h, k, l—=1, ..., N) siano limitate e uni-
formemente lipschitziane rispetto alle q, q per quasi ogni t,
e misurabili rigpetto a t.

Di esse le ay; siano continue anche rispetto a t [le alire
funzioni (63) e le Q.(q|q|t), in questo teorema possono mon
esserlo]. Allora U N-pla q* = {q} (t)} rappresenta Punico moto
{qn(t)} del sistema & considerato soddisfacente come condi-
zioni iniziali le (89') per t = ad un istante t, di t,t,, e di
tipo M g ossia colle q, assolutamenie continue e, per ogni
v di I risoivente quasi ovunque in B — Rr 4 FRr le (34) e
(35) in corrispondenza a delle ®, verificanti le (6).

Infatti si supponga che la tesi non valga. Sussiste allora
la precedente affermazione A o la A’ in cui perd il moto

28) Si osservi perd che fra le ipotesi figurano le effettive disu-
guaglianze (88), (91). Sostituendole colle corrispondenti uguaglianze,
come verra fatto nel teor. XI l'osservazione 1* non rimane vera.
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g= {qx(#)} anziche di tipo Mg, & di tipo NTS.Per fissare le
idee suppongo che valga la A (in cui si afferma l’esistenza di
un distacco).

Per la fatta ipotesi di lipschitzianitad, per 1’osservazione
1= del N. 1 di § 2, e per la continuitd delle g,(t), gu(t), g} (t),
1},’: (t) (h=1, ..., N) esiste un intorno ¢;& (per fissare le idee
ts<E) di t; ed una costante L >0 per cui qualunque sia
v in I', & (quasi ovunque)

(95) | nfa*(®)| 4*()| 1] — ala®)| )| 1] <
N . .
=Lz (g®—a®l+]e0 -0
1, <t<E (h=1..N) y€TL.

Ma lipotesi (94) e la (87) con w—m, dicono che per

. . (q*)
(glaglt)y=1Tg*)|g*®)|t] le 2N quantita qa(t), ¢* (¢)
(h=1...N) soddisfano le (34) e (35) quasi ovunque in #,&
per qualunque y di T'. E dunque

(96)  gr(t) = anlq™®)|q%)| 1] ta=t<E (h=1..N)y€l,

'q) (@
Considerati poi gli enti p, (variabile in I') e ax(f), associati
mediante le (42) e (43) all’ N-pla q—={q,(¢)}, le (96) dicono
che la {g*(¢t)} soddisfa quasi ovunque in #;£ il sistema

. (@ .
(96) yn=oan[y{y| ] (h=1..N)
@
in cui, per le (95), le @, soddisfano le (95) stesse. Ma essendo

{gn(t)} di tipo 9§ per quasi ogni ¢ di CR @&

at) = anlt) Y€l, (h=1..N)

onde vale l'implicazione (47). Pel teorema 1V, segue allora
(48), onde

. j Ry
qn(t) = an(t) (h=1...N),
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cioé anche {q,(¢)} risolve (96) quasi ovunque in tld &.
Valendo in base all’affermazione A) le (89) per t=1,,
in base ad un noto teorema di unicita di Carathéodory le due
N-ple considerate coincidono in #;& in contrasto con Fultima
parte della affermazione A).
Vale quindi la tesi del teorema.
e.d. d.

OsSERVAZIONE - Supposte le funzioni (63) ¢ le Qn(q|¢]?t)
continue, pel Teorema VIII ogni moto di tipo Mg, ¢ di
tipo ?)Kg ,

(m+1...N)_ o R
N. 1. - Caso delle ¢» [q*(t)]| q*(¢t)|t] anche variabili
col tempo sotto certe condizioni.
TeoremaA XII - Le ¢} (t) (R =1..N) rappresentino un moto
di tipo OMg verificante nellintervallo t,t, (o tll—tz) le

(97) g (H)=0 (h=m~+1...N).

Le Qu(q| q|t) e le funzioni (63), per h, k, 1=1...N, siano
lipschitziane rispetto alle q, q come 8t ¢ supposto nel Teor.
X1 e continue rispetto alle q, q, t.

Ciascuna delle

q* (m+1... N} .
(98) ba(t) = b (@) | q*®) | 2] *) (h=1...N)

non passi mai dal valore zero a valori mon nulli e verifichi le
disuguaglianze

(@%)
(99) Pa(t) =0 (h=m-1...N).
Il moto {qn(t)} gode allora della proprieté di wunicité nel
futuro nel senso dichiarato nel Teor. X ),

29) Vedi (97), (36), (43’), Convengo che la (98) valga anche per
t—=1¢, nel caso che ci si riferisca all’intervallo. tll_ ty.

30) Ossia per ogni t, di t; ta, in t, t, coincide con | g,(¢)! ogni
moto definito in #, #; e verificante le stesse condizioni iniziali rela-
tive all’istante ¢t —=1¢,.
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Procedo per induzione.
11 teorema vale certo (per m e N qualunque) se, per

t in t,—t: (0o in tll_t._.) valgono le
(q%)
(100) ¢nt)=0 (h=p+1,..,N)

(9*)
=0 (h=mt1,., ) [n=p<N]

con p.— m =10, dato che allora si ricade nel caso considerato
del teorema XI.

Lo si supponga vero per u—m <r.

Fatte le ipotesi del teor. XII, per assurdo non valga la
tesi per

(101) p=m—+r-+4 1.

Allora, supposta la (101), sussiste ’affermazione A 3').
Considero dapprima il caso

()
(102) du(ta) > 0.

In base al Teor. X, la ¢,(¢f) rimane nulla in un intorno
=1 )

ta§& di t,.

Dunque le ¢,(t) e g2 () (h=1..p.—1, p41..N) risol-
vono le equazioni del sistema ad N —1 gradi di liberta otte-
nuto da S imponendogli I'ulteriore vincolo bilaterale.

9. =0.

Per tale sistema vanno considerate solo le prime r —p —m —1
delle (100), quindi, per Yipotesi induttiva, q,(¢) e g () coinci-
dono in t:,& (§ > t,). Essendo cid in contrasto con Pultima parte
delPaffermazone A, segue la validita della tesi del Teorema
per p. = m 4 r 4 1, nel caso espresso dalla (100),.

31) Vedi dimostrazione del teorema X.
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Nel caso rimanente per ipotesi si ha
(U]
(103) $u(t) =0 g <t<t,

onde, applicando l’ipotesi induttiva all’intervallo ¢, It., (o tl1 It‘.,),
segue di nuovo la tesi.

In ogni caso il Teorema vale dunque per p=m -+ r -} 1.
Pel principio d’induzione il teorema XII é dunque dimostrato.

OSSERVAZIONE 12 - Il precedente teorema sussiste certo anche
pel sistema §, ottenuto aggiungendo ad & i vincoli uni-
laterali

(1) @m=0 (h=n1,41 ... m)
purché oltre le (97) sussistano le
Ggpm@)>0 (h=my+1...m).

Basta osservare che altrimenti sussisterebbe ancora D’affer-
mazione A e che per la continuita delle g, (¥) e gz (?) e le

(97") per £—t, abbastanza piccolo, in 4§, ¢a(f) e g (£) sono
pure moti di tipo 9y, intendendo con S il sistema origi-
nario [per cui non valgana le (1')], ma cid & assurdo pel
teorema XII.

N. 5. - Regola d’equilibrio.

Il precedente teorema permette di dimostrare la seguente
« regola d’equilibrio ».

I vincoli del considerato sistema & siano per semplicita
fissi®?). La configurazione {q}} verifichi le

>0 h= 1..
10 | a> (h=mq+1...m)
( ;=0 (h=m+1..N)
e 8i abbia pure
(105) Qr@°|0|t) =0 (h=m-}1..N)

32) Generalizzo tale risultato al caso di vincoli anche anolonomi e
non necessariamente fissi nella nota Swul moto di 8sistemi anolonomi
a vincoli variabili.
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e ogni Q,(¢°|0|t) (h=m+1..N) non passi mai, al variare
di t, dal valore zero a valort non nulli.

Se ad un certo istante t,, S, 8i trova in {q} con atto di
moto nullo, e 8i puod ritenere che il suo moto sia di tipo
91(,& 33) (il che certo 8i verifica se 8i possono ritenere conm-
tinue le velocita e le accelerazioni), esso vi rimane indefini-
tamente in quiete.

Infatti i1 moto

'HOEX'H (h=1...N)

é certo di tipo .S")TCS., "inoltre le (34) valgono per t qua-
lunque, ¢g» =¢}, ¢4=0, ¢, =0, Y= (m + 1, ..., N). Per costru-
zione delle ¥4, [vedi (4) e (5)], si ha
(m+1...N) )

dn [Q°]0]t]=94(q°| 0| )=—Qn[¢°| 0| #]>0 (h=m+1..N)
quindi per (106) son soddisfatte le ipotesi del teorema XII,
onde, tenuto conto dell’ultima osservazione, 1’asserto.

In particolare resta trattato (credo per la prima volta) il
caso di forze posizionali.

La regola di equilibrio di Signorini**) segue dalla prece-
dente mnel caso in cui le (105) valgono come effettive disu-
guaglianze.

33) Che il detto moto sia di tipo §, risulta applicando un certo
criterio di scarto che mi sembra accettabile come postulato e di cui
parlerd in un lavoro successivo sull’incompatibilith dei teoremi di esi-
stenza e di unicita del moto.

34) SIGNORINI, Meccanica razionale, Vol. 11, 2* ediz., pag. 337 (Si so-
stituiscano my, m, v con m, m’, n).



