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SU ALOUNI PROBLEMI RELATIV1 AD
EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI
DI TIPO IPERBOLO-PARABOLICO

Nota (*) di FaBro Maxares: (2 Bologna)

INTRODUZIONE

1. - Nella prima parte del presente lavoro vengono risolti
alcuni problemi ben posti per Pequazione

u ou
@M dxdy — ot

dei quali i primi due costituiscono naturali estensioni alla
(1) di classici problemi relativi all’equazione iperbolica
Fu
~—~—=0.
923y

Precisamente si dimostra che in un dominio rettangolare
R esiste un’unica soluzione della (1) che soddisfa a condi-
zioni di tipo analitico o quasi analitico e ad una delle
seguenti :

A) si riduce ad assegnate funzioni su una faccia di

R parallela al piano xt e su una superficie cilindrica conte-
nuta in R, con generatrici parallele all’asse ¢ e incontrata in
un sol punto dalle rette, parallele all’asse #, aventi un segmento
in comune con R (n. 2):

B) si riduce, insieme con le derivate parziali prime
rispetto a £ e a y, a date funzioni su una superficie cilin-

(*) Pervenuta in redazione il 16 ottobre 1958.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico. Universith, Bologna.
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drica contenuta in R, con generatrici parallele all’asse ¢t.
passante per due spigoli opposti di R e incontrata in un
sol punto dalle rette, parallele a ciascuno degli assi = ¢
y. aventi un segmento in comune con R (n. 3):

(") si riduce ad una assegnata funzione su una delle
facce di R parallele al piano oy (n. 4).

Questi risultati valgono qualunque siano le dimensioni
di R. oppure se almeno una di esse é abbastanza piccola,
secondoché per la soluzione cercata si richiedono condizioni
di analiticitd, o di quasi analiticitd, pit o meno ristrette.

L’asserto ), mel caso in cui la superficie cilindrica si
riduce ad una faccia di R parallela al piano yt, trovasi anche
in una nota di Piscounov'): ma le piu forti maggiora-
zioni cold adottate portano a dover supporre abbastanza pic-
cole le prime due dimensioni del dominio, onde, con eguale
restrizione, deve intendersi un teorema di sola wunicita di
un integrale regolare in R dimostrato dal suddetto Autorc
mediante un algoritmo che fa wuso del risultato particolare
testé richiamato.

Anche nel caso C) Punicita viene a mancare se non si
richiedono integrali soggetti a condizioni di analiticita ab-
bastanza ristrette.

Nella - seconda parte vengono esaminati alcuni problemi
ben posti per ’equazione

4
@) Rk
oy*y® ot
e i risultati ottenuti si possono cosi riassumere.
In un dominio rettangolare R esiste un’unica soluzione
della (2) che verifica condizioni di tipo analitico o quasi
analitico e una delle seguenti:

A) si riduce ad assegnate funzioni sulle quattro facce
di R parallele all’asse ¢t (n. 5);

1) N. PiscounNov, Le probléme aux limites pour Véquation auz
dérivées partielles du type hyperbolo-parabolique, « Rec. math. Moscou »,
N. s. 3 (1938), pp. 259-267.
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B) si riduce, insieme con la derivata parziale second:
mista rispetto a ¢ e a y, ad assegnate funzioni su due facce
consecutive di R parallele all’asse ¢ (n. 7);

C) si riduce ad una assegnata funzione su una delle
facce di R parallele al piano zy (n. 9).

I risultati A), B), C) sono validi qualunque siano le
dimensioni di R, oppure se una almeno di esse & abbastanza
piccola, a seconda delle pit o meno forti condizioni di ana
liticitd o di quasi analiticitd richieste per Dintegrale. Se
queste, nel caso A), non sono sufficientemente ristrette, viene
a mancare lunicitd, ma essa risulta di nuovo assicurata,
qualunque siano le dimensioni del dominio, imponendo all’in-
tegrale di essere anche soltanto regolare in R e, come ulte-
riore condizione, di assumere assegnati valori sulla faccia
superiore (con riferimento all’asse t verticale) di R paral-
lela al piano zy (n. 6). Nel n. 6 si indica pure il modo di
costruire integrali della (2) che assumono sulla predetta
faccia valori sufficientemente regolari e che sulla superficie
laterale di R si riducono a funzioni identicamente nulle
o, piu in generale, esprimibili mediante certi integrali doppi
contenenti un’arbitraria funzione di due variabili.

Anche nel caso C) lunicitd cade in difetto se non si ri-
chiedono integrali soggetti a condizioni sufficientemente forti
di analiticita.

Nel n. 8 si accenna alla possibilitd di estendere i risultati
A), B) e quelli del n. 6 ad equazioni di tipo piu generale.

PARTE PRIMA

2. - ProBLEMA A). - Si consideri, per semplicitad di espo-
sizione, il dominio rettangolare R=0<s<gq, 0 <y <0,
0<t<¢c) e sia ¢g(y) una funzione continua nell’intervallo
0 <y < b. Inoltre nei domini (0 <<z <a, 0<¢<c) del piano
2t e (0<y=<D>b, 0<t=<c) del piano y¢ siano date rispetti-
vamente le funzioni ¢(z, ), ¢(y, t) continue, verificanti la
condizione ¢[g(0), t] =¢(0, ) in 0 <¢t<c e di clase 2
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rispetto a t(®), cioé dotate delle derivate parziali rispetto a
t di ogni ordine continue e soggette alle limitazioni

k4
otk (2K)!
. < y \ek)’ _
(3) 3ty =¥ s k=12, 3.,
otk

con M e + costanti positive.
In tali ipotesi si provera che:
I. Se una almeno delle dimensioni a ¢ b di R ¢ abba-

stanza piccola, esiste un unico integrale u(®, y, t) della (1)

o’u

continuo in R insieme con la axaym’ di classe 2 rispetto a t

e verificante le condizioni
u(z, 0, t) = gz, 1),
ulgy), y, ¥ =d(y, 1)

Esistenze dell’integrale. Anzitutto si verifica agevolmente

4)

che le soluzioni continue in R insieme con le a—u, —?zl della
ot ’ dxdy
(1) congiunta con le (4) sono tutte e sole le soluzioni continue
in R insieme con la g—‘t‘ dell’equazione integro-differenziale
© y
ou
oy o

Cio premesso, si mostrera che la funzione

®) wz, y, )= °2° (@, Y, ¥,

2) Cfr. E. GoursaT, Cours d’analyse mathematique, Gauthier-Villars,
Paris (1910), 2* ed., tomo III  p. 305.

2,
3) Si considera qui la 5—1% definita direttamente come il

lim W&+ Ax, y 4By, §) —w(@+ Az, g, §) —w(x, y + Ay, ) +u(x, y, b .

Aw) o AzAy
Ay i
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ove
uw(z, y, 1) = ¢(z, £) + Yy, t) — 9lgly), ¢]
x ¥y
© (e y )= / / Wns w, natay
g(y) o

soddisfa, se il prodotto ab ¢ abbastanza piccolo, alla (5) in R.

Invero si osservi che in R sussistouno le limitazioni

! 3, (2k)! _
(8) IuO[SH latk _H—rk—, (k——l, 2, 3,...)
o R—
9 Ju. = e ')' ( | m=123,..),
(1::) I e z=g(y)
'H (2n + 2Kk) ! (zy\»
a0y |Pum| <) @Y ) © o r=e
otk H @n + 28)! [(a — z)y]* .
( (2n ;"!), )! [<a x)y] w <o)

m k=12, 3,..)

ove H denota la piu grande delle due quantitda 3M.
2max|¢|+ max|¢|. In base alla continuitd di u, e alle
(3) si riconosce immediatamente la validita delle (8) e quindi,
giusta la (7), delle (10) con » =1, indi si procede per indu-
zione tenendo presente che dalla (7) consegue

Wi
tk+1

3"u.. o) o

o | = e
f/ —W",,"—:‘dﬁdn se z=gly)
;

dkdm se z>=g)

e che le successive maggiorazioni risultano rafforzate ove
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si ponga ¢ in luogo di g(y) nel primo caso ¢ @ in luogo di
g(y) nel secondo caso. Le (9) discendono poi subito dalle (7)
e (10). talché si conclude intanto che in R riesce:

wn | < 1] (“7")"

(n 1y (n: 01,2 \)
(11)
*u,|  H (2n + 2k)! (ab)" k=1, 2,3,...
k| T (m)f \r

Pertanto, xe ab <— la serie al secondo membro della (6)

47
e tutte quelle che da essa si ottengono derivando termine a
termine rispetto a ¢+ un numero arbitrario di volte sono total-
mente convergenti in R, onde, passando al limite, per n ten-

dente all’infinito, nella

Zk Uk = Up + [ [ [3t ”E; “kl dgdy,

oy o

resta provato che la (6) in R soddisfa alla (5).
Inoltre si ha, per le (8) e (10),

. u| _HER (2n+ 20)! (ab\* _
(12) 3| SES T G (7) -
=n %, @n+ 20 om0 E VT <
- (2 Vab)™"
<HZ,(2n 4 2k)... 2n 4 1)"— prEe e
_ [ e (2K)!
=H [dz”‘ ]s—z\/ab =HN = P

n

laddove N indica il massimo del modulo della funzione X, ;;- R

olomorfa in |2| < Vr, su una circonferenza di centro 2YVab
e di raggio Vp=o¢—2V ab, con 2Vab <z <V r e cid prova
che in R la (6) é funzione di classe 2.

Non sard inutile osservare che, contrariamente a quanto
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si potrebbe pensare a prima vista, il metodo usato non assi-
cura la possibilita di prolungare la soluzione trovata oltre il

dominio R, con ab < £ . Infatti, prefissati arbitrariamente R e,

r . . .
se non & b < 2’ un numero positivo & <4—';1 , il ragionamento

precedente porta a concludere che la (6) é soluzione della (5)
in (0<r<a, 0<y=<3, 0=t =), sicche nel dominio
0<e2<aed<y<b 0=1t<c) vi ha luogo a considerare

[o o]
per la (1) ancora il problema iniziale, con u(®, 3, t) =3, u, (o, 3, t)
]

in luogo della prima delle (4) e, giusta la (12), con p in luogo
di r. Ma la convergenza della maggiorante della nuova serie
(6) che si viene in tal caso ad ottenere sussiste solo quando

a(b—3) < e , talché riuscira

— 2Vad)?
4q

—2 Va5)2

. - . . r
e lultimo membro &, insieme con 3, sempre inferiore a vl
a

Unicita dell’integrale. Fissato abd < 1 si supponga che

u(z, y, t) sia un altro integrale di classe 2 della (5) in R e
quivi si abbia

*u
otk

< g

= k=12 83,..).

- ” :
Posto 2, =u—2, 4, (n=0, 1, 2, ...), le (7) valgono mani-
]

festamente con 2, in luogo di w,, siccheé, tenendo presente
che riesce

okz,

@0t
<L—7-
£

H |e
& con Lz‘HN R TS)F

e ragionando come per le u,, si riconosce che in un Jominio
R=0=¢<e¢,0<y<wy,, 0<t<e¢) (g <0>) si ha

lon| < I'(i"'))’! (ay;) n=0,1,2,..).
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T . . :
Dunque, prendendo y, < ia’ in R, risulta lim 2z, = 0: scom-
% —s 00

posto allora lintervallo 0 < y < binvintervalliy, , <y <y,
(h=1,2, .., ), (=0, y, = b), tutti di lunghezza minore di
4La’ in ciascuno dei domini R,=0<2<4da, ¥, . SYSy,
0 <t=<'c) si pud ripetere il ragionamento precedente e cid
prova che la (6) é I'unica soluzione di classe 2 della (5) in R.

Si noti che, se le funzioni ¢(«, ¢), ¢(y, t) hanno nei ri-
dp 9
3z’ dy
9(y) ha la derivata continua in 0 <y < b, allora dalla (5)
si trae che la (6) ¢ dotata anche delle derivate parziali prime
rispetto a ¢ e a y continue in R.

spettivi domini le derivate parziali continue e se la

*u o
?tk (k: 1) 2, 6, ...)
* P
otk dzdy
2
3 é}‘a—y si possono scambiare tra loro, onde
Iku

si conclude che la (5) ha tutte le derivate m continue
in R.

Si osservi inoltre che, supponendo le funzioni ¢(z, t), ¢(y, t)
analitiche rispetto a ¢ nei rispettivi domini, le (11) valgono
con n!e (m+4k)! in luogo di (2n)! ¢ (2n -+ 2k)! ed in tal caso
la (6) e le serie da essa ottenute derivando termine a termine
rispetto a { un numero arbitrario di volte sono totalmente
convergenti in R qualunque siano a e b. Inoltre la (12) si muta
nella

In ogni caso poi dalia continuita delle
consegue che sono pure continue le e quindi i

due operatori

2y
otk

HQ 1 /ab\*
Sr—kf.‘ n+k)..(n+ l)m(—) =

r

abk!

k 00 n
H[d* . z < Her !,
(4

=F (-1_2—"2 o’."!rn]'ﬂb
2
ove p = #‘;—6. In queste ipotesi piu restrittive si puo dun-

que affermare che:
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1I. Qualunque siano le dimensioni di R. ivi existe un
unico integrale w(x, y, t) della (1), congiunta con le (4). con-

2

. .. u .. .
tinuo insieme con la 923 e analitico rispetto a t.
Y

3. - ProBLEMa B). Si consideri ancora il dominio rettan-
golare R=(0<as<¢. 0<y<b, 0<it=<¢) e sia z=g(y)
una funzione sempre crescente nell’intervallo 0 <y <<'b, ivi
continua ¢ tale che g(0) =0, g(b) = ¢. Nei domini (0 <2 <'¢,
0<t<c¢) del piano @t ¢ (0 <y <D, 0<t=<¢c) del piano
yt siano date rispettivamente le funzioni ¢(@, t), Y(y. t) con-
tinue e i classe 2 rispetto a t (cfr. n. 2): infine sia f(#)
una funzione pure di classe 2 in 0 <t <c.

Tn tali ipotesi si ha:

I11. Se una almeno delle dimensioni a ¢ b di R ¢ abba-

stanza piccola, esiste un unico integrale u(z, y, t) della (1)
2,
continuo in R insiemc con la ggy [Cfr. mota®)], di classe 2

oz

rispetto a t e verificante le condizioni

%0, 0, t)= f(1),

2
(13) 2[5 Y@, 1=, 0,

g-;[g(y), v, 1] = by, #),

ove y=y(x) denota la funzione inversa della &= g(y) *).

Invero & di facile verifica che le soluzioni continue in R

- d o* .
insieme con le 5:—‘, BTL':T; della (1) congiunta con le (13) somno
tutte e sole le soluzioni continue in R insieme eon la a_u del-

ot

1) Si noti che dalle (13) si deduece

Y Ky)
wlow), ¥, £]=fit) + f o, Hdn + f (&, e
0 []
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Fegquazione integro-ditferenziale

(14\' “'(z Y, t) "‘uo\x: x, t)+[ ’ Bt (E 7]! ;dEd"),
(w 7( )
ove
B, Yy
wolx, y, ) = f(t) + ’ ¢(& tdE + / P, Hdn.

. o
(] o

CCon un ragionamento anilogo a quello adottato nel n. 2
si prova che, se il prodotto ab é abbastanza piceolo, la (6)
¢on

a n—l
n(x’ yv t) —f u ~3 (gy Y]? t)dﬁdn,

o(y) "(“

¢ in R soluzione della (14).

Invero. proeedendo per induzione, si ricava:

Hg::;! = y)] e > 9(y)
el (2n)!{(a —z)y n=1,23,..)
(H(” ')z [__; ] z < g(y)

H (2n + 2k)! z(b——y) ,
Su, & ) [ ] se z=9(y)

(n, k=1,2, 3"")7
ot T H (2n 4 2k)![(a — 2)y
?;’E (n!)f“[ r ] se =00

ove H ¢ il piu grande dei due numeri W(1 4 a4 b,
max | f' 4+ amax|¢ |+ dmax;¢|, sicche, in ogni caso, val-
gono ancora le (11). Ne consegue Desistenza dell’integrale se
r
ab < Z .
Come nel n. 2 si trae inoltre che la (6) é in R funzione di
classe 2 rispetto a 2. che il procedimento adottato non ne
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\

assicura la prolungabilitd e che essa ¢é l'unica soluzione di
classe 2 rispetto a ¢ della (14) in R.

Valgono anche ora considerazioni del tutto simili a quelle
poste in fine del n. 2 e si ha pure un teorema di esistenza ¢
unicitd «in grande » analogo a II.

I due problemi A) e B) si possono estendere senza diffi-
coltd al caso dell’equazione pid generale
Pu

=z, 3 4 Byt o, b, 0

laddove a(2, y), B(«, y) sono funzioni continue nel dominio
0=2z<a 0<=y=<0D)e o y t) é in R funzione eontinua
e di classe 2, oppure analitica, rispetto a ¢ secondocheé si voglia
determinare «in piccolo », oppure «in grande », 'unico inte-
grale di classe 2, o corrispondentemente analitico, rispetto a
t in R della suindicata equazione congiunta con le (4)
[o con le (13)].

4. - ProsLema C). Sia f(«, y) una funzione continua nel
dominio (0 =2 <'a, 0 <y <D0b) e ivi dotata delle derivate

2k
parziali az—"a;_"_ ) (k=1, 2, 3, ...) continue ¢ soggette alle
limitazioni

o°kf k!
1 — < M- = oo
(15) st | =M k=12 3,.)

con M e r costanti positive.
In queste ipotesi si ha:

IV. Se la dimensione ¢ di R ¢ abbastanza piccola, esiste
uno, ¢ uno solo, integrale u(z, y, t) della (1) continuo in R

ou ky

ingieme con le a_x"_.?@ e (=12, 3, .), verificante un«

o’
2%f . .
5) In questo numero col simbolo oyt per k>1, si puo inten-
dere la derivata seconda mista, definita direttamente come limite

a!k—!f

di un rapporto incrementale (cfr. nota3)), della W
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condizione decl tipo (15) e la

(16) wz, y, 0) = flz, y).

Invero tutte le soluzioni continue in R insieme con le 3%

2
aaa;ay della (1) congiunta con la (16) sono tutte e sole le solu-
2,
zioni continue in R insieme con la 3 uE dell’equazione integro-
differenziale
t
an ey D=1 D+ | (s, 3, e
? y’ - ) y azay ? y’ .
0

Cio premesso, 1a (6), con
Uy,
%l(z, Y, 1) = fx, ¥), ualz y, 1) = f (, y, Ty,

¢ soluzione della (17) in R se ¢ < r, come Si riconosce osser-
vando che sussistono le

c\" \M
!u,,lSH(;) . E=jp
8”‘1&,.“
oz oy*

e G2 en)

e usando un algoritmo analogo a quello dei numeri prece-
denti. Inoltre si ha:

Pk H°° n4+%)!/c
Iaa:"ay"lsr“o" nl (r)

ax 2 (z\» Hr k!

= = S, |- = —

Hldz" ,"(r) Lc r—cpt’
con p—r—c¢, e da cid segue che la (6) verifica in R
una condizione del tipo (15) e che il metodo usato mnon

assicura la possibilitd di prolungare la soluzione trovata oltre
il dominio R, con ¢ < r.

(18)
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Mediante un ragionamento simile a quello del n. 2 si prova
I'unicita della soluzione.
Se poi, in luogo delle (15), si considerano, ad esempio, le

19) | & SM:‘;, k=1, 2 3,..)

1 ozk Byf

si ottiene il risultato seguente:

V. Qualunque ziano le dimensioni di R, ivi esiste un
unico integrale della (1), congiunta con la (16), continuo in-

**u
at’ drkay* (
dizione del tipo (19).

Infatti, giuste le (19), si ha che la (6) ¢ tutte le serie da

essa ottenute mediante derivazione termine a termine rispetto
alla coppia #, y un numero arbitrario di volte sono total-
mente convergenti in R, qualunque siano le dimensioni di que-
sto, e inoltre. in luogo delle (18), sussistono le

sieme con le k=1, 2, 3, ..) e rerificante una con-

%y | HX n4kic\* H ¢ 2 Z
!m&lgﬁ’f" ‘m(r) —,—,,(1+;e +"e')s

c [
= k
SH(I +;’er+ ”')Fk' k=1, 2, 3,...
Si osservi che la (1), congiunta con la (16), ammette piu
integrali che non verificano limitazioni del tipo (15) o (19).
Tale ¢ ad esempio la funzione

__(@—=§)y—m)
t

@ 08 \f(z,y)+/fq(5, T;)g dédy per 0<t<c
uz, Yy, = "D

flz, y) per t=0,

ove D é un qualsivoglia dominio regolare limitato del piano
«y contenuto nell’angolo # > a, y > b, q(@, y) é una arbitraria
funzione continua in D ed f(@, y) = f,(®) + f.(y), con fi(x)
ed f,(y) arbitrarie funzioni continue rispettivamente in
I<z<aee in 0<y<h.
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Si noti infine che gli argomenti di (uesto numero si
possono svolgere, con lievi modificazioni. anche nel caso in
cui la (16) venga sostituita con la u(x, y, ¢) = f(#, y).

PARTE SECOND.A

5. - ProBLEMA A). Stano g,(z, &), 9,(«, t) funzieni continue-
insieme con le derivate parziali prima e seconda rispetto a
z nel dominio 0 <<z<a, 0 <t <c) e ,(y, t), $.(y, t) fun-
zioni continue insieme con le derivate parziali prima e seconda
rispetto a y nel dominio (0 <y <0b. 0 <t < . Tali funzioni
verifichino inoltre le condizioni di raccordo:

¢l(07 t) = q)l(oy t) ’ ¢2(0 t) = ‘Pl(b’ t)7
CPl(a, t) == 4’2(07 t) ’ Tt(a7 t) == ‘Pz(ba t)

t<c¢

e siano dotate delle derivate parziali rispetto o t (i ogni ordine
continue e soggette alle limitazioni

3*:91 i [ 3"4}1
20) o || < Mk U Mk, k=123, .)
l ami_% b aktpz s 2 ) b b AR

| 3t* kI

/

con M costante positiva.

In queste ipotesi si ha:

VI. Se una almeno delle dimensioni « ¢ b di R ¢ abbastanza
piccola, esiste un unico integrale u(x, y, t) della (2) continuo
u ou Fu Fu Fu Fu u
9z’ dy’ 9z°’ 9dzdy’ Y’ ox*dy’ dxdy*’

(k=1, 2, 3, ...), verificante limitazioni del tipo

in R insteme con le
e Pu
oz*dy?’ otk
(20) e le condizioni
u(za 07 t) = ?1(57 t) ’ "’(07 Y, t) = 4)1(.'/7 t))
“(zf b; t) = ?t(z, t) ’ “(ar Y, t) = ¢l(y’ t)'

1)
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Si osservi anzitutto che le soluzioni continue in R insieme
on X M W Pu Fu Fu Fu P W
9z’ dy’ 3t’ 3z’ drdy’ dy®’ 9z%dy’ oxdy®’ dz’d’

(2) congiunta con le (21) sono tutte e sole le soluzioni continue
ou

in R insieme con la %

della equazione integro-differenziale °)
(22) u(z, ¥, 1) =

x y
=(_____a—32(bb—y) i, )+ $a(y, )—:(0, 1)+ f f 5”)3—:(5’ n, H)dEdn |+

x b
+ =MW oo, 1+ duly, H—0, B+ f f EO— )M, v, HiEdn|+
oy

a Yy
+ W oo, D+t e, 0+ f f (6B 5 & mA)dkdn|+

a b
+z~g|¢=(z, )+ b2y, t)—Paa, 1)+ / f (a—EXD —n)g—;‘(ﬁ, ", t)ﬂl&ilva1 -
z y

In secondo luogo si ha che la (6), con

wiz, v, ="KV, 1+ 4y, H— w0, 01+
+ O (e, )+ daly, H— w0, D1+
+ 2= Doz, 0+ by, H—wia, O+

ab

+ :%[cp,(z, t) + $aly, ) — pala, ),

6) Cfr. F. MANaBes1, Applicazione di un procedimento variazionale
allo studio di una equazione differenziale alle derivate parziali con
caratteristiche reali doppie, «Rend. Sem. Mat. Univ. Padova», 23
(1954), pp. 163-213, in particolare pp. 166-171.
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e 4, == 20—y f f By =2 €. o, tyakdn +

x b
2 [ [go—ne=te m, natan +
oy

Z

Ay / /( — e 2az (e, o, e +

I

+2 f f (@ — EXb— ) ”"“(5, n, t)kdy,
m=1, 2, 3,..)

soddisfa in R alla (22) se il prodotto ab & abbastanza piecolo.

Invero, dalla definizione di u,, si trae

“__

da cui, tenendo conto delle (20) e ragionando per induzione,
si deducono le limitazioni

o*u,,

a_t % d&dﬂ ,

*u, . n=0,1,2,..
i ]<H(“b) (n + k), (k —1,23 )

(23) | un| < H(ab)*"n,

ove H & il piu grande dei numeri 12M, 4 max |, | + 4 max |g,| +
+2max | ¢, |+ 2max | ¢, |.

Pertanto, se ab < 1, la serie (6) e tutte quelle che da essa
si ottengono derivando termine a termine rispetto a ¢ un nu-
mero arbitrario di volte sono totalmente convergenti in R,
talché, passando al limite, per n — ©O, sotto al segno di inte-

”n—1
at o at
rispettivamente, si riconosce che la (6) & soluzione della (22).

”
grale nella (22), con 2, u, e %, in luogo di u e
/]
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Inoltre. giusta la seconda delle (23), si ha:

oku

k
4 v — "+_ J—
atk HZ (11 + k)a b) len 'n(a b) azbzlg

x " 1
< H[%:n n(azbz) + m! k, (k — 1, 2, 3, ...)

da cui si vede che la (6) verifica una limitazione del tipo (20).
L’unicitd si deduce poi con un ragionamento simile a
quello adottato nel n. 2.

Kk
Si osservi che dalla (2) e dalla continuita delle 37?.
o ot
(=1, 2, 3, ...) segue che anche le ¥ 3_1_;—:7 sono continue,
**u

onde tali risultano pure le T A

Se poi i secondi membri delle (20) si sostituiscono, ad
M

esempio, con A essendo ». al pari di M. una costante

positiva, allora le (23) ~i mutano nelle

~HE_1 (ib’”(:O, L2,.
rkin4k)! r) k=1,23,..

e per conseguenza risulta

-

)

H [a*b? *u,,
| Uy I = — ( ) y

r otk

-

foaia
oFu H x 1 (a,"b2 H %’ 1 ( a’®\* Her"
otk " (n+ k)! kot | T Rkl

onde si pud concludere che:

VIL. Qualunque siano lc dimensioni di R, ivi esiste un
unico integrale u(e, y, t) della (2), congiunta con le (21),
ou u Fu Pu Fu Fu Fu
oz’ dy’ 3z’ 9zdy’ dy*’ 3z%dy’ dxzdyt’

(n=1, 2, 3 ...) e verificante una limitazione dello

continuo insieme con le

du  Fu
3z’ Atk
stesso tipo di quella imposta ai dati.

Nel problema trattato in questo numero le condizioni im-
poste alle funzioni note e all’integrale cercato sono piu
restrittive di quelle riferentisi al problema A) della prima
parte.
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Si noti invero che, se i secondi membri delle (20) si sosti-
. M .
tuiscono con & (r <1), (e tale condizione ¢ ben piu forte

dellanaliticitd) viene a mancare P'unicitd dell’integrale, giac-
ché ogni funzione del tipo

mnz nwy _ T -
wz, Y. 1) = uo(z, y, t) + a sen ——sen —b—ye et

ove u, ¢ definito, ad esempio, come in precedenza, ma con le
funzioni ¢,, 9,, ¢,, ¢, indipendenti da #, a é una costante
arbitraria ed m, n denotano interi non nulli qualsivogliano,
soddisfa alla (2), congiunta con le (21), nel dominio R e quivi,

‘ . citagioni |0%] < ¥ p—1

se ab < r < 1, valgono le limitazioni 3 gp—k k=1, 2 3,..),
a®bh®

con p = m <1.

6. - ALcunNeE OsspervazioNI. Alla fine del n. precedente
si é rilevato che nel problema A), se le condizioni di ana-
liticita richieste per D’integrale non sono sufficientemente
ristrette, viene a mancare P’unicita: tuttavia questa e di
nuovo assicurata ove si imponga all’integrale una ulteriore
condizione.

Invero, supposto che le funzioni ¢,(z, ), ¢.(z, t), $:(y, t),
4,(y, t) siano, nei rispettivi domini, continue insieme con le
derivate parziali prime rispetto a entrambe le variabili e se-
conde rispetto alla prima variabile e verifichino le condizioni
di raccordo indicate in principio del n. 5 e che f(z, y) sia una
funzione continua in Ry= (0 <2 < a, 0 <y < b) insieme con

°f o*f

" le derivate parziali prime, seconde, terze miste —— ——
p p b, bl 1 axayl7 axzay

4

e quarta W , 8i puo dimostrare che:

VIII. Se Vequazione (2), congiunta con le (21) e con la
ulteriore condizione

(24) ux, y, ¢) = f(z, y)
ammette un integrale w(x, y, t) continuo in R insieme con le

24
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u du du Fu Fu Fu Py u 'u . -
3z’ 3y’ ot * 35’ dwdy’ dy?’ 3xdy’ ewmiyt dwayt 0 MON
sariamente unico.

Bastera far vedere che ¢ identicamente nulla in R ogni solu-
zione della (2) che verifica le condizioni suddette, con

?1(33, 1) = @z, 1) = "l’l(y’ )= 4)2('.'/’ t) = f(.’lJ, y)=0.

Moltiplicando infatti la (2) per u ¢ integrando nel dominio
V=<4, 0<y=Dh t =1 <c), ~i trae, con semplici calcoli,

a b ¢

[ ’[ (aazg )’dxdyd“" / / (e, y, tledy =0,

da cui segue u(«, y, t) =0 in ogni punto di R.

In secondo luogo si mostrera che, con opportune scelte dei
dati, esistono effettivamente degli integrali della (2) con-
giunta con le (21) e (24). .\ questo scopo si consideri il siste-
ma di infinite autosoluzioni

mnx nmy

sen —a——sen o> m,n=1,2 3,..)

dell’'equazione
tu
dx*dy*
congiunta coun la condizione ¥ = 0 su FR,. Sia poi f(2, y) una

funzione nulla su FR, e sviluppabile in serie di Fourier pro-
cedente secondo il sistema di antosoluzioni, eioé in R, risulti:

.23
Hz, )= 2,..}3 Do, ..seanMsen”:y
1 1

inoltre sia convergente la serie

HFB

Q0
Ty M0 | G | 7,
1

7) Questa condizione, poiché si tratta di serie trizonometriche. pud
essere sostituita con altre meno restrittive.
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of of

talché la f(x, y) riesce continua in R, insieme con le 3z’ 3y’
¥ of ¥ of ¥ ¥f
9z2’ 3zdy’ dy?’ dx*dy’ zdy*’ 9z°y”’

E allora di immediata verifica che la funzione

nny _ . mini(c-1)

x mnx
= Oy, n SEN —;— sen T e a?

(26)  wz, y, ?)

ups

1

soddisfa in R alle (2), (24) e (21), con le ¢,, 9,, ¢, , ¢, identi-
camente nulle.

Un esempio piu generale si pud costruire nella maniera
seguente. Siano D un qualsivoglia dominio regolare limitato
del piano zy e contenuto nel semipiano y > b e ¢(«, y) una
arbitraria funzione continua in . Posto:

wo(z, y, ¥) =
, __ar
c—t
) [[q(é, vz)senh(a:—é)e i._)dgdv; per 0<t<c
=1 “p* Vc—t
( 0 pr t=c¢,
7T, 1) =ugz, 0, ) , Pz, t) = ufz, b, ¥),

Py, 1) =uo(0, y, #) , by, §) =wila, y, ¥),
la funzione

@® oo m .
Wz, y, 1) = uo(, y, t) + T, L, sen 1”7?_1 sen "y ¢ am e
11

rappresenta evidentemente in R un integrale della (2), con-
giunta con le (21) e (24), che verifica tutte le condizioni men-
zionate in VIII.

Si osservi che relativamente all’equazione (1) non vi ha
luogo a fare considerazioni simili alle precedenti, giacché la
iu
dzdy
u(w, 0, )= 0, non ammette in R autosoluzioni.

= Au, congiunta con le condizioni u(0, y, t) =0,
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Da quanto precede risulta pure che, almeno limitata-
mente a domini rettangolari, la (2) presenta un comporta-
mento analogo a quello dell’equazione ellittico-parabolica
2, 2
3 = +g 33‘ . Scoprire se tale analogia ~i mantenga o

v

meno anche rlguardo all’esistenza di una soluzione fonda-
mentale puo costituire un ulteriore argomento di ricerca.

7. - ProBLemMa B). Nei domini 0<2<a¢,0<<t < ¢)
e (0=y<b, 0<t<c) siano assegnate rispettivamente le
due coppie di funzioni o,(w, t), 9.(®, t) e ¢, (y, t), ¢.(y, 1)

2
continue insieme con le derivate parziali B_cp_l’ z—:?, %—Z’ ,

ox
az
ai‘, -q);l , a2 e di classe 4 rispetto a t, cioé dotate delle
oy ' '’ 3y

derivate parziali rispetto a ¢ di ogni ordine continue e soggette
alle limitazioni

ok ?xi ) ak‘l’ll 1
otk (4k)! tk 4k)!
M— R <<M-—, (k=1,23,..
otk otk |

con M e r costanti positive; infine risulli
@0, ) =100, & . 0, H =0, £) pe- 0=t =<c.

Si pud allora dimostrare che:

IX. Se una almeno delle dimensioni a ¢ b di R ¢ adbe-
stunza piccola, esiste un wunico integrale u(z, y, t) della (2)
2, 2, 2, 3,
contmuo in R insieme con le u du Ow , Fu du , du
oz’ dy’ dz*’ dxdy’ Wy’ az'ay

Fu d*u .
9_587’ W’ di classe 4 rispetto a t e verificante le con-
dizioni
u(a:, 07 t) - ?l(z) t) ’ “(07 yr t) = ‘l’:(y, t)y
(26)
u
3y(x: 0, ) = sz(x, 1) ’ ax_ay(()’ Y, 1) = ‘l’s('y, ?).
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Infatti la (6), con

x

uO(I: y t) - :Pl(xr t) + 4’1(% t) - :PI(O’ t) + y (‘Pz(Ea t)d& +
o
‘!l
+z / ba(n, )dn — zyPs(0, 1),

o

"J? y as .T’

wirwt= [ [ | | ey, t)d&'dn’J dEdy, (n=1,2,3,..)

o 0 "4 e

soddisfa in R, se il prodotto «b ¢ abbastanza piccolo. alia
equazione integro-differenziale

x y I .
[ au ’ ’ i ’
@7) e, v, =iz, v, O+ | [ [ f f g(i,n,t)dédnldﬁdn,
sd "o
la quale, come agevolmente si verifica, ¢ equivalente alla (2}
congiunta con le (26). Basta osservare che in R valgono in
tal caso le (11), con 2un e a*b* in luogo di » e ab e con

1122 2 max | 9, ' -+ max| ;| + 2ab max p,|+ abmax ,|
3M(1 + ab),
donde segue
Fu HZ 4n)! [d°D*\»
o X 4k)... —= | =
|5 | = e Bntn 4+ 40 an 4 Dy (7 )
2 Vabyn _

< HE, (4n + 4k) ... 4n + 1) =

— d*k x gin
I 1772 S -

Dopodich¢ la dimostrazione si completa ragionando come
nel n. 2: in particolare =i riconosce che il procedimento
adottato non assicura la possibilita di prolungare la solu-

Vr

zione trovata oltre il dominio R, con ab < i
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Se poi le funzioni ¢,(@, t), 9,(x. ), 4:(¥, t), 4.(¥, t) si sup-
pongono nei rispettivi domini di classe 2 rispetto a ¢, =i
deduce Desistenza e D’unicitd dell’integrale della (2), con-
giunta con le (26), continuo in R insieme con le derivate
menzionate in IX e di classe 2 rispetto a ¢, qualunque siano
le dimensioni di R. Basta osservare che in tal caso le (11)
valgono con [(2r)!]? e @®b* in luogo di (n!)? e adb, da cui
risulta pure:

w's z (2n + 2K).. (2n+1)(2,11),( zbz) <

@ 2k) !

2k s
H d 2ker] SH& r —T’
s=—ab P

=F|am

2
(ad + v)*
riconosce tenendo presente una nota proprieta delle fun-
zioni olomorfe in tutto il piano.

con p=— e v numero positivo arbitrario, come si

11 problema ora trattato costituisce l’analogo per la (2)
del problema .\), relativo alla (1), nel caso particolare con-
siderato da Piscounov: tuttavia, come si é visto, 1’esistenza
e lunicitd «in piccolo» o «in grande » dell’integrale sono
assicurate con ipotesi piu ampie di quelle usate nel n. 2.

8. - ALCUNE ESTENSIONI DEI RISULTATI PRECEDENTI. e le
dimensioni @ e b di R sono entrambe abbastanza piccole, il
teorema VI sussiste anche per ’equazione piu generale

&#

du u
(28) sady lﬂ(x, Y) izay| = (@, Y)5; + Bz, y)u + w(z, y, 1),

ove ¥(x, y) ¢ una funzione sempre positiva ¢ continua in
Ry=0<2<a,0<y=<1>) insieme con le derivate parziali
prime e seconda mista, a(e, ¥y) e 3(#, y) sono funzioni con-
tinue nel predetto dominio e o(#, y, t) ¢ una funzione con-
tinua in R insieme con le derivate parziali rispetto a ¢ di
ogni ordine e soggetta a limitazioni del tipo (20).
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Invero la (22), posto +, =0, a,—=a, b,=0, b,=D0, si
muta nella

(29) wz, y, ) = wol(z, Y, i)+
1 (r—ag_nXy—Dbs_k)| { 3 -
+ oz, y)§ S (1 e ,. 5 & ymweE v, Had+
zy
+j ay & W@, M, dn + / /-{(Q—‘an)(") —bk)(a~+(3u -
ay, by .

32

o°0 N
—é@)u]dg‘h)’ )

con
(30) u(z, y, t) =
1 3 — — by_x)
= g o e (e =2 MY =Bt o y)aty, )+

Gy

30
4 6z, bi)pr(x, ©)— 0(an, be)prlan, )+ j gg(s, b)pr(E, dE +

b, a, b
" 30 [ [ .
+ j 5 @ Dl Hdn + / j(&—a,.Xn—bkmd;dnz,
y z y

mentre u,(z, ¥, t), per n =1, si pone uguale al secondo mem-
bro della (29) privato di %, e con u,_, al posto di u.
In tal caso nelle (23) figura, in luogo di (ab)?, la quantita

@ max

a9
a—z'+bmax

90 - ;
m’ @!+ab(max{a<+max|ﬁ|)+

a0
+ ab max 1 e

§) Loc. cit. in 6),
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e H ¢ un numero positivo non inferiore ai secondi membri
delle due maggiorazioni che si ottengono dalla (30) per
“uy| e per } é_t’?}' Da quest’ultima circostanza risulta ap-
punto che VI vale per la (29) se le dimensioni « e b di R
sono entrambe abbastanza piccole. mentre invece VII sus-
siste inalterato supponendo che o(z, ¥, t) soddisfi in R alle
condizioni piu restrittive impeste in tal caso alle successive
derivate rispetto a ¢ delle ¢,, ¢,. 4, , ¢,.

Se poi in R, risulta a(z, y) = 0. 8(z. ) <0, o(z, y. t) =0,
il risultato VIII é ancora valido per la (28), mentre, ove si
assuma 2(x, y) =1, B(2, y)= o(r, y, £) =0 in ogni punto di
R, , esiste un integrale del tipo (25). almeno nel caso in cui
si prenda

flz, y) = Zy 2pvn(, ¥, 1)
1

e quindi

n
uw(z, y, t)— h apVn(Z, Y, t)€~"l(c 2

essendo o un numero naturale qualsivoglia, «, . %,, ..., %, arbi-
trarie costanti, v,, v,, .., v, autofunzioni corrispondenti ad
una n-pla di autovalori A,, A,, .... A, della

u

2

>

dxdy

congiunta con la condizione ¥ =0 su FR, °).

Il risultato IX vale anche per la (28)., supponendo che
o(z, ¥, t) sia di classe + in R, giacché la (27) diviene

x '/
uz, y, 1) =wuo(z, y, t) + f [] / ( ¥ +§u)d~5'dn’!d5dn,

o

9) Cfr. loc. cit. in ¢), pp. 198-213.
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r

.
o'z, Y. 1) = 9z, ) + Waly, 6 — 7200, t)+J/ We y .A_(__, t)dE +

0
Y
"(0 n) s 0. 0,
x y z

1-/ /(udE'dv,']dEdr,,

mentre 1, (x. y, t), per n =1 si definisce nelln maniera
seguente:

I[ z 'r,
cu -
nle, ¥, )= | [9 o+ Bunna €
0 0 (;
*u, .. . o
Inoltre per le w, e 3k si hanno in R limitazioni del

P
tipo di quelle del n. 7, con }nleiacH—rnl&X;,ﬁbez in luogo
min 6
di @*»* ¢ con H numero positivo non inferiore ai secondi
membri delle maggiorazioni che si ottengono per |u,! e per
rk | ok o |
(4k)! Atx -
Punicita «in grande » dell’integrale i classe 2 della (28,
congiunta con le (26), discendono dall’ipotesi che o(x, y. t
sia, al pari delle ¢, . z,. %, . 4, . di elasse 2 in R.

Y

Analogamente si riconosce che D'esistenza e

9. - Proprova C) Sia J(«, y) una funzione continua nel
dominio 0<r <a, 0 =<y =b) ¢ ivi dotata delle derivate
otk f
é;ﬁéé;ik

parziali ?Yy (k=1. 2. 3. continne ¢ soggette alle

1n) Anche tali derivate si possono ritenere qui sdefinite diretiamente
in modo simile a quello accennato nella nota 3).
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limitazioni
{3*f : k!
— k=1,23,.)
(31) l ax2k ayzk rk ( )
con M ed r costanti positive.
Procedendo come nel n. 4 si prova che:

X. Se la dimensione ¢ di R ¢ abbastanza piccola, esiste

un unico integrale u(zx, y, t) della (2), congiunta con la (16),
du  *ku

3 ar%aytt
verificunte una limitazione del tipo (31).

Se poi, invece delle (31), si counsiderano, ad esempio, le

continuo in R insieme con le k=1,2 3 ..) ¢

akf

(32) Sz 2y ‘ < M k=1,2,3,..),

allora si deduce l'esistenza ¢ l'unicita «in grande » dell’inte-
grale che verifica una condizione del tipo (32).

Si osservi che la (2), congiunta con la (16), ammette pin
integrali che non verificano limitazioni del tipo (31) o (32).
Tali sono, ad esempio, le funzioni:

(U-l 12
f(:r y)-}—asenh(x-!—ﬁ) ——— per 0<t=<c
z, y, )= ' Vi
f(x) y) per t = 0,
(v—'n)’
( fle, )+ / a(&, )sen hiz—E)S—— dEdn per 0<t<e
(uz, y, t) = v
(f(x, Y) per t =0,

dove 2, § e Yy > 0 sono costanti arbitrarie, D é un qualsivoglia
dominio regolare limitato del piano zy e contenuto nel semi-
piano y > b, q(x, y) ¢ un’arbitraria funzione continua in

D e f(x, y) & una qualunque soluzione continua in (0 < 2z < «,
4.

0=y=<D0) dell i e
=y ) dell’equazione P
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Si noti che funzioni dello stesso tipo si ottengono dalle
precedenti scambiando la # con la y, oppure sostituendo cosh
a senh.

Gli argomenti di questo numero si possono svolgere, con
lievi modificazioni, anche nel caso in cui la (16) si muti nella
w(@, y, ©)=f(z, y).

I risultati ottenuti nella presente nota possono esten-
dersi ad equazioni analoghe a quelle considerate con piu di
tre variabili indipendenti: si osservi tuttavia che, indicate con
&, Ty, ..., Tp, t codeste variabili, il teorema di unicitad VIII
sussiste mutando la (24) nella u(z,, ,, ..., ©,, c)=f(z,, Z,, ..., T,).
oppure nella u(z, , z,, .... 2,, 0) = f(2,, ., ..., ,). secondoché
n & pari o dispari.



