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SULLA ASSOLUTA CONTINUITA E SULLA
VALIDITA DELLA CLASSICA FORMULA DI
DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI
COMPOSTE

Nota (*) di Mario VorLpato (a Ferrara)

Le funzioni composte, dal punto di vista della deriva-
zione, sono state considerate, in questi ultimi anni, da M. Cin-
quini Cibrario e S. Cinquini*), G. Scorza Dragoni %), A. Scorza
Toso %), A. Sambo %), C. Bonati Savorgnan %).

In questa Nota dard un teorema di assoluta continuita
per una funzione composta del tipo f[z,(?), #.(t), ..., ©.()]
e dimostrerd la validitd, quasi ovunque, della classica for-
mula di derivazione.

(*) Pervenuta in Redazione il 20 marzo 1957.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matemativo, Universitd, Ferrara.

1) M. CiNQUINI CiBRrARIO e S. CINQUINI, Sopra una forma pin am-
pia del problema di Cauchy per Vequazione p —f(z, 9, 2, q). Ann. di
Mat. pura e applicata, vol. XXXII, (1951), pp. 121-155, § 2, n. 5, e),
p. 145. In questo passo & implicitamente contenuto un teorema di de-
rivazione per un particolare tipo di funzioni composte.

2) G. Scorza DgraGoNi, Un’osservazione sulla derivazione delle fun-
zioni composte, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, vol. XX, (1951), pp.
462-4617.

3) A. Scorza Toso, Sulla derivazione di una funzione composta.
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, vol. XXI, (1952), pp. 198-201.

4) A. SamBo, Sulla derivazione delle funzioni composie. Rend. Accad.
Sc. Fis. e Mat. della Soc. Naz. di Sc. Lett. ed Arti, Napoli, serie 4,
vol. XIX, (1952), pp.

5) C. BoNATI SAVORGNAN, Sulla derivazione di funmzioni composte.
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, vol. XXII, (1953), pp. 258-264; Sulla
diferenziabilita secondo Stolz delle funzioni composte, Ann. Univ. Fer-
rara (nuova serie) vol. III, (1953-54), pp. 17-24.
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Il raffronto critico fra il risultato attuale e quelli prece-
denti posso lasciarlo al lettore: le differenze nelle ipotesi
sono visibili anche ad un esame superficiale.

In un successivo lavoro dard applicazioni del mio teo-
rema.

1. Enunciato del teorema. Nellintervallo R—=1, X I, X
XwXIl, I,=—a¢, <2, =<b,, dello spazio reale euclideo ad
n dimensioni, consideriamo una funzione reale f(o, , @,, ..., 2,),
che abbia le seguenti proprietd :

I) f(#,, ©;, ..., ®,) €& assolutamente continua, separata-
mente, rispetto alle singole variabili;

II) la derivata parziale prima f,, , che per la I) esiste quasi
ovunque in R riuscendovi misurabile, é continua rispetto alla
(n—1)upla (@, .., T®ry, Tryy, -, &) Per quasi tutti i
valori @, di I,%) e soddisfa la disuguaglianza,

(1) | f;‘r(wl s L2y ooy wn) | = Lr(wr)’

ove L.(z,) é una funzione mon negativa, della sola variabile
z, , sommabile in I,, r variando, naturalmente da 1 a n.
Inoltre
III) nellintervallo Iy —=c <t <'d siano date n funzioni:
@, (1), @,(2), ..., ®,(t) assolutamente continue, soddisfacenti lo
limitazions vy

e, <z (t) <0, (r=1, 2, .., n),

e tali che gli n prodotti L.[x.(t)]2,/ (t), r=1, 2, ..., n, sicura-
mente misurabili in I,7), siano sommabili in I,.

6) Naturalmente perché tale frase possa aver senso, [z, deve esi-
stere in tutto R a prescindere eventualmente da una conveniente por-
zione di misura (n-dimensionale) nulla la cui proiezione, sull’asse .,
& di misura (lineare) nulla. Ricordo che la misura e l'integrazione
sono intese, in questa Nota, nel senso di Lebesgue, e che tutte le con-
siderazioni si svolgono nell’ambito della teoria delle funzioni di va-
riabile reale.

7) Si vegga, per es., C. CARATHEODORY, Vorlesungen Uber Reelle
Funktionen. Chelsea Publ. Comp., New York, (1948), Kap. X, nn. 496-
499, pp. 556-563.
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In tali ipotesi, la funzione composta flo, (1), x,(1), ... , 2, (?)]
¢ assolutamente continua,; in I, vale quasi ovunque la solita
formula di derivazione

(2) dﬂt flza(t), zo(8), oo, Z,. ()] = %,. f-‘;,.[xl(t), Zo(t), o xy,(t)]x',(t);

gli n prodotti f, [z, (2) 2,(t), ..., ®(t)]2,/ (2) sono misurabili,
anzi sommabili in I,, ed allora risulte anche

(3) f[zl(t)! xz(t), eeey :c,.(t)] - f[$1('}), Zz(c), weey xn(c)] -
t
” r
= zr ) f.’rr[$1(g), zZ(E)v ceey a:,,(&)]x',.(E)dE,
1
[
nellintervallo I,.
Se si interpreta il secondo membro della (3) come un inte-
grale curvilineo della forma differenziale

(4) f;hdxl + ff'”sdx2 + oo + f;cndxn ’
esteso alla curva rettificabile

z, = x,(t)

Ty = Z,(1)

(5) I':

Tz, =z,(8) , c<t<d,

questo mio risultato, per lo meno nel caso di campi rettan-
golari, & una estensione di un noto teorema di De La Vallée
Poussin 8), perfezionato successivamente da L. Tonelli °), e, sem-
pre per i campi rettangolari, restituisce questo teorema nel
caso che le derivate prime di f siano continue in R.

La continuitd di f. rispetto alle (n —1) variabili (=, ..,
@ry, Tryy, ., &,) Per quasi tutti i valori #, di I,, assunta
in II), pud esere sostituita con la seguente condizione: per

8) Cfr. J. DE LA VALLEE PoussiN, Cours d’Analyse. T. II, 2¢ éd.,
(1912), p. 92. .

9) Cfr. L. TonNerLLl, Fondamenti di calcolo delle variazioni. Zani-
chelli, Bologna, (1921), cap. IV, § 7, n. 71, pp. 195.
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quasi tutti gli @, di I,, la funzione

(6) @y, t, B) = fo [2s(B), ooy Tpa(E), Zpry Bygalt + D);eeey Tn(P+-h)]

sia continua rispetto a (¢, h) nell’intervallo bidimensionale
cte<t<d—p , —p=sh<p

almeno se il numero p, positivo e indipendente da z,, & abba-
stanza piccolo. Naturalmente le (6) si potrebbero sostituire,
volendo, colle

(T by (@ &, D=fa [zt + D), ..., Tpa(t+D), Ty s Tyaa(D), oo, 2., (F)])-

La dimostrazione del teorema si basa essenzialmente su due
lemmi: il primo si dimostra ricorrendo a ragionamenti usati
da G. Scorza Dragoni!?), il secondo affinando alcune conside-
razioni svolte da me in un mio recente lavoro **).

2. - LemMaA 1. La funzione reale ¢ (®, t, h), definita nell’in-
tervallo D=J, X I X Jp,Iz=a<r<<b; J=7y<t<3;
Jp=—hy,<h=<hy, he > 0) dello spazio reale euclideo tridi-
mensionale sia misurabile rispetto ad x, continua rispetto alle
coppia (t, h) per quast tutti i valori di  in J, e maggiorata,
in modulo, da una funzione M (z), della sola variabile z, som-
mabile in J,. Inoltre, la funzione o(h) sia continua nell’in-

tervallo J,—=—hy <h <h,, 0 <hy<Hh,, sia nulla per h=0
e per h =F 0 abbia o sempre lo stesso segno di h, o sempre segno
contrario a quello di h.

10) G. Scorza DragoN1, Una applicazione della quasi continuitd se-
miregolare delle funzioni misurabili rispetto ad una e continue rispetto
ad uw'alira variabile. Rend. Accad. Naz. Lincei, serie VIII, vol. XII,
(1952), pp. 55-61; Sulle derivazione degli integrali indefiniti, ibidem,
vol. XX, (1956), pp. 711-714.

11) M. Vorrato, Sulla formula di Green nell’ambito delle funzioni
continue rispetto ad una e misurabili rispetto ad wuwm'alira wvariabile.
Rend. Accad. Naz. Lincei, serie VIII, vol. XX, (1956), Nota I, pp. 30-37,
Nota II, pp. 161-167, Nota III, pp. 299-306. Ricordo che nella Nota II,
a p. 167, ho indicato delle condizioni sufficienti, diverse dalle attuali,
per I'assoluta continuitd di una funzione composta del tipo Flo(y), ¥1.
La relativa formula di derivazione non & del tipo classico.
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In tali ipotesi sussistono le relazioni

x+o(h) x-ro(h)

1 -
®) f W&t WaE=lin o [ o6 t, 02 =90z, 4, 0)

1
h—0 c(h)
per ogni t di J, e per tutti gli ¢ di J,—E,, dove E; é una
conveniente porzione di J, dotata di misura nulle e indipen-
dente da t.

Osserviamo intanto che a norma di un teorema enunciato
da G. Scorza Dragoni a conclusione del primo dei lavori
citati in 1?), la seconda uguaglianza sussiste in tutto J, a pre-
scindere da una conveniente porzione di misura nulla indipen-
dente da t.

Non ci resta allora che provare la validitd della relazione

a (k)

. 1
©  Jim [;cpu:,t 1) — g, 1, 0)! dE =0,

:E

sempre a prescindere in J, da una conveniente porzione di
misura nulla e indipendente da t12).

Come abbiamo detto, un ragionamento analogo a quello
svolto da G. Scorza Dragoni ci servira allo scopo. Eccolo nei
dettagli.

La misurabilitd rispetto ad x della funzione ¢(z, ?, h) e
la sua continuitd rispetto alla coppia (¢, ), a norma di un
altro teorema di G. Scorza Dragoni *®), dimostrato per le fun-
zioni di piu variabili da G. Stampacchia **), implicano che ad
ogni intero e positivo n si pud associare una porzione chiusa
D, di D, avente una proiezione, D,(z), sull’asse # di misura

12) Nel caso in cui ¢ sia limitata e del tipo f(x, t 4+ k), la validita
della (9) é stata provata da me in loc. cit. 11), Nota I, n. 4, p. 34.

13) G. Scorza DraGoNI, Un teorema sulle funzioni continue rispetto
ad una e misurabili rispetto ad un’alira variabile. Rend. Sem. Mat.
Univ. Padova, vol. XVII, (1948), pp. 102-106.

14) G. STAMPACCHIA, Sopra una classe di funzioni di n variabili.
Ricerche di Matematica, vol. I, (1952), pp. 27-54, p. 30.
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1
maggiore di b—a—; e tale che la ¢(x, ¢, h) sia uniforme-

mente continua in D,. Indichiamo con D, () linsieme dei
punti di D,(2) che sono di densitad (lineare) uno per D,(z)
e poniamo

(10) D*@) = Un Di(a),

di guisa che D*(x) & misurabile, ha la stessa misura di J,
ed appartiene all’interno di J,. Sia poi M(z) la funzione che
in J, si identifica con M (2) e che & nulla fuori di J,. Detta
E una qualsiasi porzione limitata e misurabile dell’asse =z,
indichiamo con D,(#z) la porzione di D*(z) nella quale la fun-
zione d’insieme

) / H(E)dE

E

ha derivata in senso generale finita ed uguale ad M(z).

Notoriamente risulta mis[D,(2)] = mis[D*(z)]. Ebbene: in
ogni punto di D,(x) sussiste la (9).

Sia infatti #, un punto di D,(#), e precisamente un punto
di Dy, (®). E sia h,, h,, ... una successione monotona e infini-
tesima di numeri non nulli appartenenti a J,.

Allora la successione o(h,), ¢(h,), ... € pure infinitesima e
i suoi termini sono tutti positivi o tutti negativi. Tanto per
fissar le idee, supponiamo che questi termini siano tutti
positivi e tali inoltre che i punti z, 4 o(h,), 2, + ¢(h,), ... ap-
appartengono a J,. Allora, posto :

(12) jn ST ST T + G(h,,), Nn = Dm(x) N jn ’

le successioni j,, f,, .., ed 0, M,, ... Sono regolari nel senso
della derivazione delle funzioni di insieme !%); e quindi, attesa
la chiusura di v, ed il fatto che @, appartiene tanto a D.(z)

15) Cfr. S. Saks, Theory of integrale. Monografie Matematyczne,
Varsavia, (1937), seconda edizione, p. 106.
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‘quanto a D,(#), sussistono le

. omi ()
(13) W G
14 i = i o
) (14) nlim—i—co ("ln) ,[ M©nE = n-l—lvn—ll—oo Jn) / MQat= M(ﬂ:

e di conseguenza risulta anche

5 li BdE = i _
I m f MEAE = lim e } M(E)dE
7n_“’n Jn
oo misMa) 1 = _—
—n-—>+oo miS (jn) miS (‘Y“n) V[M(E’dg - M(l'o) - M(zo) = O.

M

Inoltre, attesa l'uniforme continuita di (=, ¢, ) in D, e
il fatto che v, C D, (x), sussiste anche la

16 li , t, hy) — @&, 2, 0 =0.
)  lm ot [scpa: ) — 96 1, 0)} &
Da queste circostanze, dalla disuguaglianza
I 1 xo+o(h,,)
an i 196 & B — 9 4 0)1dE| <
n/ .
mis ()

jlep@' b, ) — 9iE, ¢, 0)] dE -+

mis (j,,) mis (nn)

2 —
+ ah G f M),

In=0n

e dall’arbitrarietd della successione h,, h,, .., segue, appunto
come volevamo, che la (9) é soddisfatta per z—=u,.

3. - LeMmMa 2. La funzione <(z, t, h) soddisfi le ipotesi del
lemma 1. Inoltre, sia a(t) una funzione assolutamente continua
in J,, soddisfacente la: a < a(t) = b, e tale che il prodotto

(18) M[a(t)] (%)
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sicuramente misurabile in J,%), sia sommabdile in J,. Allora,
per quasi tutti i valori di t in J,, sussistono le relazioni

2(t+h) a(t+h)
9) lim 3 [ 9 & HE=Tim & [4CC & 0)0E = olatt) t, 010
h—s0 h—0
a(t) a(t)
e il prodotio
pla(?), t, 0]o(2)
risulta sommabile in J,.
Siano:
e; la porzione di J,, misurabile e di misura uguale a quella
di J,, ove esiste finita o (?);
e/ la porzione di e, ove «(t) +0;
E, Yinsieme dei valori ¢ di J, per i quali «(f) appartiene
ad E, (E., ricordiamolo, essendo la porzione di J,, dotata di
misura nulla e indipendente da ?, nella quale pud non sussi-

stere la (8)).

Osserviamo che Dassoluta continuitd di «(?) e la misura
nulla di E,, implicano, per cose note??), o' (t) =0 in quasi
tutto E,, di guisa che & di misura nulla Pintersezione e¢,’ N E,.

Ebbene, dimostriamo intanto che nell’insieme e, — e, NE,,
cioé in quasi tutto e,, sussiste la (19).

Infatti, se ¢, & un punto di ef—e,/’ N E,,

1) esiste finita o (t,),
2) vale la disuguaglianza o (t,) 0,
3) «(t,) appartiene a J,— E,.

Supponiamo inoltre che %, sia interno a J;, e, posto
T(h) = a(ty + h) — a(t,),

osserviamo che la funzione 7'(k) & nulla per h — 0, mentre per
h diverso da zero, e contenuto in un opportuno intervallo chiuso
In(ty) =—h(t) =< h < h(s), 0 <h(t) = h,, essa, in virtd del-

18) Cfr. loc. ct. nota 7).
17) Cfr. loc. ct. nota 9), p. 176, oppure E. J. Mc SHANE, Integration,

Princeton, (1947), p. 213.
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la 2), o ha sempre lo stesso segno di h o ha sempre quello
opposto, risultando, ovviamente, continua in J,(?,). Pertanto,
a norma del lemma 1,

4) nel punto t=t, risulta

1 a(to)+ T(h)
(20) lim s f 9E, fo, K)IE =
a(to)
1 a(to)+-T(h)
= lim 7o ({o )q»(&, t, O)dE = 3[a(ty), f, O]
a

Dopo di cido la conclusione desiderata & ovvia, per ¢t =1,,
perché per ogni h di J,(%,) risulta

1 a(tet-h) (to+ B) @) 1 %A(bo)+T(h)
a(t, — a(t,
)} [ b, mag="EFD= o o 4,
a(to) a(to)
ed
L o b —aty 1 a(to)-+T(W)
oty — a(t,
(22) i } cP(E: to’ O)dE = —T*__— ¢ m [?(Ey to; O)dg;
a(lo) a(to)

e cosi la validita della (19) é garantita intanto per quasi tutti
i punti di e,.

Per dimostrare che la (19) sussiste anche in quasi tutto
e; — e, indichiamo ora con %, un punto di ¢;,—e;/ nel quale
sussista la

toth
(23) im 1 / M[oa(h)]e'()dt = M[a(to)]e(t,) = O,
oo h‘

di guisa che a %, son consentite quasi tutte le posizioni in
e; — e/ . Allora risulta senz’altro
1 a(to+h) 1 a(tet-h)
@) Jim o[ o t, BE=lin 1 [0 4 0&E=0,
h—e0 h h—s0 h
a(to a(to)
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appunto per la (23), 1a

(5) 196, ¢ 1)| < M(z)
e la
a(tot+h) tot-h
(26) [ M©OE = [ Matl(Dat
alte) t

e la (24) porge di nuovo la (19), perché stavolta o' (¢,) & nulla.

E la (19) vale cosi in quasi tutto J;. Questa circostanza
porge, ovviamente, la misurabilitd del prodotto ¢[«(?), ¢, 0]a' (%)
e quindi la sua sommabilitd in tutto J,, attesa la disuguaglianza

l¢La(?), t, 0]/ () | < M[a(?)] | (2)]

e la sommabilitd di questo secondo membro.

4. - Passiamo ora alla dimostrazione del nostro teorema.

Se t e t+ h sono due punti di I,, la assoluta continuita
della funzione f, separatamente rispetto alle singole variabili
x (r=1, 2, ..., n), porge la

flza(t + h), 228+ ), ..., Zn(E+RB)]—f2:(8), Zo(t), ..., Za(B)] __
27 7 =

@, (¢-+-h)
=55 [ 1200 es 20O B Sralt o B ey 3l W

2,(t)

e quindi, attese le II) e III), la

28) [flzit+1), et +-R), ..., u(E+1)]—f2:(8), 2Zo(E), ..., Ta()]| <

. @,(t+h) . t+h
<3, [ LG, | <2, [ L[z, (©)e (EME| .
@, (t) t

Di qui, in maniera ovvia, l’assoluta continuitd della fun-
zione composta f[#, (), ®,(t), ..., @x(?)].

Questa & allora quasi ovunque derivabile; quindi per dimo-
strare quasi ovunque la (2), attesa la (27), basta provare che
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" risulta
1 x,(t+h)
(29) hli 0i ff:'r'_[xl(t)y"’ ’ $,-_1(t), E"’ I,.+1(t+h),... ’ xn(t+h)]d5r=

x,(t)
= f;:r[xl(t); z.(t), .. x,,(t)]:c{-(t),
in quasi tutto I,.
Nel fatto, posto

(30) cPl(E"’ tr h):f-’;,.[xl(t)’ LA ] xo'—l(t): gn 1’,-+1(t+h),... ’ xn(t‘l'h)]’

si riconosce che il lemma 2 dato nel n. 3 per le funzioni ¢ ed
a(t) e gli intervalli J,, J;, J,, si pud applicare alle funzioni
¢, ed o.(f), relativamente agli intervalli: a, <z, < b,.,
ct+ep=<t<d—p, —p<h=<p, p essendo un qualsiasi nu-
d—c

mero positivo e minore di

A norma di quel lemma e dell’arbitrarietd di p, in quasi
tutto I, sussiste 1'uguaglianza

1 x,(t+h)
G lim 3 [ @, f G =), b 00,
h—0 o(t)
ove
(32) e[z, (8), 1, 0]2',(8) =

= fa[z.t), ooy Zpa(t), 2,(8), Tpia(d), .o, Ta(®)]2n(2)

¢ sommabile in I,.

Di qui la (29) e quindi la (2). Per ottenere la (3) basta
integrare la (2) sull’intervallo (¢, ), ricordare che f[x, (%),2,(%),
wy &,(t)] & assolutamente continua e che le funzioni (32)
sono sommabili nell’intervallo I,. Il teorema & provato.



