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IPERGRUPPOIDI DI ORDINE MINIMO

IN CUI UNA DATA TERNA È ISOLATA

Nota (*) di DOMENICO BOCCIONI ( a Padova)

Il presente lavoro si può considerare come la continuazione
di un precedente ( [1] 1)), nel quale è atto studiato e risolto
il problema dell’indipendenza delle condizioni di associatività
negli ipergruppoidi ( propri), (si veda l’introduzione di [1]).

Si ricordi ( [1], n.O 2) che una terna di elementi di un iper-
gruppoide H0 si dice isolata in H0, se essa è l’unica terna

non associativa in HO.

In [1] il problema suddetto è stato risolto dimostrando
teor. del n.O 2, e n." 3) che esistono sempre cinque

ipergruppoidi (propri) di sostegno H in cui sono riep. isolate
le cinque terne (a, 0" b ), ( b, a, cc), ( a, b, a), ( a, a, ~c), ( ac, b, o),
g essendo un qualunque insieme contenente i tre elementi

(distinti) (1" b, c. Inoltre esistono tre ipergruppoidi (propri)
di sostegno ( cc, b } in cui sono rísp. isolate le prime tre di

queste terne, mentre non ne esiste alcuno in cui è isolata la
quarta.

Nella presente nota viene considerato il problema (già
risolto per i gruppoidi - moltiplicazione univoca - da Al.
Climescu, in [2] ), di determinare (a meno di isomorfismi)
tutti gli ipergruppoidi (propri) di ordine minimo in cui una
data terna è isolata, problema immediatamente riconducibile
( v. il preced. capov. e il n.&#x3E; 3 di ~ 1 ] ) ai due seguenti :

(*) Pervenuta in Redazione Il 12 agosto 1957.
, 

Indirizzo Seminario matematico, Università, Padova.
1 ) I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla

fine della nota.
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I) Determinare tutti gli ipergruppoidi (propri) di sostegno
{ a, b) in cui sono risp. isolate le terne ( a, a, b), ( b, a, a),
( a, b, a&#x3E;.

II) Determinare tutti gli ipergruppoidi (propri) di soste-

gno { a, b, e) in cui sono risp. isolate le terne ( a, a, a), ( a, b, c).
Nella la parte del § 1 (n.i 1 e 2) il problema I) viene com-

petamente risolto mediante i teoremi 1, 2 e 3.

Nella 2a parte del § 1 (n.i 3-6), il teor. 3 viene sfruttato

per dimostrare jn.O 6, corollario) che una terna di elementi

di un insieme .H può essere isolata in un ipergruppoide (pro-
prio) di sostegno H, senza esserlo invece nell’uniformizzante
di alcun ipergruppoide (proprio) di sostegno .H ; (l’uniformiz-
zante di un ipergrnppoide di sostegno H è un gruppoide avente
come elementi i sottinsiemi non vuoti di H : n.~ 3).

Nel § 2 ( n i 7-1~) viene iniziata la soluzione del pro-
blema II) determi.nando, mediante i teoremi 4, 5, 6 e 7, tutti
gli ipergruppoidi (propri) di sostegno (a, b, e) in cui è iso-

lata la terna (a, a, a) e nei quasi sono simultaneamente ~od-
disfatte le due seguenti, ulteriori condizioni:

1) aa =D;
2) la coppia ( ab, ba) è eguale ad una delle coppie

(a, c), (b, c), (D, c), (a, E), (b, E), (D, E), (a, F), dove si

Si sono cos  trovati (oltre a quello segnalato in [1]) altri

23 ipergruppoidi (propri) di sostegno { a, b, e } in cui la terna
( a, a, a) è isolata.

§ 1
1. - Manteniamo tutte le definizioni e le notazioni adot-

tate in [1].
In [1] (n.° 6, 1), II), III)) è stata dimostrata l’esistenza

di tre ipergruppoidi propri di sostegno H=(a, b } in cui sono
rispettivam. isolate le tre terne ( a, a, b), ( b, a, a), ( a, b, a).
Ora ci proponiamo di determinare tutti gli ipergruppoidi pro-
pri di sostegno H=(a, b } in cui ciascuna di queste tre teme
è isolata.
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TEOREMA 1: L’unico ipergrup poidr proprio di sostegno
H {a, b} in cui Zcc terna (a, a, b) è isolata è quello definito
dalla seguente tabella :

Infatti, sappiamo già che in questo ipergruppoide la terna
(ac, a, isolata ([1], n.° 6, I)). Basta dunque dimostrare
l’unicità, la quale risulta appunto dalle otto proposizioni se-

guenti, (si ricordi la definiz. (16), [1], n.° 7).
Lac terna (a, a, b) non è isotata in HO(a, Å2, A4),

siano A2, As, A# . Infatti, in H° ( a, A2 , A~, A,~
la terna (a, a, b) è associativa f (se A - 2 a ~ (aa)b = a (ab) = a;

se Â2=H, (aa)b=a(ab)=H).
La terna (a, a, b) in A3 , A,),

qualunque sia.n.o A4 . Infatti se la terna

( a, a, a) non è associativa (A2 ab = a (aa), Aa ( aa)a) ;
distinguiamo allora i tre casi b, H. Se { a, a, b)
fosse isolata in H° ( b, a, a, A4), allora sarebbe -4,=bb
b (aa) ( ba)a - aa b, contro l’ipotesi che qualche Ai
sia H. Se ( t~, a, b ) fosse isolata in HO (b, b, b, A 4), allora
sarebbe A4 bb = b (aa) = ( ba)a = ba = b, pure contro 1’ipo-
tesi. Se infine ( a, a, b) fosse isolata in H, H, A,), allora
dovrebbe essere (ba)a=Ha=H, il che è

assurdo poichè in H, l~, H) la terna b) é associa-
tiva ( ( aa) b b b - H, a ( ab ) aH - H) .

Se la terna ( a, a, b ) è 1801ata in A,, A,), allora
Infatti in H, _4.s, A4) la terna (a, a, b) è asso-

ciativa { ( aa) b Hb - H, 
Lac terna (a, a, b) non è isolata in AJ, qua-

dunque Siano A~ . Inf atti, se ( a, a, b) fosse isolata in

,,-4.a, A4), sarebbe necessariamente A,= a, qualunque
s a A ~ ; e invero, dovrebbe allora ( a, a, b) non essere associa-
tiva, quindi, poichè dovrebbe Hb (_ (aa)b) es-
sere ~ H, ossia, dato che { [1], n.° 2:
in tutto il presente lavoro il simbolo
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denoterà la riunione degli insiemi Il, 12, ..., @ In) 2) , dovrebbe
appunto essere A4 ~ b, H. Ne seguirebbe che A3 = h...4.. =

- b (bb) - il che è assurdo, poichè in
a) la terna ( b, b, a) non è associativa «bb)a -

Se terna ( a, a, b) è isolata in b, A3 , A4), allora
A 4 ~ b. Inf atti, in tale ipotesi, poichè in .g° ( H, b, A 3 , A 4) è

a(ab)=ab=b, deve essere

b =~= b -~- A4, quindi appunto b.

La terna (n, a, b) rcon è isolata in g° (H, b, A3 , ac), qua-

lunque sia Inf atti, se ( a, a, b ) fosse isolata in HO (H, b, ~i 3 , a),
sarebbe A 3 ba b ( b b ) ( b b ) b ab b, il che è assurdo,
poichè in HO (H, b, b, a) la terna ( b, ac, a) non è associativa,

Se la terna (a, a, b) è As, H), allora,

A3 ~ a. Infatti, in tale ipotesi, poichè in A$ , H) è
H=bb=b(ab)=(ba)b=A3b, dev’essere appunto A3 + a,
quindi A 3 b oppure A 3 H.

terna ( a, a, b ) è ~3~ H), allora
Infatti, per quanto visto nel preced. capov., non può

essere A 3 a. Non può nemmeno essere poichè in

H) la terna ( b, a, a) non è associativa ( ( ba)a
ba b, 

In conclusione abbiamo visto che, se la terna (a, a, b) è

isolata in H° (Ai , A2 , A~), allora necessariamente A, = H.,
A 2 b, A, = H, A~ = H, e perciò il teor. 1 è dimostrato.

TEOREMA 2: L’unico ipergruppoide, proprio di sostegno
H - { a, b } in ternac ( b, a, a) è quello defi-
nito dattac seguente tabettac :

Infatti, questo teorema è una conseguenza immediata del
precedente teor. 1 e del lemma 5 di [1] (n.° 5).

R ) Cfr. le (5) del successivo n.° 3.
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2. - Resta dunque da considerare la terna ( a, b, a). Vale, al
proposito, il seguente

TEOREMA 3: Gli unici due ipergruppoidi propri di 
H (a, b } in cui la terna (a, b, a) è isolata sono quelli defi-
niti dalle seguenti tabelle :

Inf atti, sappiamo già che la terna ( a, b, a) è isolata nel

primo di questi due ipergruppoidi ( [1], n.° 6, III)). Ma allora
(per il lemma 5 di [1], n.o 5) essa è isolata anche nel secondo
(che è opposto del primo). Basta dunque dimostrare che

( a, b, a) non è isolata in nessun altro ipergruppoide proprio
di sostegno H= {a, b }, e ciò risulta appunto dalle cinque
proposizioni seguenti.

La~ terna ( a, b, a) non è isolata in A 2 , A 4), qua-
lunque siano A2 , A4 . Infatti, in H° (a, Å2, A3 , A4) la

terna (a, b, a) è associativa. E invero, se A2 - a, a è uno zero
scalare sinistro; se è un’unità scalare sinistra

( [1], n.° 5, lemmi 3 e 2); se allora (a~b)a - Ha =
a ( ba) aA$ , y ed è appunto a+As=

=aA,, come subito si verifica distinguendo i tre casi A 3==
a, b, H.

I;a terna (a, b, a) non è A 2 , A 4),
quatunque siano A2, Å3, Å4. Infatti, se A2 ~ Åa, la terna

( a, a, a) non è associativa A3 - ba = ( aa)a) ;
se la terna ( a, b, c~) è associativa, come subito si

riconosce distinguendo i tre casi A2 a, b, H 
a ( ba) = aA2).

terna ( a, b, a) è A2,A, , A4), allora
Infatti, in Åg, Å4) la terna ( a, b, a) è

associativa, qualunque siano A3 , A. a(ba) =
qualunque sia A~).

Se la terna (a, b, a) è isolata w H° H, a, Å4), allora
(A , A,~) ( b, b ), ( [ 1 ] , n ~ 6, fine del 2° capov.). Infatti, in
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associativa quindi dev’essere A3 = b, e

di conseguenza ( ba)b = b = bA2 - ba =

Se la terna (a, b, a) è isolata in A:1, A4), 
(A3 , A4) (a., b). Infatti in H°(H, b, b, A4) la terna (ac, b, a)
è associativa e cos  pure in H, A4)

quindi A~ = a, e di conseguenza A4 =

In conclusione abbiamo visto che, se la terna ( a, b, a)
è isolata in A2, A4), allora necessariamente

(A~, A.3 , ~4) (H, a, b, b), oppure (A1, ,~2,~3, A4) =
( H, h, a, b), e perciò il teor. 3 è dimostrato.

3. - Sia ora H un insieme non vuoto qualsiasi, ed .H° un
ipergruppoide di sostegno H.

Denotiamo con Lf [Hj l’insieme i cui elementi sono i sot-

tinsiemi non vuoti di la moltiplicazione di (definita
in 1~) dà luogo, mediante la definizione (1) di 111 (n.o 2), ad
una moltiplicazione univoca definita in rispetto alla

quale questo insieme diventa un gruppoide, che denoteremo

con e che chiameremo (cfr. [ 3 j , p. 159) 
zante dell’ipergruppoide H0.

Un ipergruppoide, oppure un gruppoide, dicesi associativo,
se, qualunque siano i suoi elementi 1/, z, si ha 

Facilmente si verifica, che: Affinchè un ipergruppoide lI°

sia associativo è necessario e sufficiente che sia associativo il

suo uniformizzante 

E invero, la sufficienza essendo evidente ([1], n.o 2, 1° e

2° capov. ), sia H° associativo e siano X, Y, Z elementi di
Allora, esistono o E X, y E Y, z E Z, tali

che v E (xy)z. Ma poichè, per ipotesi, C o(yz), ne segue
Quindi (XY)ZC X(YZ); e analoga-

mente si vede che X(YZ) C ( XY)Z. Dunque appunto 
= X (YZ).

Se è l’ipergruppoide associato ( [ 1 j , n.° 1, penult. capov.)
ad un gruppoide G° ( G = H), diremo uniformizzante del grup-
poide G° l’uniformizzante di H°, e lo denoteremo con 
0° è evidentemente isomorfo ad un sottogruppoide proprio di
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( cosicchè l’osservazione precedente - penult. capov. --

permette ad esempio di ampliare ogni gruppoide associativo

ad un nuovo gruppoide pure associativo).
Se H° è un ipergruppoide, e se X, Y, si verifica

immediatamente (ricordata la definiz. (2) del n.° 1) che in

si ha (cfr. [3], p. ~59) :

Dunque: L’uniformizzante di un ipergruppoide H° è

il « gruppoide moltiplicativo ~ di un « sistema a doppia com-
posizione (cfr. [51, p. 41) in cui la moltiplicazione è distri-
butiva rispetto all’addizione (v. (5)) e in cui quest’ultima è
associativa, commutativa e idempotente. Un tale sistema (a
doppia composizione) verrà detto di tzpo A.

Da quanto detto nei due precedenti capoversi risulta poi
in particolare che: Ogni gruppoide G0 è isomorfo ad un sotto-
gruppoide pro prio del gruppoide moltiplicativo (l’uniformiz-
zante di GO) di un sistema a doppia composizione di tipo à.

4. - ~ chiaro che un dato gruppoide ~x°, il cui 

(insieme degli elementi di 910) abbia lo stesso numero car-

dinale dell’in.sieme dei sottinsiemi non vuoti di un

insieme H, non è in generale isomorfo all’uniformizzante

U [H°] di qualche ipergruppoide H° di sostegno H.
Basta infatti pensare al caso in cui 1’ordine del gruppoide

~o- (cioè il numero cardinale del suo sostegno ~) è 3, quindi
il numero cardinale di H è 2: H= (a, b }. In tal caso gli
ipergruppoidi di sostegno H (e quindi i loro uniformizzanti)
sono 3.=81, mentre i gruppoidi di sostegno I7 [H] = {a, b, H}
( [1], n ° 1, 3~ capov.), ad uno dei quali (e a non più di

3!=6) ~ è isomorfo, sono 39 -19683.
È pure chiaro che: Affinchè una terna (~, y, z) di ele-

menti di un ipergruppoide sia associativa in HO, e necessa-
rio e sufficiente che essa sia associativa neiruniformizzante

di H°.

Basta infatti ricordare la definizione (2) del 2 di [1].
Naturalmente dire che « la terna ( x, y, z) è associativa in

significa dire ( [ 1 ] , n.O 1, 30 capov.) che in 
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è associativa la terna ( { x }, { y }, {z}). E dire che la terna

(u, v, w) di elementi di un gruppoide G° è associativa (in G°)
significa dire che 

Se W, y, z sono elementi di un gruppoide GO, la terna

(x, y, z) si dirà isolata in 0°, se essa non è associativa (in 
mentre tutte le rimanenti terne (di elementi di sono

invece associative.

In base all’ultima osservazione (terzult. capov.) è dunque
evidente che: Se Una terno (x, y, z) di elementi di nn iper-
gruppoide HO è isotacta nell’uniformizzante di HO, allora essa
è pure isolata in HO.

5. - Il viceversa, di quest’ultima affermazione non è però
vero, ossia: terna isotacta vrL un ipergruppoide HO (pro-
prio o non) può benissimo non essere isotatac nelZ’uniformiz-
zacnte di H-O.

Infatti, gli uniformizzanti dei due ipergruppoidi propri de-
finiti dalle tabelle (4) (nei quali la terna (a, b, a) è isolata)
sono risp. rappresentati dalle tabelle seguenti (H= (a, b }) :

Che questi due gruppoidi (6) risultino opposti (due grap-

poidi diconsi opposti se hanno lo stesso sostegno (~ e se il

prodotto di u e v eseguito nell’uno coincide col prodotto di

v ed u eseguito nell’altro, qualunque siano u, vEG), è in ac-
cordo con l’osservazione (8) di [ 1 ] , n.° 5. Ebbene, la terna

( a, b, a) non è appunto isolata né nel primo di questi grup-
poidi (6) (perché qui la terna (a, b, .H) non è associativa:

né nel secondo ( perchè
qui non è associativa la terna (g, b, a) - cfr. lemma

5 del n.O 5 e penult. capov. del n.o 1 -).
Un altro esempio è fornito dall’ipergruppoide proprio H°

di sostegno H= {a, b, c } definito dalla tabella (12) in [1],
6. La terna ( a, b, c), isolata in HO, non è appunto isolata
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in U [H°] ( poichè qui la terna (a, b, E), con E= (a, c } non
è associativa : ( ab)E - bE E, a ( bE) = aE a,).

Esempi relativi ad ipergruppoidi non propri si ottengono
pure facilmente, sfruttando alcuni risultati di G. Sz~,sz ( [4 ] ,
p. 23) e di Al. Climescu ( [2 ] , p. 4), in base ai quali la terna
(a, a, b) è isolata in ciascuno dei tre gruppoidi definiti dalle
seguenti tabelle:

Ebbene, posto D { a, b }, E { a, c }, h’ { b, c }, si vede subito
che ( a, a, b) non è appunto isolata né nell’uniformizzante del
gruppoide ( 7) 1 ( ( D a) b ~ D ( ab ) ), né in quello del (7)z
( (Ea)b ~ E(ab)), né in quello del (73) ( (DE)F =~= D (EP».
A proposito degli esempi addotti nei tre precedenti capo-

versi, si osservi che, se la terna ( zi, v, w) è isolata in un

ipergruppoide HO, e se X, Y, Z sono elementi qualsiasi di

U[Ho], allora la terna (X, Y, Z) può essere non associativa
in soltanto se u E X, v E Y, 10 E Z. Infatti è chiaro che,
se tutte le terne (x, y, z) con x E X, y E Y, z E Z son distinte
da ( u, v, w), e quindi sono associative in H°, si ha (XY)Z
~--- X ( YZ) (cfr. n.° 3, 5° capov.). D’altra parte, se U E X, v E Y,
w E Z, la terna (X, Y, Z) può benissimo essere associativa

(ad es., nell’uniformizzante del gruppoide ( 7) 1, la terna ( D , E, D)
è associativa nonostante a E D, a E E, b E D). L’esame diretto
degli esempi su addotti (anche solo di quelli dell’nltimo ca-

poverso) mostrerebbe inoltre come il numero delle terne asso-
ciative fra quelle (X, Y, Z) con u E X, 1/ E Y, possa
subire forti variazioni al variare dell’ipergruppoide esami-

nato. Può anche darsi che tali terne, tranne la (u, v, w),
siano tutte associative, ossia:

Può effettiva-mente darsi che una terna di element di un
ipergruppoide HO si,a isolata in HO e nell’uniformizzante di H9.

Infatti, gli uniformizzanti dei due ipergruppoidi definiti

dalle tabelle (1) e (3) sono risp. rappresentati dalle tabelle
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seguenti ( ~ _ { ct, b } ) :

Ebbene, la terna ( a, a, b), isolata nell’ipergruppoide ( 1), lo

è appunto pure nel relativo uniformizzante, poichè la tabella
( 8) 1 di questo non è altro (salvo lo scambio di .H con c)
che la tabella (3) di [4], § 3. Cos  pure la terna (b, a, a,)
è isolata sia nell’ipergruppoide ( 3), sia nel relativo uni-

formizzante (8). (v. [41, § 3, (4)).

6. - Dal teorema 3 del n.° 2, in virtù di due osservazioni
fatte nei precedenti n.’ 4 e 5, discende subito il seguente

COROLLARIO: darsi che una terna. di elementi di un

insieme H (avente numero cardinale &#x3E; 2) sia isolata in un

ipergruppoide proprio di sostegno H, e non sia invece isolata,

nell’uniformizzante di ipergruppoide proprio dz, soste-

gno H.

Infatti, dimostreremo che la terna (a, b, a) non è isolata
nell’uniformizza.nte di alcun ipergruppoide proprio di soste-

gno H- {a, b}.
E invero, (a, b, a) non è isolata negli uniformizzanti dei

due ipergruppoidi propri di sostegno H definiti dalle tabelle
(4) (n.° 5, 20 capov.). Inoltre (a, b, a) non può essere isolata
neiruniformizzante di un ipergruppoide proprio H°
(di sostegno H) diverso dai due ipergruppoidi ( 4), perchè,
ammesso che lo fosse, dovrebbe essere isolata anche in H°

(ult. capov. del n.° 4), il che non è possibile per il teorema 3.
Osserveremo che il precedente corollario può anche de-

dursi direttamente da un risultato di Climescu ( [2 ] , Teore-

ma III), in base al quale i due gruppoidi definiti dalle se-

guenti tabelle
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sono gli unici gruppoidi di sostegno { a, b, H } in cui la terna
( a, b, a) è isolata. E invero, né l’uno né l’altro di questi
due gruppoidi (9) è l’uniformizzante di un ipergruppoide pro-
prio di sostegno g { a, b } : tali ipergruppoidi propri do-

vrebbero essere infatti rispettivam. rappresentati dalle due

tabelle seguenti :

mentre si verifica immediatamente che gli uniformizzanti di

questi ipergruppoidi (10) sono appunto rispettivam. distinti

dai due gruppoidi (9).
Incidentalmente, osserveremo pure che vale un risultato

analogo al precedente corollario per gli ipergruppoidi non

propri. Infatti, la terna (a, a, b) non è isolata nell’unifor-

mizzante di alcun gruppoide di sostegno { a, b, c }. Ciò discende
subito (con ragionamento analogo a quello fatto nel 4~ capov.
di questo n.° 6) da un altro risultato di Climescu ( [2], p. 4),
in base al quale i tre gruppoidi definiti dalle tabelle (7) sono
gli unici gruppoidi di sostegno { a, b, c } in cui la terna (a,
n, b) è isolata..

Il corollario dimostrato in questo n.o 6 e le considera-

zioni svolte nei n.’ 4 e 5 sono particolarmente interessanti

nei riguardi del problema (risolto nel precedente lavoro [1])
dell’indipendenza delle condizioni di associatività negli iper-
gruppoidi propri. Tali considerazioni dimostrano infatti l’im-

possibilità di ricondurre fruttuosamente (o addirittura ba-

nalmente) la soluzione di quel problema (tramite il concetto

di uniformizzante) alla soluzione dello stesso problema per
i gruppoidi (data da Szász in [4] ), e giustificano quindi pie-
namente la necessità dello studio diretto eseguito in [1],
(cfr. [1], ult. del n.o 4).

~2
7. - Recentemente Climescu ha determinato (a meno d’iso-

morfismi) tutti i gruppoidi di ordine minimo in cui le diverse
terne sono isolate ( [2], Teorema III).
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Chi scrive avrebbe desiderato di portare a termine l’ana-

loga ricerca (già iniziata nei n.i 1 e 2) di tutti gli ipergrup-
poidi propri di ordine minimo in cui le varie terne sono iso-

late ; ma, essendosi imposto dei limiti di tempo, ha dovuto
desistere (almeno per ora) da tale proposito.

Ciò perchè la determinazione di tutti gli ipergruppoidi
propri (non isomorfi) di sostegno H= {a, b, c } in cui è iso-

lata la terna (a, a, a), e di quelli in cui è isolata la terna

( a, b, c), (terminazione che, in virtù del teor. del 2 di [1]
e delle osservazioni del n.° 3 di [1], sarebbe sufficiente per

completare tale ricerca), si è rivelata più difficoltosa e, so-

prattutto, molto più lunga del previsto.
L’autore della presente nota ha comunque deciso di ripor-

tare qui ugualmente la maggior parte dei risultati parziali
già ottenuti, (relativi alla determinazione degli ipergruppoidi
propri di sostegno H { a, b, e} } in cui è isolata la terna ( ~c,
a, a)), ritenendo abbastanza interessanti anche le relative

dimostrazioni. Di tale ricerca sistematica, e delle difficoltà

che essa può presentare, nulla era stato detto infatti nel

n.° 6 di [1], dove gli esempi di ipergruppoidi occorrenti eran
stati addotti senza accennare alla loro determinazione.

8. - Dato l’insieme .H { a, b, c }, e posto

è chiaro che, dare la tabella (di moltiplicazione)

di un ipergruppoide Ho di sostegno H, equivale a dare la

9-upla ordinata

onde si può parlare di tab.
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Vi sono dunque tanti ipergruppoidi - ( distinti) di soste-

gno J?=={~ ~ c } quante sono le disposizioni con ripetizione
di classe 9 dei sette oggetti a, b, c, D, E, h, H, cioè 79 -
- 403~3607. Siccome, fra questi, vi sono 3~ =19683 ipergrup-
poidi non propri, gli ipergruppoidi propri di sostegno l~

_-_ { a, b, c } sono 40333924 (= 79 - 39).
L’ipergruppoide proprio H° di sostegno H - { a, b, c),

definito dalla tab. ... , 9 verrà denotato con

Ove a, b, c vengano risp. chiamati il 1°, it ele-

mento dell’insieme c }, si osservi che Arg (r, s -

-1, 2, 3) denota il prodotto dell’r-esimo e dell’s-esimo ele-

mento di H.

9. - Se in HO (A 11’ ... , A 33) 1 a terna ( a, a, a) è isolata, al-
lora necessariamente ( [1], n.O 5, lemma 4). I casi

sono riconducibili l’uno all’altro per iso-

morfismo (mediante la corrispondenza biunivoca f di H su
sé stesso in cui f (a) a, f (b) c, f(c) = b), e lo stesso di-

casi dei casi A11 D, All = E. Per ricercare gli 
... , A33) in cui (a, a, a) è isolata, bisogna dunque esaminare
direttamente i quattro casi seguenti:

Ciascuno dei casi (14) può dar luogo a dei nuovi sotto-
casi, che bisogna pure esaminare direttamente, e cos  via.

Nel seguito verrà esaminato soltanto, e non completa-
mente, il 2° dei casi (14) :

(i successivi teoremi 4, 5, 6 e 7 esauriscono lo studio della
metà circa dei relativi sottocasi).

Cominciamo ad osservare che:

Se tac tema a) è isolata m HO(D, ... , 

allora c appartiene ad e ad uno ’010, dei due sottinsiemi
A~2, A21 (di H). Infatti (si ricordino la (2) del n.o 1 e le
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a ( aa) aD =a.(a + b) = aa + ab D -~- A12’ e dev’essere

(aa)a ~ a(aa).
Poniamo ( [ 1 ] , n.O 1, 3o capov. ) : t

Se (a, a, a) è isolata in H°(D, A12’ ... , A33), dev’essere dunque

oppure

Di questi 24 sottocasi (16) e ( 16’), cui dà luogo il caso

basterà esaminare direttamente i soli (16). E in-

fatti ciascuno dei sottocasi (16’) è riconducibile ad uno dei

(16) mediante il lemma 5 del n ~ ~ di [1].
Come già avvertito, considereremo soltanto una parte dei

12 sottocasi (16), e precisamente i 7 seguenti ( [1], n.O 6, fine
30 capov.) :

10. - Lo studio del 1&#x3E;, 4°, 5o e 7° dei casi ( 17) dà luogo al

seguente

TEOREMA 4: esiste alcun ipergruppoide proprio di so-
stgno H = ( a, b, c} nel quale (fatte le posizioni (11)) 
simultaneamente tre condizioni 8eguenti:

I) La terna (a, a, a) è isolata;
II) aa D;

III) La coppia (ab, ba) è efluals- ad una delle coppie (a, c),
(a, E), ( b, E), ( a, F).

Dividiamo la dimostrazione in quattro parti.



364

Allora si ha ( aa) b = (a + b)b = ab + bb = a -‘- AZZ , a(ab) =
aa D, da cui bEA.22 e A C D, cioè
A22 = b oppure A22 = D.

Ferme le altre ipotesi di 1), sia inoltre

Ferme le altre ipotesi di 1),. sia

= D -+- a + D, il che è assurdo.

2) In H° (Ail , ... , A33) sia (a, a, a) isolata e sia

Allora (cfr. 1)) a(ab) D, donde A22 b
oppure ...4.22 = D; ma, poichè a(bb) aA22 , 1
non può essere ~1~., D, quindi

Inoltre ( ab)a aa D, im-

plica A13 C D, cioè Al3 = a, b, D ( s’intenda, e cos  pure nel

seguito, Ai3==~ oppure = b, oppure - D ) . Ne segue ( aac) c =

mentre ab, aD, cioè a ( ac) = D, a, D;
quindi non può essere A18 = b, e perciò Å18 = a, D, e inoltre
A2~ C D, cioè Å28 = a, b, D. Da qui segue (bb)c bc = A23 =
- a, b, D, mentre bb, bD, cioè b ( bc) _
E, b, g, donde

Ma allora ( bb)a ba E, bc =
= E -~- b = H, il che è assurdo.
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3) In --- , 1i33) sia (a, a, a) isolata e sia

donde E D -+- A13’ e quindi D C E, il che è assurdo.
4) In H° (A11, ... , AS3) sia (a, a, a) isolata e sia

Allora, come in 2), si vede che

a + implica A18 b, D. Ne segue (aa)c = (a + b)c =
= ac + bc A13 + A23 b + Å23’ D + A23 mentre a(ac) =

a.D, cioè a(ac)=a, D, donde

e A23 c D, cioè A2s=a, b, D. Da qui segue 
a ( bc) aA23 aa, ab, aD, cioè a ( bc) D, a, D, donde A23 a, D.
Ma allora ( bb)c bc A23 = a, Z?, mentre b ( bc) - bA23
= ba, bD, cioè b ( bc) = F, il che è assurdo.

Il teorema 4 è dunque dimostrato.

1 l. - Lo studio del 2° e del 3° dei casi (17) dà luogo risp.
ai due seguenti teoremi 5 e 6.

TEOREMA 5: L’unico ipergruppoide proprio di sostegno H -
=(a, b, c }, con

nel quale la terna (a, a, a) è isotata, è quello definito dalla
seguente tabetta :
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Infatti, in ... , A 33) sia ( ac, a, a) isolata e sia

ne dunque appunto la tabella (18).
Viceversa, si verifica assai facilmente, ricordando il lemma

3 del n.° 5 di [1] (si osservi che b, c sono zeri scalari destri),
che nell’ipergruppoide definito dalla (18) la terna (a, a, a)
è effettivamente isolata.

TEOREMA 6 : L’unico pergruppoide proprio di sostegno H -
=={~ ~ c}~ co"

nel quale la terna (a, a, a) è isolata. è quello definito dalla
8eguente tabella :

Infatti, in ... , A3a) sia (a, a, a) isolata e sia

(aa)b = (a + b)b = ab + bb = D -~- A~~, a(ab) =
= a ( a -~- b) D -~- D = D, donde A 22 C D, e quindi A 22 = ac, b, D.
Occupiamoci separatamente di questi tre casi.

1) Sia inoltre
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2) Sia inoltre

ottiene appunto la tabella (19). Viceversa, si verifica facil-

mente che nell’ipergruppoide definito dalla (19) la terna ( a, a, a)
è effettivamente isolata, (l’associatività delle 9 terne z)
con x c risulta immediatamente dall’osservare che ct I’ ed

per ogni t E H; si osservi inoltre che l’associatività

delle 5 terne ( a, b, a), ( b, b, a), ( b, a, a), ( b, a, b), ( b, a, c)
è stata già implicitamente provata qui sopra; esclusa ancora
la terna ( a, a, a), basta dunque esaminare direttamente 12
terne soltanto fra le 27 di H3).

3) Sia inoltre

12. - Consideriamo adesso il 6° dei casi ( I7), che è 1’unico
non ancora esaminato.

In B° 6A~1, ... , A33) sia dunque (a, a, a) isolata e sia
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di, poichè (donde si vede che

non può essere dev’essere A=3 c, oppure A23 E.
Occupiamoci separatamente di questi due casi.

1) Sia inoltre

= A,,, + c,,donde e E A~s , quindi = e, E, F, H. D’altra parte
(aa)c = De = A~S + e = = quindi ~~3=~~13 ~
donde si vede che non può essere né ~13== F; perciò
Ai3===~ H. Inoltre (ba)c=Ec=(a+c)c=
= quindi da qui si

vede che A13 = e implica AS3 = e. Invece ~13==~ implica
c E A33; ciò perché quindi 
=aA33, donde l’asserto.

1,) Sia inoltre

Allora, come già osservato, risulta pure

Poichè (2° capov. di questo n.°) E -~- A22 C D -+- A.S1, si ha

c cioè A31 c, ~’, F, H. Inoltre, essendo (ba)b = Eb =

E -j- A22 , quindi D -~- A~2 E -j- A22 , si ha pure 
cioè A.12 =’CI E, F, H. poichè 
quindi si vede che non può essere né

dunque As1=c, H. Inoltre 
- ~A ~Z implica A ~Z ~A ~_. , donde pure A32 c, H. Avendosi
poi c(aa)=c(a+b)=ca+cb=A31+ Ag2 , (ca)a = 

quindi 1 
;i ve-le che implica = c,

cioè che (A81’ =~= (c, H). Abbiamo dunque ottenuto le tre
tabelle seguenti:
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dove

Viceversa, si verifica facilmente (osservato che c è uno zero
scalare destro: [1], n.° 5, lemma 3) che in ciascuno degli iper-
gruppoidi definiti da queste tre tabelle la terna (ac, a, a) è effet-
tivamente isolata. Questa verifica è ulteriormente facilitata

dal 20 dei due lemmi seguenti, gran parte della cui semplice
dimostrazione è stata già fatta implicitamente in questo n.° ;

essi saranno utili anche in seguito.

LEMMA 1: Se, in g° (A11, ... , A33)) Aii D, A12=D, E,
A22 b, ,,4.23 = c oppure = E, c E A13’ c E A31, allora

( b, b, b), ( b, b, c) sono associative.

LEMMA 2 : Se, in H° (All , ... , Ass), Â~~ - D, Al2 D, A21 = E,
-’--2 b, A23 c, oppure - g, e E e E A12, e E 
e se, inoltre, ( A 13 , Ass) è diversa da ciascuna delle tre coppie
( c, E), ( c, F), ( c, ~), allora, oltre alle otto terne elencate nel
precedente lemma 1, sono associative anche le seguenti, : e),

1J Sia inoltre

Allora, come già osservato, A 31, H. Poichè

1 (cb)b quindi A,2 = ..4.s2b, si vede che
non può essere ÅS2 = E; perciò A a2 -. c, ~’, H.

12,1) Sia inoltre

-= A 31-I- quindi Aa3 C Ne segue, poichè ( cad) c 
che A3iC==

= A si ~- A 3~ = A sl -~- c = A 31, donde risulta che non può es-

sere A31 = E, = cc, Ec, Fc, gc, cioè ÅS1c = Å3s, A33 + H,
A33 Ass -~- H -‘- c, e si ricordi che A33 C perciò A.,, =

= c, F, H. Inoltre, avendosi 
dev’essere A s3 ~ E, quindi pure A 33 c, I’, H. Poiché dev’es-
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sere si vede poi che (AS1, A,3) è diversa da cia-
scuna delle tre coppie ( c, ~, ( c, H), (F, H). Essendo poi

quindi si vede che

(AS1, y A33) è pure diversa da ciascuna delle due coppie (F, c),
(I’, F), (cA3I = cc, cF’, cH, cioè cA~l = A~3 , A3a, H, mentre
A33a = ca, Fa, Ha, cioè A33a = ÅS1 , ÅS1 + hJ, H). Abbiamo cos
trovato le quattro tabelle seguenti:

dove

’Viceversa, sei verifica facilmente (con l’aiuto del preced. lem-
ma 2) che in ciascuno degli ipergruppoidi definiti da queste
quattro tabelle la terna ( a, a, a) è effettivament isolata.

12,2) Sia inoltre

Avendosi ( cc) c A 33c, quindi ri-

sulta allora (A31, A33) diversa da ciascuna delle due coppie
( c, E), (E, E), (A3.e cc, Ec, He, cioè A.3C = c, H, P,
H, mentre cA33 = cc, cE, cF, cH, cioè oA3s = CIE -~- A31, I’, H).
Inoltre 

cioè H, mentre (ca)a = A..a =
Ea, Fa, Ha, cioè (ca)a = c, H, H, H, dunque dev’essere

A 31$ c, A3~ =~= ~’ ; perciò AS1 = E, H. D’altra parte, dovendo es-
sere ( c, c, a) associativa, dev’essere Assa = cAs1, donde risulta

=~= (E, F), ( cA 31 = cE, cH, cioè E + A~, H,
mentre Fa, Ha, cioè H, 
~ Si ha poi 
-’ E -~- E, E -~- H, cioè ( cb)a = l~, H, mentre 

cioè

H; ne risulta (A’1’ AS3) =~= (~, H). Abbiamo
dunque trovato le cinque tabelle seguenti:
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dove

Viceversa, s  verifica facilmente (lemma 2) che, in ciascuno
degli ipergruppoidi definiti da queste cinque a)
è isolata.

12. s) Sia inoltre

= dunque

Poichè inoltre Ea, Fa, cioè (ca)« = e,,
H, H, H, mentre + H = H, dev’essere

~ ~j quindi A31 ~ .~, F, H. Abbiamo dunque le tare tabelle

seguenti :

e si verifica facilmente (lemma 2) che, in ciascuno dei tre iper-
gruppoidi da esse definiti, (a, a, a) è isolata.

2) Sia inoltre (v. 3° capov. di questo n.°) :

quindi donde

cioè Å1s=c, E, F, H. Inoltre (ab)c = (a + b)c =

= D + Å~a, quindi ~+~==~.i3+~ donde perciò
Al3 = P, H. Si osservi poi che (come risulta - cfr. 11) - dalla



372

considerazione delle due terne ( b, a, a), ( b, a, b)) A31 . A32 ~,
E, F, H.

21) Sia inoltre

= I’ -~- A~3 - .H, sei vede che dev’essere A33 ~ a., F ; dunque
H. Inoltre (ac)c -Fc (b + c)c bc + cc=E -~- A33 ,

a ( cc) = aAS8, quind i = E -f - A33 , donde A 33 ~ D: perciò

e si verifica, facilmente che (a, a, ct) è isolata in ciascuno dei
due ipergruppoidi da esse definiti (lemma 1).

2J Sia inoltre

Si osservi che (come risulta - cfr. 21) - dall’associatività
delle due terne ( b, c, a), ( b, c, b)) A32 = I’, H. Si ha poi
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(ac)c=Hc= a(cc)=aA3s, 
donde AS3 = e, E, F, H. Ma ( bc)c Ec (a + c)c ac + cc H,

bE, bF, bH, quindi E ; perciò
‘~33 - F’, H. Osserviamo ora che (cb)c=A32C=Fc, Hc, cioè
( cb)c H, mentre 
quindi A 31--~- A ~3 H, donde (A3,, A 33) ~ ( F, YJ, Inoltre

cioè ( ca)a H, mentre c ( aa) =
=c(a -~- b)-A~i -~-A$z, quindi ~.31+~3~==~ donde 
=~= ( F, F). Infine, Hc, cioè mentre

c ( cc) = c..I 3 = cF, rH, cioè c(cc) = Â.32 -~- F, H, donde

(.A.S2, A33) + (F, F). Abbiamo dunque ottenuto le quattro
tabelle seguenti :

dove

Viceversa si verifica facilmente (tenendo conto del lemma 1 e
delle terne già considerate in 2J) che la a) è

effettivamente isolata in ciascuno dei quattro ipergrnppoidi
definiti dalle (25).

Lo studio de1 60 dei casi (17) (fatto in questo n.° 12) dà

dunque luogo al seguente

TEOREMA 7 : Gli ipengruppoidi propri di sostegno H = (a, b, c },
con

in cui l,a terna ( a, iac, a) è is-olata, sono 21, e precisamente
quelli definiti ( in base alle posizioni ( 11)) dalle tabelle (20),
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ERRATA

In [1] (v. precede bibliografia), p. 243, righe 12-13 dall’alto, si

legga : « ciascuna di esse non è soddisfatta e le altre cinque s1:. invece
di: c ciascuna di esse è soddisfatta e le altre cinque no».


