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SUR LI’INTEGRATION
DES FONCTIONS D’ ENSEMBLE

Nota (*) di ArisTipE DELEANU (a Bucharest)

Dans cet article on définit et on étudie des intégrales pour
des fonctions d’ensemble dont les valeurs sont des parties d’un
groupe muni d’une structure £. Les intégrales de A. Kolmo-
goroff et C. E. Rickart [5], ainsi que les intégrales considerées
par C. T. Ionescu Tulcea [3], en sont des cas particuliers?).

§ 1. Définitions et notations.

1. - Nous appelons espace £ tout objet {E, C} ou E est un
ensemble nonvide et € un ensemble des couples (&, ), F etant
un filtre sur EF et # un élément de F, satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

(C) Pour tout #€E, si O est l'ultrafiltre des parties
XCE, X>z, (O, 2)€C.

(C,) Si (F, 2)€EC et F'DOF, (F, 2)€C.

(0,) Si (F, 2)€EC et (F, y) €C, alors z=y.

Au lieu de (¥ , #) € © nous ecrivons § — 2 et disons que
& converge vers 2.

Soient {H, C} et {E’, €'} deux espaces &£ et f une applica-
tion de E dans E'. Nous disons que f est continue si, pour tout
z€E et & — 2, le filtre de base f(&) converge vers f(x). Si f

(*) Pervenuta in redazione il 26 gennaio 1957.
Indirizzo dell’Autore R.P.R., Istitutul de matematica, Bucarest
(Romania).
1) Pour des suggestions utiles, I'auteur est obligé & M. C. T. Ionescu
Tulcea.
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est une application continue de {E, C} dans {E, C'} et g
une application continue de {E’, C'} dans {E”, "}, gOf est
une application continue de {E, C} dans {E”, C"}.

2 - 8i G est un groupe?) et § et G sont deux filtres
sur G, nous désignons par & + § le filtre engendré par les
parties A + B, ou A€ &, B€S. Pour tout filtre F sur G,
nous designons par — & le filtre formé des parties — A,
ol AEF.

Nous appelons groupe £ tout objet {G, C} ou:

(i) G est un groupe

(ii) {@, C} est un espace £.
(iii) # —a, §— b implique F+ G —~a -} b
(vi) & — @, implique — F — —a.

Nous disons qu’un filtre § sur G est un filtre Cauchy si
F—F— 0. Daprés (iii) et (iv), si F—z, F est un filtre
Cauchy; nous disons que {G, C} est un groupe £ complet si
tout filtre Cauchy converge vers un « € E.

3. - Nous allons maintenant donner quelques exemples
concernant les définitions introduites plus haut.

a) Soit £ un ensemble muni d’une structure £* séparée
au sens de Choquet [2]. Si nous écrivons (&, r) lorsque &
converge vers # au sens de Choquet, et si nous désignons par
C Yensemble des couples (&, ), {E, C} est un espace ¢£.

b) Soit G un groupe topologique séparé. Si nous écri-
vons (&, x) lorsque & converge vers ¢ dans la topologie de
G, et si nous designons par C lensemble des couples (&, ),
{@, @} est un groupe £. G est complét pour sa structure uni-
forme si et seulement si {@, C} est complét.

¢) Soit G un groupe ordonné complétement réticulé ®).
Un filtre  sur G est borné si & posséde un élément

2) Tous les groupes considérés dans cet ouvrage sont commutatifs.

3) Un ensemble ordonné E est dit complétement réticulé, si toute
partie majorée (minorée) admet une borne supérieure (inférieure)
dans E.
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borné [1]. Pour tout filtre borné posons

lim sup & = inf (sup X) et lim inf § == sup (inf X) ¢)
X X

Si nous écrivons (&, x) lorsque la limite inférieure et la
limite supérieure sont toutes les deux égales & x et si nous
désignons par € l'ensemble des couples (F, z), {G, C} est
un groupe £.

Tout groupe ordonné complétement réticulé G est complet.
En effet, soit & un filtre sur G tel que § — &F — 0. Il s’en-
suit: inf (sup (X —Y))= sup (inf (X —Y)) =0, et, par

X, YeHF X, Yed
suite:
inf (supX +sup(—Y))= sup (infX +inf (—Y))
X, YeH X, Y&
done:
inf (sup X) — sup (inf X) = sup (infZ) — inf (supZ);
Xe¥ Xe¥ zZe-§& Ze-§

le premier membre etant =0 et le second <0, il résulte que
& converge vers un élément de G. Donc {G, C} est complet.

d) Soit ({G,, @, })cr une famille des groupes £. Sur le
le groupe produit G considérons l’ensemble des couples (&, @)
ou & est un filtre sur G et # =(z,).c1 € G, tel que, pour cha-
que ¢ €1, le filtre de base pr, (¥) converge vers #,. On con-
state facilement que {G, C} est un groupe £. Nous appelons
{G, Ci le groupe £ produit des groupes £{ @G, C.}.

4, - Soit {G@, C} un groupe £ et (z):; une famille d’€1é-

ments de G; pour toute partie finie H C I, posons sg= X z;
e H

nous disons que la famille (#,) est sommable si le filtre én-
gendré par les parties By— (sg| K finie, H C K C I} (H par-
courant la famille des parties finies de I) converge vers un
élément s de G. Nous appelons 8 la somme de la famille (z).cy

et écrivons: s = X g, . Une famille des parties du groupe G,
€1

4) X parcourt la famille des éléments bornés de &.
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(X).c1 est sommable si chaque famille (z,).cs€ II X, est som-
€1

mable. La partie:
X={Z z|(z):1€ I X! est 1a somme de la famille: X=X X,.
(€T te1

eI

§ 2. Définition de I'intégrale.

Soit E un ensemble non-vide et J un tribu des parties
de E. Pour tout A €J designons par II(4) Pensemble des par-
titions dénombrables de A formées avec des ensembles de J.
Pour deux partitions =,, 7, €II(4) posons =, <=, si tout en-
semble appartenant i =, est contenu dans un ensemble de =,;
« <'» est une rélation d’ordre, pour laquelle II(4) est fil-
trante a droite.

Considérons un groupe £, { G, C}. Désignons par O (G)
Pensemble des applications f de J dans 8(G) ), tels que:

(j) Pour tout X€J, f(X) ¥+ &.
(jj) I1 existe une partition =;(A) € II(4), telle que, pour

tout © > =x;(4), la famille (f(X))xc, soit sommable.
Pour tout fE€MNU4(G) et = = =;(A) posons

() = 2 (X).

Pour tout A €J, désignons par & (A) le filtre éngendé par
les séctions a droite de II(4):{x |z =m=,, = €II(4)} (%, EII(A)).
Enfin, pour tout A € & (A4), posons:

?,(A) = U sy(m).
TEA

DérmniTioN. La fonction f est intégrable sur A si f € NLa(G)
et si le filtre de base s;(F (A)) converge vers un élement de G,
appélé Vintegrale de la fonction f sur A et moté f f.
A

§ 3. Propriétés de l'intégrale.

1. - Soit ({@,, C,}).c; une famille des groupes £, {G, C}
le groupe £ produit de cette famille et ¢ un homomorphisme

5) Ou §(G) signifie 'ensemble des parties du groupe G.
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continu de {G, @} dans un groupe £, {@, &)}. Soit, pour
tout ¢ €1, f, € MU 4(G) et f Papplication qui, & chaque X € J asso-
cie la partie HIfL(X) € 8(@). Dans ces conditions, si €M AP,
tE
9O fEMUG) °).
TukorEME 1. Si f€NTU4(G) et f, sont intégrables sur A
pour tout L€ I, ¢ O f est intégrable sur A et

A[<P0f= <PKA/L)M]

¢ étant continue, il est suffisant de montrer que

1 Seo () = p(s7(m))
(2) sf(m) = Ielzsf‘(n)

quelque soit ® =>=;(4). L’égalité (1) est une conséquence des
hypothéses faites sur la fonction ¢; quant a (2), rémarquons
que pour tout == m,(4)
ym=72fX=73 Li@M=1 2 {X)=I1sn)
Xen Em (21 €I Xern €1
En choisissant convenablement la fonction ¢, on déduit du
théoréme (1) la proposition suivante: Si f et g sont intégrables
sur A, f 4 g est intégrable sur A et f(f—*—g) =/f+]g
4 4 a

2. - TaforEME 2. Si f est intégrable sur A et sur B et
ANB= @, f est intégrable sur A U B et

[f_[f+[f

AUB

Le filtre de base s, (F@AaU B)) étant identique au filtre
éngéndré par les parties s,(l‘) + s,(A), reg), AeEFB), le
théoréme est une consequence immédiate de Paxiome (iii).

6) Nous désignons toujours par ¢ ’extension i I'ensemble des parties

du produit I G,.
[1>9 4
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3. - TukoriME 3. Si le groupe {G, C} est un groupe £
complet et f est intégrable sur A, f est intégrable sur B pour
tout BC A.

Désignons par &p le filtre de base E,(ST (B)) et par &Fcp
le filtre de base s/{F(Cp). Fs+ Fcp est idéntique au filtre
de base g,(ﬁ"(A)); donc &+ FCp ——/f. Le filtre 5 — &p

A

est plus fin que (Fp+ Fcs) — (Fp + FCp); il suffit d’obser-
ver que pour I, IY€Fp et A, NE€Fep: T —I"'C('+ A)—
— [ 4 A). 11 gensuit que Fp est un filtre Cauchy et par
suite, {G, C} etant complet, Fp converge vers un élément
de G. Donc f est intégrable sur B.

RiMarQUE. La démonstration précédante nous montre en

méme temps que f f= f f+ | f, ce qui résulte d’ailleurs aussi
4 B CB
du théoréme (2).

§ 4. Additivité compléte.

Disons qu'une famille de filtres (&,)cz est sommable s’il
existe une famille sommable (X).c7, ot X, €&, (1 €1I). Si
(F)c1 est une famille somable, I'’ensemble des parties
{2 X, |X. €, L€1} est la base d’un filtre, que nous allons
(39 4
désigner par I &,.

e 1

Nous disons qu’un groupe £, {G, C} satisfait a la condi-
tion (*) si, pour toute famille sommable (&F)icnx 7) des filtres
sur G telle que F;—a; (1€EN) et X &F —a, la famille

€N
(@)icn est sommable et = a,=a.
icN

Nous allons indiquer dans la suite des cas ou la condi-

tion (*) est remplie. Demontrons d’abord le théoréme suivant:

TaforEME 4. Soit {G, C} un groupe £ ayant la propriété (*).
Si (A)icn est une famille dénombrable des parties disjointes
de J et f est une fonction intégrable sur A, (i€N) et sur

7) N represente ’ensemble des nombres naturels.
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U 4,;%), alors la famille f f est sommabdle et
iEN
> [ f= / i.
ieN
4; U 4;
N

Soit & le filtre de base s(& (4,). La famille (F)i:n
est sommable et a pour somme le filtre de base s;(F ( U Ay

En effet, pour tout A€F ( U A;) on peut trouver un
A= o A;CA ou A;EF(4) 9) et

iEN

sA) D) =5( 0 )= U sm= U 50 m)=

ieN ¢ mE A

(3

= U p Sf(‘ﬂ:‘) = Z U Sf(ﬂ‘)-— z Sf(A.j)

n,EA; $EN

11 résulte que ( f f)‘e y st sommable et a pour somme f f.
4 4

§ 5. La condition (*).

La condition (*) est vérifiée dans les deux cas suivants:
a) Soit G un groupe topologique séparé et complet. Sup-

posons que (F;kcn est sommable et que X &F; — a. On voit
iEN

tout comme dans la demonstration du théoréme 3 que chaque

&, converge vers un a; € G. Soit V un voisinage symmétrique

arbitraire de V'élément neutre; on peut construire facilement

une famille des voisinages (W.)icn, telle que eZHW, C V pour
1

chaque partie finie H C N. On peut choisir pour chaque i €N

8) Si {G, @} est complet, alors l'integrabilité de f sur A; résulte
de lintégrabilité sur U 4.
EN
9) Nous désignons par O A; l'ensemble des partitions o n;,de | 4,,
EN [ 1] {EN
dun;€A; et O m; est la partition formée de tous les ensembles appar-
EN

tenant a tous les ny, {EN.
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un X; €&, de sorte que X;—a, C W, et (X,)icn~ soit somma-
ble; on déduit, pour chaque partie finie HC N:

(3) EX.—Ea,CZW,CV
i€EH i€EH i€EH
Soient @, € X; (i €N) et H fini, HC N, telsque 2 #,— X €7V,
iEK s€L

quelques soient K, L DO H, parties finies de N. On déduit

Y a,— Z a,CV+ V4 V; done (a,)ic v est sommable. On peut
iEK i€ L

donc déduire de (38) = X,— 2 ¢,CV et par consequant,
iEN iEN
2 a;—a.
icN
b) Soit G un groupe ordonné, complétement réticulé.

Démontrons le lemme suivant:

LemumEe. Si (4y)icy est une famille sommable, chaque A4,
etant majoré, et si lensemble 2 A; est majoré, la famille

icN
(sup A)icn est sommable et
sup & A; << X sup 4;.
ieN icN
En effet, si ¢’ = 2 a;i, ai€A;, on a pour tout HCN,
iEN
H fini:
sup(Za;+ 2 a;): Z supA 4+ 2 .
%4; icH icCH icCH
Mais { 2 a,-l- 2 ai|a; € A; }C Z A;, donc:
i€EH (H:4
Z supf‘;ssup 2 A;— 2 a;
iECH
2 sup 4; gsup Z A;—(a — Z a.).
i€EH
done: Y (supd; —aj)<<sup = A; —ad'.
icH icN

G etant complptement réticulé, il existe m —=sup ( T (sup
H icH

A;—aj). On voit facilement que m:sup (inf 32 (sup
HDK $€H

A;—aj)) Smf(snp 2 (sup 4;— @) < m. Il résulte que la
HDOK icH

famille (sup A;—aj))\icn, donc la famille (sup A;)cny, sont
sommables.
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Supposons, maintenant, que le groupe G satisfait au po-
stulé suivant d& a4 E. J. Mc Shane [4]:

Posturh. S,, 8,, .. etant une famille denombrable des
parties de G dirigées par « <'» et avec inf 8;=0 pour
i=1, 2, .., il est possible de choisir des éléments ¢,, ¢,, ...,
g: € 8;(1 €EN) tels que Yensemble des sommes ¢, + g, + ... + G«
(k=1, 2, ...) soit majoré.

I1 est facile & voir que ce postulé entraine la condition
suivante: (A) Si (8)icy est une famille dénombrable des
parties de G dirigées par « <> et avec infS;—=0(i €EN) et
8t S est Vensemble des sommes EN g; des toutes les familles

%
sommables (9)icn, 9: €8;, 8 est dirigé par « <» et inf S=0.

Nous allons montrer maintenant que dans un groupe G
completement réticulé satisfaisant a (A), la condition (*) est
aussi remplie. Supposons que (&F;)icn est sommable et que
F _—._-‘QEN Fi—a. Daprés § 1, 3, c), chaque &; converge vers
un ¢;, € @. Cela signifie

(4) sup (inf X,) = inf (sup X,)=aq, (1 €N)
X,;c i X,
(5) sup (inf X) = inf (supX)=ga
Xe& Xz &

Soit X € F et majoré. On peut trouver des X;€ &;(i €N) tels
que 2 X;C X. Il gensuit que sup £ X; existe.
itN iEN
(4) entraine la rélation: inf (sup X;—a;) =0 et, par con-
X, &
sequent, la famille

S,:{sup.X;—a,lX,Eﬁ;} (iGN)

satisfait aux hypotheses de (A). On déduit qu’il existe au
moins une famille sommable: (sup X — a;)cn. Choisissons
pour chaque i€N un X, €#; tel que: X;CX;NX. La fa-
mille (sup X;— a;)ic v est donc sommable et, en outre, Ven-
semble ‘CENX, est majoré; en appliquant le lemme, on déduit

que la famille (sup X,);en est sommable. Il résulte que la
famille (a,);cny est sommable.
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Mais (A) permet aussi d’inférer que inf S =0, ou 8 est
P’ensemble des sommes des toutes les familles sommables de

la forme (sup X; —a)icny, X;€F;. Ona: infS = inf ( ZNsup
X, ic
X) — X a; et, par suite:

iEN

X a,=inf ( 2 sup X;) = inf (sup £ X,) = inf (sup X) =a.
€N X; icN X; iEN xXcF

i

Or, la condition (A) implique sa duale, de sorte qu’on peut
déduire aussi T o, < a. g.e. d.
iEN
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