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SUR L’INTEGRATION

DES FONCTIONS D’ENSEMBLE

Nota (*) di ARISTIDE DELEANU (a Bucharest)

Dans cet article on définit et on étudie des intégrales pour
des fonctions d’ensemble dont les valeurs sont des parties d’un
groupe muni d’une structure £. Les intégrales de A. Kolmo-

goroff et C. E. Rickart [5], ainsi que les intégrales considerées
par C. T. Ionescu Tulcea [3], en sont des cas particuliers 1).

§ 1. Définitions et notations.

1. - Nous appelons espace £ tout objet (E, 0) } ou E est un
ensemble nonvide et 0 un ensemble des couples ( ~, ~), 97 etant

un filtre sur E et v un élément de E, satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

(0,) Pour si est l’ultrafiltre des parties .

Au lieu de ( ’r , ce) E 0 nous ecrivons ,~ ~ ~ et disons que
~ converge vers x.

Soient et { E’, 0,’l } deux espaces £ et f une applica-
tion de E dans E’. Nous disons que f est continue si, pour tout
s E E le filtre de base f (97) converge vers f (x). Si f

(*) Pervenuta in redazione il 26 gennaio 1957.

Indirizzo dell’Autore R.P.R., Istitutul de matematica, Bucarest

(Remania).
1 ) Pour des suggestions utiles, l’auteur est obligé à M. C. T. Ionescu

Tulcea.
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est une application continue de JE, 0 1 dans { E’, ~’ } et g
une application continue de { E’, ~’ } dans { E", ~" }, est

une application continue de JE, 0) } dans {J57~ ~" }.

2’ - Si G est un groupe 2) et 97 et ei sont deux filtres

sur G, nous désignons par SF’ + ~ le filtre engendré par les
parties A -[- B, ou A E E t§l. Pour tout filtre F sur G,
nous designons par le filtre formé des parties A,
où 

Nous appelons tout objet { G, ~ } où:

(i) G est un groupe
(ii) { Q~, ~ } est un espace 2.

(iii) gr - a, é - b implique 97 - a + b

(vi) SF’ - a, implique - f - - a.

Nous disons qu’un filtre F sur G est un filtre Cauchy si
iF - ~F - 0. D’après (iii) et (iv), si ~F -. x, ~ est un filtre

Cauchy; nous disons que } est un groupe £ complet si
tout filtre Cauchy converge vers un x E E.

3. - Nous allons maintenant donner quelques exemples
concernant les définitions introduites plus haut.

a) Soit E un ensemble muni d’une structure ~’~ séparée
au sens de Choquet [2]. Si nous écrivons x) lorsque 97

converge vers x au sens de Choquet, et si nous désignons par
~ l’ensemble des couples { E, ~ 1 est un espace 2.

b) Soit G un groupe topologique séparé. Si nous écri-

vons ( l§’, x) lorsque gF converge vers x dans la topologie de
G, et si nous designons par C l’ensemble des couples (iF, x),
{6~ ~ est un groupe £. G est complèt pour sa structure uni-
forme si et seulement ~ } est complèt.

c) Soit G un groupe ordonné complètement réticulé 3).
Un filtre F sur G est borné si SF’ possède un élément

2) Tous les groupes considérés dans cet ouvrage sont commutatifs.
3) Un ensemble ordonné E est dit complètement réticulé, si toute

partie majorée (minorée) admet une borne supérieure (inférieure)
dans E.
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borné [1]. Pour tout filtre borné posons

Si nous écrivons (SF, s) lorsque la limite inférieure et la
limite supérieure sont toutes les deux égales à x et si nous

désignons par C l’ensemble des couples (SF, x), iG, 0) } est

un groupe L.
Tout groupe ordonné complètement réticulé G est conzptet.

En effet, soit SF’ un filtre sur (~ tel que Il s’en-

suit :

suite :

donc:

le premier membre etant ~ 0 et le second ~ 0, il résulte que
ff converge vers un élément de G. Donc { Q~, e} est complet.

d) Soit (1 Gt, une famille des groupes C. Sur le

le groupe produit G considérons l’ensemble des couples ( ~, 0153)
ou 97 est un filtre sur G et ~ _ E G, tel que, pour cha-
que E I, le filtre de base prt (~) converge vers 0153t. On con-

state facilement que { G, ~ } 1 est un groupe C. Nous appelons
grotipe 2 produit des groupes 2 { Gt, 0, 1.

4. - Soit { G, ~ } un groupe C et (2;t)tZ 1 une famille d’élé-

ments de Q~ ; pour toute partie finie posons sH = £ x,;
t£H

nous disons que la famille est sommable si le filtre én-

gendré par les parties finie, (H par-
courant la famille des parties finies de I) converge vers un
élément 8 de Q~. Nous appelons s la somme de la famille 
et écrivons : s Une famille des parties du groupe 0,

t

d) g parcourt la famille des éléments bornés de g7.
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est sommable si chaque famille est som-
tEl

mable. La partie :
est la somme de la famille :

§ 2. Définition de l’intégrale.

Soit E un ensemble non-vide et ~ un tribu des parties
de E. Pour tout A E J designons par II (A) l’ensemble des par-
titions dénombrables de A formées avec des ensembles de 9.
Pour deux partitions ’;r1’ ~2 E posons T1 ~ ~2 si tout en-

semble appartenant à x 2 est contenu dans un ensemble de 
4:~ est une rélation d’ordre, pour laquelle fl(A) est fil-

trante à droite.

Considérons un groupe ~, ~ G, ~ ~ . Désignons par 
l’ensemble des applications f de J dans P(G) 5), tels que:

(j) Pour tout f (.X ) =1= y1.

(jj) Il existe une partition 7tj(A) E II (A), telle que, pour

la famille soit sommable.

Pour tout posons

Pour tout A E 3~ désignons par 97 (A) le filtre éngendé par
les sections à droite de II (A) : { ~ ~ ~ ~ ~o , ~ E II (A) } E II(A)).
Enfin, pour tout posons:

DÉFINITION. La fonction f est intégrable sur A si f E MA (G)
et si le filtre de base (A)) converge vers un élement de G,
appélé llintegi-ale de la f onction f sur A et noté f f.

A

~ 3. Propriétés de l’intégrale.

l. - Soit (t Gt, G, 1 une famille des groupes £, (~, ~}
le groupe ~ produit de cette famille et ? un homomorphisme

5) Ou ’(G) signifie l’ensemble des parties du groupe G.
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continu de 1 G, 0 1 dans un groupe £, { G’, 8’}. Soit, pour
tout c E I, It E mA(Gt) et f l’application qui, à chaque X E ol asso-
cie la partie Il f,(X) E g(G). Dans ces conditions, si f E mA(G),

tE:. 1

cp o f E G).
THÉORÈME 1. Si f E ( G) et f, sont intégrables sur A

pour tout c E I, q o f est intégrable sur A et

q étant continue, il est suffisant de montrer que

quelque soit ~n ~ ~ f (A). L’égalité (1) est une conséquence des

hypothèses faites sur la fonction p; quant à ( 2), rémarquons
que pour 

En choisissant convenablement la fonction cp, on déduit du

théorème (1) la proposition suivante : Si f et g sont intégrables 1
sur A, f + g est intégrable sur A et f ( f + g) = J f + J g.

A A A

2. - THÉORÈME 2. Si f est intégrable sui- A et sur B et

A fl B = ~5, f est intégrable sur A U B et

Le filtre de U B)) étant identique au filtre

éngéndré par les parties -~- r E A E S:(B), le

théorème est une consequence immédiate de l’axiome (’lü).

6) Nous désignons toujours par p l’extension à l’ensemble des parties
du produit II 6~.
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3. - THÉORÈME 3. Si te groupe C} est un groupe 2

complet et f est intégrable sur A, f est intégrable 8ur B pour
A.

Désignons par le filtre de base et par 97CB
le filtre de base SFB + FCB est idéntique au filtre

de base donc SFB + FCB - ff. Le filtre 
’ 

A

est plus fin que + + il suffit d’obser-

ver que pour r, r’ E FB et A, A’ E 97CB : r r’ C (I’ + A) -

(r’ + A’). Il s’ensuit que SFB est un filtre Cauchy et par
suite, (G, 0) } etant complet, converge vers un élément

de (~. Donc f est intégrable sur B.

REMARQUE. La démonstration précédante nous montre en
même temps ce qui résulte d’ailleurs aussi

A B CB
du théorème (2).

§ 4. Additivité complète.

Disons qu’une famille de filtres est sommable s’il

existe une famille sommable où Xt E Ft ( E I). Si

est une famille somable, l’ensemble des parties
1 E est la base d’un filtre, que nous allons
tCI

désigner par 8Ft.
s~ 1

Nous disons qu’un groupes { (~, @) satisfait condi-

tson (*) si, pour toute famille sommable 7) des filtres
sur G telle que fi - ai ( i E N) et E Fi - a, la famille

sE N

est sommable et 1 ai = a.
iE N

Nous allons indiquer dans la suite des cas ou la condi-
tion (*) est remplie. Demontrons d’abord le théorème suivant:

THÉORÈME 4. Soit { G, (3) un groupe 2 ayant la propriété (*).
Si est une famitte dénombrable des parties disjointes

et f est une fonction intégrable sur A, (i EN) et sur

7) N representse l’ensemble des nombres naturels.
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alors la famille est sommable et

Soit fi le filtre de base sl(f (Ai». IÁa famille 

est sommable et a pour somme le filtre de base

En effet, pour tout on peut trouver un

Il résulte sommable et a pour somme f.
Ai A

§ 5. La condition (*).

La condition (*) est vérifiée dans les deux cas suivants:

a) Soit G un groupe topologique séparé et complet. Sup-
posons que est sommable et que E Fi - a. On voit

sE N

tout comme dans la demonstration du théorème 3 que chaque
8i, converge vers un ai E G. Soit V un voisinage symmétrique
arbitraire de l’élément neutre; on peut construire facilement
une famille des voisinages telle que S Wi c V pour

¡eH

chaque partie finie H C N. On peut choisir pour chaque i E N

8) Si 1 est complet, alors l’integrabilité de f sur Ai résulte
de l’intégrabilité sur U A; .

a ) Nous désignons par o A l’ensemble des partitions 0 1ti de U N Ai
ou 7ti E Ai et est la partition formée de tous les ensembles appar-

tenant à tous les 
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un de sorte que et (X.)¡E:N soit somma-
ble ; on déduit, pour chaque partie finie 

Soient xi E Xi ( i E N) et H f ini, He N, tels E V,
sE L

quelques soient K, L parties finies de N. On déduit

donc est sommable. On peut

donc déduire de et par consequant,

b) Soit G un groupe ordonné, complètement réticulé.

Démontrons le lemme suivant:

LEMME. Si (At)iE:N est une famille sommable, chaque Ai
etant majoré, et si l’ensemble 1 Ai est majoré, la famille

i2, N

(sup est sommable et

En effet, si

H fini:

on a pour tout H C N,

Mais

donc:

f~ etant complètement réticulé, il existe yn = sup ( 1 (sup
H i C H

Ai - On voit facilement que m = sup (sup
K H:DK i e H

Il résulte que la

famille (sup donc la famille ( sup sont

sommables.
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Supposons, maintenant, que le groupe (~ satisfait au po-
stulé suivant dû à E. J. Me Shane [4] :

POSTULÉ. 81, 82, ... etant une famille denombrable des

parties de G dirigées par «S’» et avec inf pour
i -1, 2y ... , &#x3E; il est possible de choisir des éléments g1’ g2 , ... ,

tels que l’ensemble des sommes gl -~- g2 -~- ... -~- 9k
(k 1, 2, ...) soit majoré.

Il est facile à voir que ce postulé entraine la condition

suivante: (à) Si est une famille dénombrable des

parties de G dirigées par « SI» et avec inf Si = 0 ( ~ E ~ et
8’;’ S est l’ensemble des sommes 1 gi des toutes les familles

iE N

8ommabtes (g.).E; N, gi E S; , S est dirigé par « S.» et inf S = 0.
Nous allons montrer maintenant que dans un groupe G

complètement réticulé satisfaisant à {L1), la condition (*) est
aussi remplie. Supposons que est sommable et que
~’ = M SF. --- ac. D’après § 1, 3, c), chaque ~;, converge vers

iE N

un ai E G. Cela signifie

Soit .x E ~F et majoré. On peut trouver des Xi E 8i; (i E N) tels
que E X’i C X. Il s’ensuit que sup E xi existe.

; c N ; c N

(4) entraine la rélation : inf et, par con-
Xi£; Fi

sequent, la famille

satisfait aux hypothèses de (à). On déduit existe au

moins une famille sommable : Choisissons

pour chaque i E N un Xi E!Fi tel que : g; C Xi La fa-

mille (sup est donc sommable et, en outre, l’en-

semble 1 Xi est majoré; en appliquant le lemme, on déduit
ie:N

que la famille ( sup est sommable. Il résulte que la

famille est sommable.
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Mais (à) permet aussi d’inférer que ou S est

l’ensemble des sommes des toutes les familles sommables de

la forme (sup x; g~ E fi. On a : inf S = inf ( E sup

2T,) 2013 B as et, par suite :

Or, la condition ( 0) implique sa duale, de sorte qu’on peut
déduire q. e. d.

iE N
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