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UNA RIPARTIZIONE DEL CONTINUO ED

UNA OSSERVAZIONE SULLE FUNZIONI

CONTINUE RISPETTO AD UNA E NON

MISURABILI RISPETTO AD UN'ALTRA
VARIABILE

Nota (¥) di CaLocErO VINTI (@ Palermo)?)

1. - InTrRODUZIONE. Nel N. 2 di questa nota stabiliremo una
opportuna ripartizione dei punti dell'intervallo (0,1) in una
successione di insiemi a due a due senza punti a comune.

G. Tolstov ?) in una sua memoria aveva fornito un esempio
che mostrava che non & vera l’estensione diretta del teorema
di Severini-ligorov alle funzioni misurabili dipendenti da un
parametro continuo, e P. B. Frumkin®) esegue questa esten-
sione facendo uso della convergenza in modo « essenziale ».

Tali questioni sono intimamente collegate con quanto noi
c¢i occupiamo in questo lavoro, vorremmo perd osservare che
Pesempio di Tolstov & poco comprensibile per gli errori mate-
riali che si riscontrano, per la stringatezza e le omissioni,
e poi riporta la questione ad una memoria di N. Lusin?*)
che non é di facile consultazione.

(*) Pervenuta in Redazione il 10 luglio 1957.
Indirizzo dell’A.: Seminario di Analisi matematica, Universita,

Palermo.

1) Ringrazio il Prof. E. Baiada per i consigli che mi ha dato.

2) G. ToLsrov: Une remarque sur le théoréme de D. F. Egorov.
Comptes Rendus Ac. Sciences U.R.S.S. N.S. 22 (305-307) 1939.

3) P. B. FRUMKIN: Circa un teorema di D. F. Egorov sulle funzioni
misurabili. Doklady Akad Nauk S.S.S.R. (N.S.) 60, 973-975 in russo.

4) N. LusIiN: Sur la structure des foncions mesurables. Note III
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La nostra ripartizione del continuo mette in chiaro e pre-
cisa, come faremo vedere nel N. 3, le considerazioni di Tolstov
su di una questione di notevole interesse.

L. Tibaldo °) ha dimostrato per le funzioni di due variabili
reali, continue rispetto ad una e misurabili rispetto all’altra,
il seguente teorema di G. Scorza Dragoni: Se f(z, y) ¢ una
funzione definita in R: a<z <0, ¢ <<y <d, misurabile ri-
spetto ad © e continua rispetto ad y, allora fissato un nu-
mero positivo ¢ > 0, 8i pud determinare una porzione misu-
rabile ¢ di (a, b) tale che risulti m(i) > b—a—ce e che f(z, y)
sia uniformemente continua rispetto ad y nella porzione I di
R costituita da quei punti di R che hanno Vascissa in i.

Leggendo la nota di L. Tibaldo si constata immediatamente
che basta imporre alla f(z, y) la continuitd rispetto ad y, e
la misurabilitd rispetto ad # non per ogni y di (¢, d) ma
soltanto per ogni y, (n=1, 2, 3, ...), essendo ¥y, una succes-
sione ovunque densa in (¢, d), per dedurre la proposizione
sopra enunciata. Sembrerebbe allora che DPipotesi della mi-
surabilitd della f(, y) rispetto ad # per ogni y di (¢, d) fosse
sovrabbondante, ma va osservato che una funzione f(z, y) de-
finita in R: a<z<b, c <y <d, continua rispetto ad y e
misurabile rispetto ad # per ogni y, (n=1, 2, 3, ...), y, es-
sendo una successione ovunque densa in (¢, d), risulta misu-
rabile rispetto ad # per ogni y di (¢, d); infatti detto y, un
qualsiasi punto di (¢, d), e denotando con yi, Yi, ...r Yip, -
una successione staccata dalla successione y, e convergente
ad Yo, la successione: f(.’D, !/n), f(m’ yl:)) ] f(W, yi»)’ see e
costituita da funzioni misurabili in (a, b), converge in (a, b)
ad f(@, y,), in virtd della continuitd rispetto ad y della f(z, .;q),
e quindi f(x, y,) risulta misurabile in (a, D).

a Dlédition russe du livre de M. LEBESGUE: Sur lintegration et les re-
cherches des fonctions primitives, Moscou 1934.

Non c’@ riuscito consultare questa nota perché questa edizione del-
’opera del LEBESGUE c'¢ risultata irreperibile.
. 5) L. TiBALDo: Un teorema sulle funzioni misurabili rispetto ad una
e conlinue rispetto ad un’alira variadbile. Rendiconti Ac. Lincei. Vol. II,
fasc. 2 (1947).
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Mentre poi appare ovvio per la validita della proposizione
di G.. Scorza Dragoni che lipotesi della continuitd della
f(z, y) rispetto ad y (a2 meno di un insieme di verticali che
si proiettano sull’asse delle # in un insieme di misura nulla)
& indispensabile, non & affatto immediato affermare che al-
trettanto avviene per la misurabilitar':rispetto ad z, nel semso
che se f(#, y) & continua rispetto ad y ma non misurabile
rispetto ad z nulla si pud dire sulla validitd della pro-
posizione.

Riteniamo opportuno di prendere in considerazione le fun-
zioni f(#, y) di due variabili reali definite in R: a <z <),
¢ <y <d, continue rispetto ad y che soddisfano per defini-
zione alla proposizione di G. Scorza Dragoni anche se non
sono misurabili rispetto ad .

Queste funzioni noi le chiameremo continue rispetto ad
Yy in modo semiuniforme in R °).

Nel n. 4 di questo lavoro definiremo nel quadrato unitario
@ del piano (2, y) una funzione limitata, continua rispetto
ad y, ma non misurabile rispetto ad z, la quale non ha la
proprietd della continuitd rispetto ad ¥ in modo semiuniforme
in @, e nel n. 5 una funzione f(#, y) limitata, continua
rispetto ad y, non misurabile rispetto ad #, l1a quale ha la pro-
prietd della continuitd rispetto ad y in modo semiuniforme in Q.

Osserviamo infine che lesempio dato al n. 5, che pud es-
sere variato in infinite maniere, ci mostra che le funzioni non
misurabili rispetto ad # ¢ continue rispetto ad y in modo se-
miuniforme in R formano una vasta classe. Un immediato
esempio di tali funzioni sarebbe naturalmente una funzione
f(#, y) non misurabile rispetto ad = e costante rispetto ad y.

6) Tale denominazione & stata ispirata da quelle introdotte da
G. ScorzA-DBAGONI e da E. BAIADA.

G. ScorzA-DRAGONI: Un teorema sulle fumzioni continue rispetto ad
une e misurabili rispetto ad um’alira variabile. Rendiconti del Semi-
nario Matematico dell'Universitd di Padova, Vol. XVII (1948), pp. 102-10%,

E. BAisapA: Sulle funzioni continue separatamenie rispetio alle
variabili e gli integrali curvilinei. Rendiconti del Seminario Matematico
dell’Universith di Padova. Vol. XVII (1948), pp. 201-218.
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2, - Ripartiamo tutti i punti dell’intervallo (0,1) in una suc-
cessione di insiemi a due a due senza punti a comune, con
my( g E,)=0 (m essendo un intero positivo qualsivoglia). A tale

n=1
scopo ricordiamo che G. Vitali ci dd un esempio d’insieme non
misurabile procedendo nel seguente modo ’): Ripartisce tuttd
i punti della retta » in una classe H d’insiemi X, in modo
che appartengano ad uno stesso insieme X tutti i numeri che
differiscono tra loro a due a due per quantitd razionali;
osserva poi che ogni insieme X & addensato in qualsivoglia
intervallo della retta r, e considera per ogni insieme X un
punto « che cade in (0,1).

L’insieme g, di tali punti @, al variare di X in H, dimostra
che non é misurabile. (Il passaggio dalla totalitd degli in-
siemi della classe /H all’insieme g, implica ovviamente Pas-
sioma della scelta di Zermelo).

Osserviamo che due punti qualunque ', 2’ di g, differi-
scono tra loro per un numero irrazionale.

Detta r, (n=1, 2, 3, ...) la totalitd dei numeri razionali
dell’intervallo aperto [—1, 1], costruiamo la successione {g, !
(n=1, 2, 3 ..) essendo g, linsieme ottenuto da g, aggiun-
gendo ad ogni suo elemento il numero razionale r,. Gli in-
siemi g, corrispondenti ai diversi valori di 7, sono a due a
due senza punti a comune, giacché nel caso contrario, un even-
tuale punto comune a due insiemi Gypr Ir, (15 % r,) risulte-
rebbe ottenuto da due punti 2’ e " distinti di g,, aggiun-
gendo ad essi rispettivamente le due quantitd razionali 1,
ed r,, ma in tal caso ' ed &” differirebbero per il numero
razionale r, —r,.

Sia m;(g,) =a(ea =0). sard allora ovviamente m(g,) =0
(n=1, 2, 3 ..), e deduciamo immediatamente che & a=0.

Difatti se fosse a > 0, detto G l'insieme somma degli in-
siemi g, che sono a due a due senza punti a comune, si avrebbe :

7) Cfr. G. ViTALI e G. SANSONE: Moderna tcoria delle funzioni dé
variabile reale. (Editore Zanichelli), pag. 58.
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[e2)
mi(G) = T m,(g,)=oc,e cid ¢ assurdo essendo (7 un insieme
n=-1
contenuto in (—1, 2).
Poniamo R=g, +g, (r,¥r,) e consideriamo due nu-
meri razionali r,. r, della successione 7, tali che:

(1 Ts— Ty =1, —Tq;

¢ wmanifesto che fissati r,, r, di numeri del tipo r,, r, sod-
disfacenti la (1) ne esistono una infinitd numerabile.

Mostriamo che l’'insieme R'=g,.k + g-, ha misura interna
uguale alla misura interna di R.

Osserviamo infatti che & possibile porre in corrispondenza
biunivoca i punti di 9r, con i punti di g, ; basta far corri-
spondere al punto 2’ +r, (con &' in g, di g, , il punto
2 4r, di g, . Analoga corrispondenza possiamo porre tra i
punti di gr, ed i punti di g, , e quindi i punti di R vengono
posti in tal modo in corrispondenza biunivoca con i punti di R'".

Ed allora per mostrare che m,(R) =m,(R’), basta far ve-
dere che ogni insieme chiuso C' contenuto in R ha per eor-
rispondente in R’ un insieme chiuso ¢’ (e viceversa), ed
inoltre risulta m(C) =m(C").

Sia o un punto di accumulazione sinistro (destro) di C',
e poniamo a=a +r,—7r,; per la (1) & a=a +r,—r,.
Detta 3 Pampiezza di un intorno destro (sinistro) di o, in
tale intorno cadrid almeno un punto di C’, punto che appar-
terra a g, od a g, e Se tale punto appartiene a g, . sard del
tipo #' 4 r,, # essendo un punto di g,, ed &:

(2) 0<a' 4+r,—ad<d W0O<d—2—r, <3
I1 corrispondente in C' del punto ' -+, & ' 47, , e poicheé:
¥ tr,—a=d tr,— (@ +r,—r)=0 +r,—7,
(a—a —r,=d+r,—r,—o' —r,—=adad —2 —r,)
risulta per la (2):
(3) 0<z+r,—a<3, O<a—a&—r,<?)

Se poi un punto di C' che cade nell’intorno destro (si-
nistro) di ampiezza 3, appartiene a g,, , sard del tipo 2" 4 r,,

17
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" essendo un punto di g,, ed &:
(2) 0<a"4+r—ad <3 O<od—a"—r <)

Ma il corrispondente in C del punto 2"+, & 2" +r,,
e poiche:

't rg—a=a"+r,—(@+r,—r)=a"+r —a,

(“-x"—'q=“'+'q—r¢—x"—r,,:a'—z"—r,)
risulta per la (2):
(3') 0<a"+r,—a<3y, 0<a—a"—r, <3).

La (3) e (3') ci dicono che nell’intorno destro (sinistro) di
a2 di ampiezza & cade almeno un punto di C, quindi « & un
punto di accumulazione a sinistra (destra) di C'; essendo C
chiuso, a apparterra a C, e sara o un punto di g,, o un punto di
gr,- Se a appartiene a gr, » poiche & a=a —r,+1r,, d —r,
sard un punto &' di g, (e cid in virtd del fatto che traslando
gr, di —r, si ottiene Vinsieme g,), e quindi il corrispondente
di « in ¢ sard il corrispondente di ' 41, (@ =a —1r,) in
gr,, € precisamente il punto &’ 4 r,, cioé a’. Se « appartiene
invece a gr, > poiché & a—=a —1r;+ r,, & —r; sard un punto
«' di g,, e quindi il corrispondente di « in C* sard il corri-
spondente di «”"+r, (¢=d& —r;) in g, , cio¢ a”+r,,
cioé o.

Ne segue che o, punto di accumulazione di (. appartiene
a €', e quindi €' risulta chiuso.

Ricordando poi che la corrispondenza tra gli insiemi R
ed R' & biunivoca, con analogo ragionamento segue che ad
ogni insieme chiuso ¢’ contenuto in R’ corrisponde un insieme
chiuso C contenuto in R.

Per mostrare poi che m(C)=m(("), basta far vedere che
considerato un qualsivoglia insieme aperto A contenente C,
si pud trovare un insieme aperto A’ contenente C’, con
m(A)=m(A’), e viceversa; e ¢id in virtd del fatto che la misura
di un insieme chiuso coincide con Pestremo inferiore della
classe delle misure degli insiemi aperti contenenti linsieme
chiuso.
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[0 o]
Sia A= X (a,. b,) un insieme aperto contenente C, e con-
n=1

sideriamo V’insieme aperto A* ottenuto traslando A di: r, —7r,=
=r,—r,.

Se un punto di C* appartiene a g, , sard del tipo &' + 7,
ed il corrispondente in C di tale punto appartiene a gr, » ed e
+r,.

Poich¢ A contiene C, 2’ + r, sara interno ad un inter-
vallo di A, ad esempio all’intervallo (a,, b):

o <a+r,<b.
Da questa relazione si deduce:
(4) . a+r,—r, <o +r,<btr,—r,.

Ed osservando che il corrispondente in A’ dell'intervallo
(@, b) & (a/, b)) = (& +r,—r,, b+ 1,—r,) ne segue dalla
(4) che 2’ 4+ r, & interno all’intervallo (a,, b/) di A"

Se poi un punto di ¢’ appartiene a g,,, sara del tipo #” + r,,
ed il corrispondente in C & 2” 4 r,; detto (a@;. b;) Vintervallo
di A che contiene #” 4 r,, sard:

a; < g4 r, <b;:
e da questa si deduce:
(4) a+ri—r, <o +r.<bj+r.—r,.

Ma il corrispondente in A’ delV’intervallo (a;, b)) & /a;, b;)=
=(@a;+r.—ry, bj+4r.—r,), e quindi la (4') ci dice che
«” + r, & interno alVintervallo (ay, b/) di 4'.

C' quindi @ contenuto in A4’, ed & manifestamente m(4)=
=m(4').

Con analogo ragionamento si mostra che ad ogni insieme
aperto A’ contenente (" si pud far corrispondere un insieme
aperto A contenente C' con m(A)=m(A').

Resta cosi completamente dimostrato che my(R)=m,(R).

In virtd di questa preposizione & facile ora far vedere che
la somma di due qualsivoglia insiemi della successione g,
ha misura interna nulla.
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Supponiamo infatti che sia m,(R)=—K (K >0), e deno-
tiamo con R, (n=1, 2, ...) la classe degli insiemi analoghi
ad R’ che sono una infinitA numerabile, i quali hanno come
sappiamo tutti misura interna uguale a K. Detto S linsieme
somma degli insiemi R, , risultera:

m.(S) = %m.‘(R,,) —= oC
n=1

e cio ¢ assurdo essendo S contenuto in (—1, 2).

Con analogo ragionamento si deduce che l’insieme somma
di un qualsivoglia numero finito di insiemi g, —ha misura
interna nulla.

Osserviamo ora che non pud avvenire che a partire da
un certo posto in poi tutti gli insiemi g, non abbiano punti
in (0, 1). Infatti posto m.(9,)=0b (0 <b<<1, essendo g,
non misurabile) denotiamo con r, il primo dei numeri razio-

nali r,, diverso da zero, tale che |7,| < 5

L’insieme gr, ha certamente dei punti che cadano in (0, 1).
Consideriamo un qualsivoglia intero ¢ maggiore di p, e

gli insiemi gy, , gr, , ..., gr (cOD r,¥F0, i=1, 2, .., q); tra
tali insiemi c¢’¢ certamente gr, . © detto r, il pit piccolo tra
i numeri |7, |, ||, ... |7|, denotiamo con 7, un qualsivoglia

numero razionale positivo minore di 7.

L’insieme g, , essendo 7, <r,<<|7, [, ha dei punti che
cadono in (0, 1), ed inoltre nella successione: g, , gr,, -
gr,, - i trova dopo il g-esimo. Essendo ¢ un intero arbitrario
Passerto & dimostrato.

Prendiamo in considerazione tra gli insiemi g, solo quelli,
che sono una infinitd numerabile, che hanno punti in (0, 1) e
continuiamo a denotarli gy, gr,, .., Gr,; .- -

Sia poi E, Vinsieme dei punti di g, che cadono in (0, 1),
e facciamo vedere che ogni punto dell’intervallo (0, 1) ap-
partiene all’insieme B = OED E,.

n=1

Infatti se ¢ @ un punto irrazionale di (0, 1), esiste un
insieme X della classe H i cui punti sono del tipo o - p,
(p, razionale), e quindi in g, ¢’¢ un numero del tipo ¢4 p,
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(—1 <p,<1);: ma essendo r, la successione di tutti i nu-
meri razionali delPintervallo aperto [—1, 1], tra gli r, c’¢
—pv, @ quindi tra gli insiemi g, c'¢ linsieme g_,, il quale
insieme contiene il numero s perche si ottiene traslando g¢,
di —p,. E poi ¢ un punto dell’intervallo (0, 1). e quindi s
cadrd in uno degli insiemi FE,, e precisamente in quello otte-
nuto da g_, dopo aver soppresso da questo quei punti che
eventualmente cadono fuori di (0,1).

Se poi ¢ fosse un punto razionale di (0, 1), tra gli insiemi
della classe H c¢’¢ Vinsieme X tutto costituito da punti ra-
zionali, e quindi in ¢, ¢’¢ un numero del tipo ¢4 ¢,., e con
analoghe considerazioni si deduce che ¢ cade in E.

Gli insiemi E, rappresentano quindi la ripartizione richie-
sta dei punti dell’intervallo (0.1).

3. - Sia E, (n=1, 2, 3, ...) la ripartizione dei punti del-
Pintervallo (0, 1) dell’asse delle r stabilita al numero prece-
dente, ed

€1y €pe Egy vy €

una successione di numeri positivi, decrescente e convergente a
zero, con &, <1.

Nel quadrato unitario chiuso @ del piano (a. y) definiamo
una funzione f(x, y) con la seguente legge: In ogni punto del
quadrato le cui coordinate hanno la forma (z. e,-z), con
zCE,, ¥+ 0, poniamo f(x, ¢,-¢) = 1: in ogni altro punto
del quadrato poniamo f(z, y)=0.

Dalla definizione posta segue: f(z. 0)=0 per 0 <z <1:
f(0, y)y=0 per 0 <<y <1,

Poiché gli insiemi E, non hanno a due a due punti a
comune, su ogni retta di equazione z=1x (0 <7< 1) esiste
un solo punto ove f(2, y) assume il valore 1, e quindi risulta:
y]imof(a:, y)=Ff(z, 0)=0 per 0<z<1.

Osserviamo poi che ogni retta di equazioney =9 (0 < y < 1)
incontra al pilt un numero finito di rette di equazione y =¢,-z
(n=1, 2, 3, ..), appunto perché la successione ¢, tende a
zero, e quindi su ogni retta y — ¢ esistono al pit un numero
finito di punti ove f(#, y) assume il valore 1; la funzione
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f(x, y) risulta dunque misurabile rispetto ad # per 0 <y <1.

Mostriamo ora che se 4+ & un qualsivoglia insieme di mi-
sura non nulla contenuto nell’intervallo (0, 1) delPasse @, la
convergenza in i della f(#, y) non pud essere uniforme, cied
non avviene mai che in corrispondenza ad ¢ > 0 arbitrario,
esista un 3(¢) > 0 tale che per 0 < y < 3(e), e qualunque sia
in 4, si abbia:

| f(@, ) —f(a, 0)| <e.

Basta far vedere che comunque si consideri un numero ar-
bitrario 3 > 0 esiste sempre almeno un punto (2, y') del qua-
drato, con ¥ <3 e con &' C i, tale che f(&', ¥Y)=1, e ¢id in
virtd del fatto che f(z, 0)=0 per 0 <<z < 1.

A tal scopo fissiamo un punto # di i, tale che Pinsieme 4,
dei punti di 4+ che si trovano a sinistra di # sia di misura
non nulla; & sicuramente z > 0, e denotiamo con ¢, il primo

8
dei numeri ¢, non maggiore dix .
Qo
E +1C ¥ E,, e poich¢ i, non pud essere contenuto nel-
n=t
Pinsieme S=F, + E,+ ... 4 E,_,, perché in tal caso avrebbe
misura nulla, essendo nulla la misura interna di S, ci saranno
certamente dei punti di i, che cadono in umno degli insiemi
E,, By, ..., By, ..
Detto #' (2 ¢ 0) un punto di i, che cade in E, (n=1),

il punto (&', ¢,-2’) ¢ un punto del quadrato con ¢, -2’ <5 2=39,

ed & f(, -2 )=1. A

Da tali considerazioni deduciamo che non & possibile I’esten-
sione diretta del teorema di Severini-Egorov alle funzioni misu-
rabili dipendenti da un parametro continuo, cioé non é vera la
seguente proposizione:

Sia f(z, y) una funzione definita in R: a<a2<0b,
¢ < y = d, misurabile rispetto ad », e tale che lim f(z, y)—=
=1(s, 3o per a <z <b. v

E sempre possibile determinare in corrispondenza ad un
numero t > 0 arbitrario una porzione misurabile ¢ di (e, b)
tale che risulti m (%) > b—a —=+, ed in modo che abbia luogo
la seguente proprieta: per ogni &> 0 arbitrario esiste un
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3(¢) > 0 tale che per |y—y,| <3, e qualunque sia z in i,
risulti |f(z, y) —f(2, 9o | <e.

4. - Definiamo nel quadrato unitario chiuso @ del piano
(#, y) una funzione f(, y), continua rispetto ad y, non misu-
rabile rispetto ad «, la quale non ha la proprietd della con-
tinuitd rispetto ad y in modo semiuniforme in Q.

Sia E, (n=1, 2, 3, ..) la ripartizione dei punti dell’in-
tervallo (0, 1) dell’asse delle z, stabilita al numero 2, ed

@y, €, 0, @, &, by, .., Gy, &, by, ...

una successione di numeri positivi, decrescente e convergente a
zero, con a, < 1.

Nel quadrato unitario del piano (#, y) definiamo una fun-
zione f(#, y) con la seguente legge: In ogni puntc del qua-
drato le cui coordinate hanno la forma (@, ¢,-z), con ¢ C HE,,
# ¥ 0, poniamo f(@, e,-#¢)=1; poniamo poi f(®, @, -z)=0,
f(2, bn'w)“——o (2 CEu: wzFO)

Nei tratti paralleli all’asse y: (@, b, ®), (@, &,*®); (@, &,-2),
(®, a,-2) definiamo f(x, y) lineare. In ogni altro punto del
quadrato poniamo f(2, y)=0.

Poicheé gli insiemi E, non hanno a due a due punti a
comune, segue immediatamente dalla definizione posta che
la funzione f(«, y) ¢ continua rispetto ad .

Consideriamo le rette r,, r,, passanti per lorigine del
piano cartesiano (x, y) e rispettivamente di coefficente ango-
lare a, , ¢, , e denotiamo con P, il punto d’incontro della retta
r, con la retta di equazione #=1.

Sia RY il punto d’intersezione della retta r, con la paral-
lela allasse @ condotta per P,; P{ il punto d’intersezione
della retta r, con la parallela all’asse y condotta per Rm
e cosi proseguendo denotiamo con R4 il punto d'incontro
tra la retta r, e la parallela all’asse x per Py , € con Pty
il punto d’incontro tra la retta r, e la parallela all’asse
y per R& (m=1, 2, 3, ..).

In tal modo si viene a definire la spezzata P,,, L if.’), P(”,
R®, PP R® .., B™, P .., racchiusa tra le rette rn,
7., con i punti R(” Rf,’),..., Ry ", ..., appartenenti alla retta
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r., i punti Py, PP, .., P, .. appartenenti alla retta r,,

i tratti P,RY; PORP; PPRY;.... PUVRI™™; ... paralleli all’asse
z, e con i tratti RVPY; RPPY;...; RUVPYY; ...; paralleli al-
Passe y.

I punti 7%, T2, 1P, ..., T3, ... proiezioni sull’asse r dei
punti PP, P, PP, ... P{™, ..., suddividono Vintervallo (0, 1)
in una infinitd numerabile di intervalli. Se f(#. y) fosse
misurabile rispetto ad x, sarebbe misurabile Pinsieme
Gf.”{O < f(®, ¥,) =1}, con V<2 < 1, y, essendo lordinata
di P,. Ma la proiezione di 'Y sullasse z @ la porzione Eﬁ,”
di E, compresa nell’intervallo semichiuso a destra [Tﬁ,l), 1),
quindi E'Psarebbe misurabile.

Analogamente sarebbe pure misurabile la porzione E.’
di E, compresa nell’intervallo semichiuso a destra [’l'i.z), Tﬁ,"),
e cosl di seguito.

E poiche & m,(E,) =0, risulterh m(E{™)=0(m =1, 2, 3, ...).

Supposto- che il punto zero non appartenga ad E,, &
B,= S E™, e poich¢ gli insiemi B, E®, EY, .., E™, .

m=1
non hanno a due a due punti a comune, E, risulterd misurabile

e sard m(H,)=0. Se poi il punto zero appartiene ad -F,,

basta sopprimere da E, tale punto, e si conclude con m(E,) =0.

Quindi se f(x, y) fosse misurabile rispetto ad «, gli in-

siemi B, (n=1, 2, ..) risulterebbro wnisurabili e di misura

nulla. Cid & manifestamente assurdo perché gli insiemi

E, (n=1, 2, ...) non hanno a due a due punti a comune
[e o]

ed inoltre 3 E,= (0, 1).
n—1

Mostriamo ora che la funzione f(z, ¥) non & continua rispetto
ad y in modo semiuniforme in Q.

Detto ¢ un qualsivoglia insieme di misura non nulla con-
tenuto in (0, 1) ed I la porzione di @ costituita da quei punti
di @ che hanno l’ascissa in i, facciamo vedere che comunque
si consideri un 3> 0 & sempre possibile determinare due
punti distinti di I: (&, ¥), (¢, ¥'), con |y —y” | <3, in
modo che risulti: |f(«, ¥) —f(o, ¥)|=1.

A tale scopo fissiamo un punto & di ¢ tale che I'insieme
i, dei punti di i che non si trovano a sinistra di « sia di
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misura non nulla; & sicuramente z > 0, e denotiamo con ¢,

-

. . . . . . O
il primo dei numeri ¢, non maggiore di -.
T

(00}
E i,C X E,, e poiché i, non pud essere contenuto nel-
n=1

Pinsieme S=E, +E,+ E;+ ... + E,_,, perché in tal caso
avrebbe misura nulla, essendo nulla la misura interna di S,
c¢i saranno certamente dei punti di i, che cadono in uno
degli insiemi F,, K., E, ., ...

Detto 2 (2 F0) un punto di i, che cade in B, (n=r1),

il punto («, ¢,-#') & un punto di I, con ¢,-2 <5-m:6, ed &
f(#, e,-2')=1.

E poiché il punto (&', 0) appartiene ad I, ed inoltre
f(®, 0)=0 per 0 < <'1. risulta | f(a', e, -2') — f(a'. 0) | =1,
con g, -2 <32.

5. - Definiamo nel quadrato unitario chiuso @ del piano
(2, ¥) una funzione f(z, y), continua rispetto ad y, non misu-
rabile rispetto ad , 1a quale ha la proprieta della continuita
rispetto ad ¥ in modo semiuniforme in Q.

Sia E, (n=1, 2, 3, ...) la ripartizione dei punti dell’inter-
vallo (0, 1) dell’asse delle z, stabilita al n. 2. e denotiamo
con E* il primo degli insiemi di tale successione che non sia
misurabile. Detti poi a, b, ¢ tre numeri positivi con 0 <a <
<b<c¢=1, definiamo nel quadrato unitario chiuso @ del
piano (@, y) una funzione f(x, y) con la seguente legge: In
ogni punto del quadrato le cui coordinate hanno la forma
(@, b-2), con zC E*, z ¥ 0, poniamo f(z, b-z) =1; poniamo
poi f(z, a-2) =0, f(z, c&) =0 (xC E*, r=F0). Nei tratti
paralleli all’asse y: (z, a-2), (2, b-2); (2, b-2), (x, c-2), de-
finiamo f(z, y) lineare. In ogni altro punto del quadrato po-
niamo f(z, y) =0.

Dalla definizione posta segue immediatamente che f(z, y)
é continua rispetto ad .

Con analogo ragionamento fatto al n. 4 si mostra che
f(®, y) non & misurabile rispetto ad z, perché se lo fosse E*
risulterebbe misurabile.



266 CALOGERO VINTI

Mostriamo ora che f(@, y) & continua rispetto ad ¥ in modo
semiuniforme in Q.

Sia R:d<z<V,0<y<1con a>0, <1 un ret-
tangolo contenuto in R. Per ogni z appartenente all’inter-
vallo (a/, '), f(#, y) come funzione della y in (0, 1) ammette
derivata rispetto ad y, tranne che nei punti (@, a-2), (2, b-2),
(=, c-x), se ¢ appartiene ad E*. Al variare di # in (a/, ¥),
tali derivate sono manifestatamente equilimitate, e quindi
detto M >0 un numero tale che |f,/(z, y)| <M, risulta:
[f(®, ¥)—f(2y") | <4M |y —y"| per ¢ <2 <7V, e comun-
que fissiamo 9 ed ¥"” in (0, 1).

Ne segue che in corrispondenza ad & > 0 arbitrario, & pos-
sibile determinare un numero positivo ¢(e): o(e) = ﬁ, tale

che detti (@, y') ed (x, ¥”) due punti di R’ con [y —y" | <o,
risulti: | f(2, ¥) —f(®, ¥") | <e.



