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ALCUNI TEOREMI SULLE SERIE
CONIUGATE DELLA SERIE DI FOURIER
DI UNA FUNZIONE DI PIU VARIABILI

Nota (*) di Fasio MaNAres1 (a Bologna)

1. - Nella presente nota si estende alle funzioni di piu va-
riabili un teorema stabilito da Szasz?) relativo alle funzioni
di una variabhile.

Per semplicita di esposizione ci si limita ai casi di funzioni
di due variabili (nn. 2, 3) e di tre variabili (n. 4), e nel n. 5
si dA un cenno sul modo di ottenere analoghi risultati per
le funzioni di un numero qualunque di variabili.

2. - Sia f(#, y) una funzione periodica, di periodo 2=, ri-
spetto ad # e ad y, sommabile nel quadrato Q@ = (0 <<z < 2w,
0 <y <27 e sia

o o] oo
(1) 2 3 Am, n(Am,n c0os mx cos ny + By, Sen mzx cos ny -+
m=0 n=0

+ Cu,n cos mz sen ny + D, » Sen mz sen ny),

ove

se m=n=20

se m=0,n>0; m>0,n=0

N
[ Y ST Sy

Amn = |
( se m>0,n>0,

la serie di Fourier della f(z, y).

(*) Pervenuta in Redazione il 5 giugno 1957.
Indirizzo dell'A.: Istituto matematico, Universitd, Bologna.

1) O. SzAisz, The jump of a function determined by its Fourier
coefficients, « Dnke Math. J.», 4 (1938), pp. 401-407, in particolare § 2.
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Denotata con Sm,u = Sm.»(®, y) la ridotta di indici m, n
(m, n=0, 1, 2, ..) della (1), si ponga

os ds
32)’” = 85’1')7 "(x’ y) = é(:':,z” ’ s::n = Ss:),n(x» ?/) == a(;;;_),} ’
) . '
1,2 _ (1,2) O Sw,m
Swin = 5w V) = Fonz)a(ny)

Le successioni (2) definiscono le tre serie coniugate della
(1) e verranno chiamate ordinatamente coniugata prima ri-
spetto ad @, coniugata prima rispetto ad y e coniugata seconda
rispetto ad = e y.

Se

(1) __ (1) (2 __ (2) (1,2) _ _(1,2)
Or,s = Us', T, Y), Or,s = Op s(T, Y), Ors = Gp’s (T, Y).

(r, s=1, 2,3, ...,

rappresentano le medie (C, 1, 1) rispettivamente della prima,
seconda e terza delle (2), si dimestra anzitutto il seguente

TeoreMA 1. Se f(x, y) é una funzione periodica, di periodo
2=, rispetto ad ¢ e ad y, sommabdile e verificante la condizione
(L) ?) in Q, allora, in ogni punto (&, y) & cui 8i possa associare
un numero (&, y) tale che

3) fm.%[hﬂw+my+w—ﬂw+my—w—
: —+o oo

—fle —u, y+v)+ flx — u, y — v) — ¢z, y)| dudv =0,

risulta
. log 2\?
@)  lim (092 — otk — o ik + on) = (T) 9z, y)-
m t —0
”

2) Si dice che la funzione f(z, y) soddisfa in Q alla cendizione (L),
se esiste un numero positivo L tale che le due disuguaglianze

2T 2n
[1f@ ylaz<L, [ 9)idy<L,
[} [ 4

valgano rispettivamente per quasi tutti gli ¥ e quasi tutti gli ¢ di
O, 2xn).

Cfr. L. ToNeELL1, Serie trigonometriche, Zanichelli, Bologna (1928),
p. 488.
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Si ha
211’ 2n
(1,2) sen r(x — )
ne = 41: rs flw, ) -1
° o 2 sen’- (z — u)
2
1 1
cos = (x — u) cos; (y — v)

— 2 sen s(y — v) s 2 dudv,

dy—v  sengy—v)

1
sené(x—u) 2 sen’ 2(

(r,s=1,2, 3, ..

e quindi
i — it — ol + o2 =
21 2m seng(a:—u) 2 seng(y—v) 2
= f j flu, v)senm(z—u)senn(y—v) dudv =
4n2mn 1
rai sen —~ (:c—u) sené(y—v)
1 ™ ow sen’—;u 2 sengv 2
= Emn / j flx —u, y—v) sen mu sen nv dudv =
Ynln sen .—zu sen 3 v

j f (e, §+-0) — F@-t y—0)— flo—1, y+0)-+flo—1, y—0)]-

m 2 n .2
sen E‘ u sen § v
1 dudv.

sen s % sen v
2 2

41t mn

- Sen mu sen nv

Si osservi ora che

dudv

m 2 n
sen — B u sen v

sen mu sen nv

Im,n =

£

sen - % sen_ v
2 2

si pud considerare come il prodotto della media (C, 1) rela-
tiva alla serie di coseni di senmz per # =0 e della media
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(C, 1) relativa alla serie di coseni di senny per y =0, sicche,
avendosi

oo
senmzc\v%—l-z a, COS P, o<z<m,
p.=1
Bo , X
sennycx:—z——l-)..ﬁ,,cosw, O<y<m,
y=1
ove
_2 m m_t
“p_&mz_pz[l_(_l) P]7 (}LZO, 1)-"r m—l),
2 n .
ﬁv=1—tnz_vz[l_(_1) ]) (V:O, 1, .., n—1)
risulta
Imn=
2 '" 1—(— 1)'”+P$ 1 1—-(—1)»tv
—[1—(—=1)m™ - M —[1—(-1)"]4 - =
[ i b= p.=1 mtn vl B 1)]+1tv_1 Iy
= Wy Oy .
Poiche *)
(5) lim w,, = lim 0, = 2 log 2,
m —» 0 n — 00 k1
si trae
2 2
(6) lim I,..,,.=(;t log 2).
e

Si pud quindi scrivere

(1, 2) 1,2 2 1,2 1
O2m, 2n — G;M,Zt - Gi,l., 21: Gsn,n) i O Wy P(Z, Y) | =

411: mn

[[f(x+u,1+v) f@ 4y y— ) — (@ — 4y y+v) +

+ f@ —u, y —v) — 9=, y)] -

8) Loc. cit. in1), pp. 404-405.
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m 2 n N2
sen — u sen - v
2 2
. sen mu sen nv ] —y dudv | <<
senéu senév
1 s
< gt | [ 1o+ 0 y+ 0 — o+ u, y—0) — fa—w, y+0)+
00
m 2 n 2
Sen'gu senév
+flw—u, y —v)— 9. y) |- | —1 — | dudv
senzu senév

Per un teorema di Lebesgue*) I'ultimo membre tende a
m ..
Zero per n: — o0 e pertanto, in virtu della (6), segue 1’asserto.

Si noti che, ponendo nella (4} m=2=2I*, n=2" e conside-
randone la media (C, 1, 1), si ottiene

i L = (22,

bl —oo

3. - Si stabiliscono ora gli analoghi teoremi relativi alle
due serie coniugate prime della (1).

TeoreMa II. Se f(», y) é una funzione periodica, di pe-
riodo 2w, rispetto ad x e ad y, sommabile e verificante la
condizione (L) in @, allorae, in ogni punto (x, y) @ cui si possa
associare un numero ¢(x, y) tale che

m oo [1e+u v+ 0+ fa+u y—o—
of —>TO oo

—flz —u, y4+v)— flx —u, y — v) — 9(z, y)| dudv =0,

risulta

. 110 2
©) l.1m (Com, 5 — O ) =
m

”)

¢, v)

-— Q0

4) Loc. cit. in2), p. 495.



186 FABI0O MANARESI

e quindi

C) lm (0%, 2n a‘zt.’... ) m + o) = 0.

”’-—-»oo

Si ha

o), = 1 /27?;(14, ” [ senr(z —u)

2,
41tm'o o 2sen2§(x—u)

dudv, (r,s=1,2,3,..),

1 s 2
rcos é(x—u)] seng(y—v)

1 1
sené(:z — ) senw2(y —)
e quindi
Oonn — Omn =
1 2w 2w sen%'(x—u) 2 senzzl (y--v)\*
— i / [ fu, v)senm(z—u) dudv =
4n’mn, 1
00 sen 5 (x—u) sen (y—v)
1 mT
=g | | Vet w vt et u y—9—
o0

—fe—u, y +v)— flz — u, y—v)]sen mu -

m 2 n 2
sen§u senév
AU L P b
2 2

1
oy — Ty — 7 OmP(, ¥)

|//[f(x+u, b+t y— o) —

41t mn
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—fle —u, y+ ) — flz —u, y — v) — ¢(x, y)]sen mu -

2 2

[/\f(x+u, b+ )+ f@+u, y—v)—

—fz—u, y+v)—flx—u, y —v)— o, y)| -

41: mn

2

s m1\2 sen = v
en - % en 5
2 2

. 3 / i dudv,
sen - % sen - v

2 2

sicché, in virtd della (5) e del citato teorema di Lebesgue,
resta provata la (8).
Conseguentemente

1 log 2
(1) 0g
zn) 5 & (p(l‘, ),

lim (ozm on ~
” ‘ —®©

che, insieme con la (8), dimostra la (9).
Con lo stesso ragionamento adottato nella dimostrazione

del teorema II, si prova che:

Se f(x, y) é una funzione periodica, di periodo 2%, rispetto
ad z e ad y, sommabile e verificante la condizione (L) in Q,
allora, in ogni punto (z, y) a cui i pPossa associare un numero

o(x, y) tale che

tim —”lf(z+u Y+ ) —f@+u y—o)+

“‘-—.
ol

+ fle—u, y + v)— flx —u, y — v) — 9(x, y) | dudv = 0,

risulta

i 1 log 2
Iim (of,":) 2 — of,’.z ") = =

e

Y)
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e quindi

. (2) (2) (2) (2) \ _
lim (Uzm,n — C2m,n — Om, 2n + Om, w) = 0.

ks

4. - In questo n. si accenna alla dimostrazione di teoremi
analoghi a I, IT e relativi alle funzioni di tre variabili.

Sia f(x, y, ) una funzione periodica, di periodo 2=, ri-
spetto a ciascuna delle variabili, e sommabile nel dominio ret-
tangolare Q=0<z<2%, 0 <y <2m, 0<2=<2m) e sia

0 (e 0] oo
(10) 2 X I Amyn,pAm,np COS ML cOS ny cos pz +
m=0 n=0 p=0

+ By, n, p €0s mz cos ny sen pz + Cyy n,p COS M sen ny cos pz -+
+ Do, n,p Sen mx cos nY €os pz + Ep n,p COS mz sen ny sen pz 4
+ Fuu,m,p sen mz cos ny sen pz + G, n,p S mz sen ny cos pz +

+ H,u, »,p S€n mz sen ny sen pz),

ove
{
5-13» se m=n=p=0
1
i e m=0 n>0p>0; m>0, n=0, p>0;
)""’”ip= m>0v”>0’ p=0
—; se m=0,n=0 p>0; m=0,n>0, p=0;
m>0 n=0 p=0
1 se m>0,2>0, p>0,

i

la sua serie di Fourier.
Indicata con Sy,m,p == Sy n.p (¢, ¥, 2) la ridotta di indici
m, n, p (m, n, p=20, 1, 2, ...) della (10), si ponga

T _Bmmp o Bmmp @ Bmayp
P = mz) * P T Jmy) * ™MP T apr)
(11) / - Sm, m, p R p— ISm,m, p - Sm.n.p
P T Y ma)(ny)” ™™ T dma)d(pz)’ T ™P T (ny)d(p2)
(1,2,8) ___ assm. ", p

L Sm e = ) (pz)
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Le successioni (11) definiscono le scrie coniugate della
(10) e precisamente le tre serie coniugate prime, le tre

serie coniugate seconde e la serie coniugata terza. Se con

1 __ — (3) -
Oy, s, t = Ur,s,t(x, Y, 2), O',-,s t= 01 s Hz, v, 2), or,s t = Op, s,t(x; Y, 2),

(1, 2) (1,2) o (1, 3) — (1, a>, (2,8) __ (2,3) ~
Oy, ’s,t = cr, s, (xy Y, ), Op,5,t = cr,s 1z, Y, -'), Or,s.t = O, s,t(x, Y, ")a

o = o %@, y, 2) si indicano le medie (C, 1, 1, 1) delle
(11) ordinatamente, ragionando come nei nn. 2 e 3, si riconosce

che, ove f(x, y, ) soddisfi alla condizione (L) in @,

'“17".‘
lim T+ u, v, 2+ w
m Ulf\+ y+v, 2+ w)—
0 0 0

—f@ 4w, y+v, 2 —w)—flz+u, y—v, 2+ w) +
+fe4+u y—v, z2—w)— fle—u y+v 2+ w)+
+ fx—u, y+v, z—w)+fe—u, y—ov, 24 10)—
—fe—u, y—v, 2 —w)— 9z, y, 2)|dudvdw =0

implica

: (1,2, 3) (1,2,3) (1 2,8) (1 2,3) (1 2.3)
lim (O'zm m.2p — Om.2n,2p — O2m, n, 2p + Om, n, 2p — O2m, 2n, p -+
m, n, p—> 0

3
(1,2,3) 1,2,9) (12,3 __ (log 2)*
+ Om, 2n, p Com,n,p — Om,n,p — ( p oz, ¥, 2);

w v

Jim j”|f(x+u,y+v,z+w)+

U, 0, W—> 40

+f(a:—|—u, y+v7 z-—w)—f(x—l—u, y—v, Z—l—’LU)—-

—fetu y—v, z2—w)—flz—u, y+v, 2+ w)—

—fEe—uy+v, z—w)+flz—u, y—v 2+ w) +

+ foe—u, y—v, z2—w)— ¢z, y, 2)|dudvdw =0
implica

(1, 2) (1, 2) (1,2) (1,2)
(Gz’”: 20, p = O2m, n,p Gm’ 2n, p G"‘: np —

1 (log 2?
=§( o )(P(Z, Y, Z)

lim
m, %, p— Q0
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e quindi
. (1.2) (1,2) (1.2) (1,2) (1,2)
lim (G2m, 21, 2p — Oom, 21, 2p — O2m, w,20 + Oom, #,2p — Ozm,2n. p
", n, p— 0

(1,2) (1,2) (1,2) |
+ Omy2m,p + Ozm,m,p — Om,m,p) =

“ 0 1w

lim f[{ﬂr+my+mz+%w+

%, 9,90 —= 40 uvu)

+fetu y+v, z—w)+flztu y—ov z4+w+
+flzetu, y—v,z2—w)—flzr—u, y+v, 24+ w)—
—fo—u, y+v. z2—w)—flx—u, y—ov, 24+ w) —
—flz—u, y—v, 2— w)— 9z, y, 2)|dudvdw =0
implica
log2

. ( 1
lim (o3, m,p — Smm,p) = 53 —— 903, ¥, 2)
", %, p— n

e quindi

(1) (1) (1)
lim  (o2m,om, 2p = Om, 2:0, 2p ozm, %,2p + Om,m,2p — czm, mp +

", %, p— 00
(1) (1) (1)
+ G, 2n, p + Ozm,n.p — Tm,m, p) =0;

® 0w
T
-,o,.:?_l.-x.o UYW [l flx+u, y+v, 2+ w)—
0 0 0

—f($+‘u, y+vr z——w)-l_—f(:c+u, y— Z+’L0)—

—'f(z'l‘“’ Yy—v, z_w)—f(z_uy y+o, z+w)+

+fz—u, y+v,z—w)—flz—u y—v 2+ w+

+ iz —u, y—v, z2—w)— 9, y, 2)| dudvdw =0
implica

(1.9) (1,3) (1,8) s
(Ozm,ﬂ, 2p = O2m,n,» — Om,n,2p = Om,n,p —

log 2
YL P

lim
m, %, p—> 00
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e anche

: (1,8) (1, 8) (1,8) (1,3) (1,8)
lm  (ggm, 2m, 2p — Om, 2%, 2p — Oz2m,n, 2p Gy, 2p — Ozm, 21, p -+
m, %, p—00

(1,8) (1,3) 1.3
”.12”1P+ 2m, 8, p S’"')’P)_O
“ o w

lim o%%fﬁ[_[|f(z+u,y+v,z+w)+

%, 0, W —> -

+fz+u y+v, z—w)—flz+u, y—v, 24 w0)—
—fe+u,y—v,z—w)+fea—u, y+v 2+ w)+
+fx—u, y+v,z2—w—flx—u, y—v, 24+ w)—
—fz—u, y—v, z2—w) —g(, y, 2)| dudvdw = 0

0 o0 o0

implica
. 1 lo 2
Hm (0% omp— Ommp) = 53 —— 9@, ¥, 2)
”, %, p—>-0

e quindi

. 2 (2 (2) (2)
lim (oﬁ,.)., 2w, 2p cmzzn, 2p — G'rm n,2p T+ Omym, 2p — Ozm,om,p T

”,n, p— 0O
(2) (2) (2)
+ O, 2n, p + Com, 5, p — Om,n,p) — 0.

Analoghi risultati sussistono per le altre serie coniugate
(11).

5. - Le considerazioni dei nn. precedenti si possono esten-
dere alle funzioni di un numero qualunque r di variabili.

Considerata la funzione f(z,, #,, ..., #,) periodica, di pe-
riodo 2=, rispetto a ciascuna delle variabili e sommabile nel
dominio rettangolare @ = (0<z,<2r, 0<z,<2m, ..., 0<z,.<
= 2rx), si hanno 27 — 1 serie coniugate della sua serie di Fourier
2) coniugate seconde, ...,

(r : 1) coniugate (r — 1)-esime, (:) =1 coniugata r-esima.

e precisamente (I) coniugate prime, ( r

Per ogni serie coniugata k-esima (k=1, 2, ..., r) di indici
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Vi, V25 5 Vi, la Somma algebrica delle 2% medie (C, 1, 1, ..., 1)
. —
r
aventi &k degli indici m,, m,, .., m, e i segni corrispondenti
rispettivamente agli argomenti e ai segni della somma dei ter-
mini a cui da origine il calcolo dell’integrale

2my, 2my, 2m,

k
. ah‘If(El, 52, ciey E.k) : oo
[ / / 92108, ... 35, dE,dE, ... dEy,

my, My, My,

ha per limite

1 [log2\*
Sr—h (——n——) P(T1, Toy ey Ty,

per m, , My, .., M, — o, se: a) f(z¢, ®,, ..., ¥ soddisfa alla
condizione (L) in @, b) per u,, 4,, ..., #, — -+ 0, tende a zero
il prodotto di - per lintegrale rplo da 0 ad u,, da
UyUy ... Uy

0 ad u,, .., da 0 ad u,, del valore assoluio della differenza
tra la somma algebrica di 2* termini del tipe f(z,=xwu,,
Ty*+=Uy, ..., Z,=1u,), corrispondenti alle 2* disposizioni con
ripetizione dei segni 4, — a k a k, termini presi ciascuno
col proprio segno o col segno cambiato secondoché & pari o
dispari il numero dei segni — che figurano negli argomenti
di indici v,, V5, ..., V¢, € il numero @(®,, T,, ..., &)



