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ALCUNI TEOREMI SULLE SERIE

CONJUGATE DELLA SERIE DI FOURIER

DI UNA FUNZIONE DI PIÙ VARIABILI

Nota (*) di FABIO MANARESI (a Bologna)

1. - Nella presente nota si estende alle funzioni di più va-
riabili un teorema stabilito da Szász 1) relativo alle funzioni

di una variabile.

Per semplicità di esposizione ci si limita ai casi di funzioni
di due variabíli (nn. 2, 3) e di tre variabili (n. 4), e nel n. 5
si dà un cenno sul modo di ottenere analoghi risultati per
Ie funzioni di un numero qualunque di variabili.

2. - Sia f (~, y) una funzione períodíca, di periodo 203C0, ri-

spetto ad x e ad y, sommabile nel quadrato Q = (0  x  203C0,
0 ~ y ~ 203C0) e sia

ove

1a seríe dí Fouríer della f (ae, y).

( * ) Pervenuta in Redazíone il 5 giugno 1957.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universítá, Bologna.

1) O. SzÁSZ, jump o f a determined by its Fourier

coef f ácíents, « D~~ke Math. J, o, 4 ( 1938), pp. Ø1-407, in particolare § 2.
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Denotata con sm," = Sm, n (x, y) 1a ridotta dí indici m, n

( m, ~ - 0, 1, 2, ...) della ( 1), si ponga 
°

Le successioni (2) definiscono Ie tre coniugate della

(1) e verranno chiamate ordinatamente coniugata prima ri-

spetto ad ~= coniugata prima rispetto e coniugata seconda
rispetto ad ae e y.

Se

rappresentano 1e medie ( C, I, 1) ríspettívamente della prima,
seconda e terza delle ( 2), sí dimostra anzítutto i1 seguente

TEOREMA I. Se f ( x, y) è f unzíonc periodica, dí periodo
203C0, rispet to ad x e ad y, sommabíle e verificante ta condizione
( L) 2) in Q, a t lora, ín ogní punto ( as, y) a cuí 8i possa associare
un nux~~ero ~(x, y) tule che

risulta

2) Si dice che la funzione f (x, y ) soddisfa in Q alla condizione (L),
se esiste ~~~ numero positivo L tale c~~e 1e due disuguaglianze

valgano rispettivamente per quasi tutti g1i y e quasi tutti gli x di

(0, 203C0 ).
Cfr. L. Serie trigonometriche, Zanichelli, Bologna (1928),

p. 488.
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Sí ha

e quindi

Si osservi ora che

si pu6 considerare come il prodotto della media (C, 1j rela-

tiva alla serie di coseni di per ae = 0 e della media
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( C, 1) relativa alla ser.ie di coseni di per y - 0, sicchè,
avendosi

ove

risulta

Poichè 3)

si trae

Si può quindi scrivere

8) Loc. cit. in 1 ) , pp. 404-405.
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Per un teorema di Lebesgue 4) l’ultimo membro tende a

zero per n -- ~ e pertanto, in virtù della ( 6), segue 1’asserto.

Si noti che, ponendo nella (4) m = 2u, n = 2y e conside-

randone 1a media ( C, 1, 1), si ottiene

3. - Si stabílíscono ora g1í analoghi teoremi relativi alle

due serie coniugate prime della ( 1).

TEOREMA II. ~se f (x, y) è un ~r, f ~~~~zion e periodica, di pe-
riodo 203C4, rispetto ad x e ad y, e verificante 1a

condizione (L) i~~ Q, 03B1llo~°a, ir~ ogni punto (x, y) a c~~í si possa
ass o c icc~-e un y) tu te cl~ e

risutta

4) Loc. cít. in 2 ) , p. 495.



186

e quindi

Si ha

e quindi
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sícchè, in v írtù della (5) e del citato teorema di Lebesgue,
resta provata la (8).

Conseguentemente

che, insieme con 1a (8), dimostra 1a (~).
Con 1o stesso ragionamento adottato nella dimostrazione

de1 teorema II, sí prova che :

y) è una f unzione periodica, di periodo 2n, rispetto
ad x e ad y, sommabile e verificante ta condízione (L) ín Q,
atlora, in ogni (ae, y) a cI~’~ s~ possa assocíare un numero
~(ae, y) tale che

riBulta
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e quindi

4. - In questo n. si accenna alla dimostrazione di teoremi

analoghi a I, II e relativi alle funzioni di tre variabili.
Sia f (x, y, z) una funzione periodíca, di periodo 203C0, ri-

spetto a ciascuna delle variabili, e sommabile nel dominio ret-
tangolare (~ _ (0 ~ x ~ 203C0, 0  y ~ 203C0, 0  z ~ 203C0) e sia

ove

la sua serie di Fourier.

Indicata z) 1a ridotta di indici

p p = 0, 1, 2, ...) della (10), si ponga
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Le successioni ( 11) definiscono 1e serie coniugate della

(10) e precisamente le tre serie coniugate prime, 1e tre

serie coniugate seco~~~l e e 1a serie coniugata terz03B5c. Se con

(x, y, z) si indícano 1e medie ( C, 1, 1, 1) delle

(11) ordinatamente, ragionando come nei nn. 2 e 3, si riconosce
che, ove z) soddisfi alla condizione (L) in Q,

implica

implica
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e quindi

implica

e quindi

implica
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e anche

ímglica

e quindi

Analoghi risultati sussistono Ør 1e altre serie coniugate
(11).

5. - Le consíderazíaní dei nn. precedenti si possono esten-

dere alle funzíoní di un numero qualunque r di variabili.
Considerata la funzione ae2, ..., x,.) Øríodíea, di Ø-

riodo 2n, rísØtto a ciascun delle variabili e sommabile nel
dominio rettangolare Q (0 x1  2n, 0  x2  2n, ... , 0 C x,. 

si hanno 2’’ 1 sene convugate della sua serie dí Fourier

e preclsamente r } coníugate (r) cuníugate seconde, ... ,

! ) coniugate r = 1 coniugata 
Per ogni serie coniugata k-esima ( k = 1, 2, ... , r) di indici
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la somma algebrica delle 2~ medie

aventí k degli indici ... , e i segni corrispondenti
rispettivamente agli argomenti e ai segni della somma dei ter-
mini a cui dá origine il calcolo dell’integrale

ha per limite

per m1, m2, ... , 
-- Ø, se : a) x2, ... , x=) soddisfa alla

condizione (L) in Q, b) per u2 , ... , ur -- + o, tende a zero

il prodotto di 
1 

... u,. 
p er 1’ínte g rale r- p 1o da 0 ad ~~~ , da

0 ad ~~2 , ... , da 0 ad ~~T , del valore assoluio della differenza

tra la somma algebrica di 2~ termini del tipo 
x2 ± u2 , ... , -~- ~~r), corrispondenti alle 2~ disposizioni con
ripetizione dei segni +, - a k a k, termini presi ciascuno
col proprio segno o col segno cambiato secondochè è pari o

dispari il numero dei segni - che figurano negli argomenti
di indici v2 , ... , vk, e il numero ~ x2, ... , x,.).


