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SULLA TEORIA DEL POTENZIALE

Nota di ENrico MAGENES (¢ Modena)

In questa nota prenderd in considerazione il comporta-
mento alla frontiera del potenziale di doppio strato obliquo
e della derivata obliqua del potenziale di semplice strato
(ordinari e generalizzati) con momento e densitd solamente
sommabili e gli integrali principali connessi; e dimostrerd
la validita delle classiche relazioni limiti anche nelle nuove
ipotesi sulle densitd e i momenti, mettendo inoltre in rela-
zione i problemi e i risultati con recenti lavori di A. P. Car-
DERON e A. ZYGMUND [2]?), di S. G. MIHLIN [7] e miei [Gj.

1. - Sia D un dominio limitato e a connessione superfi-
ciale semplice dello spazio (z, y, 2) euclideo, la cui frontiera
F sia dotata di piano tangente e curvature continue; nell’in-
torno di ogni suo punto M la frontiera si pud rappresentare
allora, prendendo come piano (#, y) il piano tangente in W
e come asse z l'asse ny normale interno a F in M, mediante
Pequazione z= f(2, y), dove f(z, y) & funzione continua
con le sue derivate prime e seconde in un intorno dello
zero. Per ogni punto M di F sia definito un asse ly, non si-
tuato sul piano tangente a F in M e penetrante in I, i cui
coseni direttori siano funzioni hélderiane di M su F.

(*) Pervenuta in Redazione il 2 novembre 1955.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Modena.
1) I numeri tra [] si riferiscono alla bibliografia finale del pre-
sente lavoro.
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Sia poi ¢(@Q) una funzione sommabile su F e si consideri
il potenziale di semplice strato

1
(1) wWP) = f %9 pg e
F

E ben noto (v. [1] oppure il volume [8] di C. MIRANDA,
al quale pure rinvio fin d’ora per ogni risultato noto sulla
teoria del potenziale e delle equazioni ellittiche che interessi
in seguito) che, se ¢(Q) & anche hélderiana su F, per ogni
punto M di F vale la relazione limite

du'P)

(2) lim —— = = 2n cos (nw, la)9(M) +
Pee M (su £ny) Glu

N
+}/¢(Q)mﬁd"0

dove 4 ny sta ad indicare DPasse ny stesso e —ny asse
*

opposto e Vintegrale [ é un integrale principale di Caucny,
F
quando si assumano come « domini di esclusione » le porzioni

di superficie staccate su F dai cilindri circolari retti aventi
per asse fnu.

Proponiamoci ora di estendere la (2) al caso che ¢(Q)
sia solo sommabile su F. Si pongono allora anzitutto due
problemi: dimostrare UVesistenza del limite a primo membro
della (2) e dimostrare UVesistenza dellintegrale principale a
secondo membro della (2)..

I due problemi sono perd in strettissima relazione. Si
pud infatti facilmente dimostrare, come ora faremo, esten-
dendo semplici calcoli giad svolti da A. ZvemMuND e A. P. Car-
DERON [2] nel caso che F sia un piano, che per quasi-tutti ¢
punti M di F Vesistenza del limite e quella dell’integrale prin-
cipale sono due fatti equivalenti; e precisamente cid avviene
in tutti i cosidetti punti di LeresGur per la funzione ¢(®).

2) Tali sono i punti nei quali l'integrale j]q;(Q)—cp(M) doQ (B bo-
reliano di F') ha per derivata lo zero.
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Sia infatti M un tale punto. Assunta nell’intorno di M la
rappresentazione z=f(x, y), di cui si & sopra detto, indi-
chiamo per r > 0 con I', il cerchio del piano (z, y) di equa-
zione #* 4 y* <72 e con F, la porzione d&i F che si proietta
ortogonalmente su I',. Supponiamo anche, per semplicitd e
senza per questo ledere la generalitd ®), che sia ¢(M)=0;
allora in quanto M & un punto di LeEBESGUE per ¢, si ha

J19(Q) | dag

3 lim¥f _  —o0.
() rl]flo fz

Per le proprietd ammesse sulla funzione f(x, y) & possibile
determinare quattro numeri positivi R, H, p e q, con R <1,
tali che per ogni (z, y) di I’ e qualunque sia il numero 2, si
abbia, posto p =+ Va* + ¢*

4) |fz,y)|<Hp*<Hp , |fd%,v)|<Hp , |fyz, v)|<Hp
(%) pe®+2)<e*+ (2 —flz, ) <ap®+7°) *).

Supponiamo ora il punto P su ny e per fissare le idee sia
esso interno a D e dunque P= (0, 0, 2) con 2> 0; potremo
anche supporre z < R. Indichiamo con @, £, v i coseni diret-
tori di Iy e con Fg, la corona circolare di equazioni
<oty <R,

Si ha allora, posto per semplicitd ¢(z, y) = ¢(Q), se Q &
il punto di F di cordinate (2, y, f(2, ¥)),

du(P d 1
© T = [ %9 g 5 e+
F—F

R

3) Basta ricordare che la (2) vale se ¢ & costante e scomporre %(P)
nella somma

1 1
Ff [9(9) — o)) s do+ [ ¢(0) 7 dog-
F

4) I calcoli sono elementari e trovansi gid svolti ad es. in [4]
pag. 10-11.
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az + By + 1@ 9)—2) v A
+j oo, 4) e y»,].,, V1t £t fidady +

w+By+r(f(z, YV—2 ViLeELp
+ﬁ°"‘ Dty T o fo gy LTI S ey

Si osservi poi che, per definizione, Pintegrale principale
*
f ?(@) %{ ilb— doq ¢ il limite, se esiste finito,

. d 1
i, [ 0.k

F-F,

cioé anche

0 Jim | f "0 g1z 510 400+

az 4By +1f® ¥) Vi p 4 2
+ﬂ“’('?’)[x By b VIS Tt fy ey |

L’equivalenza sopra enunciata sard dunque ovviamente di-
mostrata quando si siano dimostrate le due seguenti relazioni

az + By + v(f(z, y)—2)
[#*+y* 4+ (z— f(z, y))' T

® lim [z VIt ot fidady=0
r,

az + By + v(f(=, !I)_ 2) —_
®  lim f [ ot 0| O f o

e+ By 1@ W yi e 1 e _
[ + v* + fi(= y)]"*] 1+ fz+ 1y dedy = 0.

Per dimostrare la (8), posto ¢ = pcosd, y=psend, indi-

chiamo con x(p, ) la funzione | g(z, y)| Y1+ f2 + f; espressa
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mediante le variabili p e ¥; tenendo presenti le (5), si ha

f[?(z.y) “z + Py VIi+ £+ fdedy | <
T,

10)

(2 +y*+(—fz y)ITh

x(P, 9

Introdotta la funzione

f 114
p) = j f x(r, Nrdrdd 0<p<R
si ha, per la (3), (p) = o(p?) %); inoltre & ¥ (¢) = x(p, Hd¥.
Quindi

Xe, % oo [ ¥ o _ dee
ff( E e N R DRV

C(VeXE—20Y , _ 4@ (@ L[
@+ 2" dpfvg 7 + 32 _f # — o)+ zs/ o(p)dp = o(1).

Dunque lintegrale a primo membro di (10) tende a zero
con z. Quanto all’integrale

flx, y) — Viterelr
f“’( DTy G f gyfs VLt i dedy

se si usa la stessa tecnica e si osserva che per le (4) risulta
|f(z, yy —2z| < Hp+ 2, si arriva a maggiorarlo in modulo

5) Indichiamo con o il simbolo di LanpAU, vale a dire v =o(¢) si-
gnifica che ; & infinitesimo.
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mediante integrali del tipo

" ek

(Pi+ z:)x,’dp = 0(1)
£, 1 P ‘
o= 13 / A dp <ot +; [oteMdo= ol

Ne segue la validita della (8).

Per dimostrare la (9) si osservi anzitutto che, applicando
il teorema del valore medio, detto z un opportuno numero tra
0 e z si ha, tenendo presenti anche le (4), per z<p <R <1,

[[e® + iz, y)I* —[p* + (2 — flz, ¥)I'T""| =
= 8|[p* + (¢ — flz, YTz — flz, 2| < 3(e* + 29)"2* +
+ 3(e* + #ha | f(z, y)| + 8| f(z, ¥) | 2* + 8f (=, y)z <
<3V2p2* 4+ 3HV2p* + 3Hpz* + 3H?z < Kp*z

con K costante opportuna.
Si ottiene allora, applicando anche le (5),

I/ [ ¥ 9=z + By) l[z e iy o

1
T &+ ¥+ P, y)T

] Vi+ 72 + £ dedy I <

[ / Xe, B - o2 ez 4»(9)2
W) ] e+ et "' + o %

_2K $R)e 2K (22 f ele dp <
T p*h (R2+4 22 p'h Y 82 ‘/: *+ 2 s 7Y —

<o(l) + 2% o f YO 3o — 51) 42 f ole—)dp = ol).
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Analogamente si tratta Dlintegrale

llr[ f(z’ y) [[’”2 il T'(zyz——f(: vy

_ fz, y) VIt Pt £ dod
T P | VLT ey

e d’altra parte questo integrale & ben noto nello studio della
derivata normale del potenziale di semplice strato (v. ad es.
[4] pag. 10-11), poiché la funzione tra parentesi quadre altro

non é che la differenza —g— -——_1—— — i —é~ .

Dunque & dimostrata anche la (9) e Vequivalenza che si
voleva.

2. - Ci si puo dunque limitare a studiare o l'esistenza del
limite a' primo membro della (2) o quella dell’integrale prin-
cipale a secondo membro; una volta dimostrata una delle due
egistenze ¢ immediato ricavare la validitd della (2), in virtd
della sua validitd quando ¢ & costante e del risultato dimeo-
strato nel numero precedente.

La dlmostrazwne du-etta dell’esistenza per quasi-tutti gli

M di F, dell’mtegrale [ ?(Q) — dl IQ dasg non si presenta

perd semplice; essa & stata ottenuta supponendo che F sia un
piano, da A. ZyeMUND e A. P. CaLpErON [2].

Ma si pud osservare che & piu semplice dimostrare Vesi-
stenza del limite

(11) lim du(P)

P—s M (su +n 2 dlu

Tale esistenza per quasi-tutti gli M di F consegue dai la-
vori di C. W. OseeN [10], come ho gid avuto occasione di
osservare in [6] (v. POsservazione del n. 3).
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Infatti ogni potenziale di semplice strato (1) si pud rap-
presentare anche nella forma

wP) = [ CQHQ, Pisq
F

dove %(Q) @ una funzione sommabile su F e H(Q, P) & il nu-
cleo introdotto dall’OseEN, e di qui consegue l’esistenza per
quasi-tutti gli M di F del limite (11) (si veda appunto il
n. 3 di [6]9)).

Questa semplice osservazione mi sembra rivesta partico-
lare interesse quando si passa a considerare gli analoghi pro-
blemi per Vequazione generale, lineare omogenea di tipo ellit-
tico, anche in un numero qualunque di variabili

1,m ‘u 1,

du
p] — =0.
+ 2 ba 3 +ecu=0

Ank =~
Mk OZnOTk Mk

(12)

B noto che in opportune ipotesi di regolaritd sui coeffi-
cienti di (12) si possono considerare tra le soluzioni di (12)
i cosidetti potenziali generalizzati di semplice strato, ana-
loghi ad (1),

wP) = [ 2(@)6(Q, P)iog
F

dove G(Q, P) & una soluzione fondamentale della (12) e ¢(Q)
é sommabile su F. Ed & anche noto che se ¢ & holderiana su F
vale la relazione analoga alla (2). Si pongono dunque gli stessi
problemi ora considerati per la (2).

Orbene i calcoli svolti nel numero precedente si possono
estendere, anche in m variabili, in modo sostanzialmente ana-
logo (e solo per brevitd ci siamo limitati nel n. 1 al caso del
potenziale ordinario), onde dimostrare Vequivalenza dellesi-

6) In [6] ho considerato in particolare il caso in cui ¢ € { sono
di quadrato sommabile su ¥, ma le considerazioni fatte valgono con le
modifiche del caso, anche se { e ¢ sono solo sommabili.
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stenza del limite (11) e dell’integrale principale.
i d
(13) [ Q) 57, G, Qdag
F

E poiche i risultati del’OsSeeN sono stati estesi da G. Gr-
raUD [5] all’equazione (12), si pud affermare Vesistenza per
quasi-tutti gli M di F del limite (11), anche in questo caso piu
generale.

Ne viene cosi Vesistenza per quasi-tutti gli M di F dell’in-
tegrale principale (13) relativo ¢ una qualunque equazione (12)
di tipo ellittico.

Questo risultato risponde in modo esauriente, limitatamente
agli integrali principali del tipo (13), ad una questione aperta
nella teoria degli integrali principali (v. i lavori di A. P. Car-
DERON - A. ZyeMUND [2], [8] e di S. G. M1HLIN [7] e la confe-
renza di C. Miranpa [9]), alla quale finora si era risposto
(v. [2]) solo nel caso che lequazione (12) si riduca all’equa-
zione di LapraceE e F sia un iperpiano dello spazio ad m di-
mensioni 7).

3. - Le considerazioni dei n. precedenti si possono svolgere
anche per i cosidetti potenziali di doppio strato « obliquo ».

Consideriamo per fissare le idee (ma valgono anche qui le
estensioni al caso dell’equazione (12) in piu variabili) il po-
tenziale ordinario di doppio strato obliquo nello spazio a tre
dimensioni

d 1
(14) wP) = / ?(Q)’m
F

——dog.
PQ

Se ¢ & holderiana su F vale, come & noto, in ogni punto

7) Sard bene osservare esplicitamente che quando i coefficienti della
(12) non sono costanti in D l'integrale (13) non rientra in quelli stu-
diati da CaLbpEroN e ZyeMUND in [2]; per esso si conoscono per ora
risultati riguardanti la «convergenza in media» e non quella <«pun-
tuale» che qui interesserebbe (si veda, oltre a [2], anche [3] e [7]).
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M di F la relazione

(15) lim w(P) = == 2m cos (Inr. nu)p(M) +

P—s M (su iuu)

*
d 1
+ {?’(Q)d—lo ';l-:—é'ddq-
F

Nel caso che ¢ sia sommabile su F si possono svolgere a
proposito della (15) considerazioni e calcoli del tutto analo-
ghi a quelli svolti a proposito di (2), dimostrando che per
quasi-tutti gli M di F Vesistenza del limite a primo membro
e quella dell’integrale a secondo membro sono due fatti equi-
valenti.

D’altra parte ogni potenziale (14) & anche esprimibile come
un ordinario potenziale di doppio strato (normale)

1

d" PQ ddQ.

(16) w(P) = [ Q) 5—

Basta pensare che per noti risultati di teoria del poten-
ziale la (14) e la (16) si possono considerare come due trasfoi-
mazioni lineari continue dello spazio X delle funzioni somma-
bili su F nello spazio delle funzioni armoniche in D —FD e
sommabili in D, normalizzati entrambi nel modo abituale; tali
trasformazioni, per noti risultati sulla risoluzione del proble-
ma di DIrRICHLET mediante funzioni del tipo (14) e (16), hanno
lo stesso codominio se si considerano sulla varietd V delle fun-
zioni holderiane su F, varietd ovunque densa in X, e quindi
devono avere lo stesso codominio anche se considerate su
tutto X.

Ma per la (16) esiste il limite lim w(P), per quasi-
P—s M (su in )

tutti gli M di F, come & ben noto.
Dunque per quasi-tutti gli M di F esiste anche Vintegrale
*

d 1
¥Q) -— — dop e vale la (15).
F[ de o Q Q ( )

4. - Nei numeri precedenti si & in sostanza svolta una teo-
ria dei potenziali «obliqui » nel caso di densitd e momenti
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solo sommabili. Si & ora naturalmente portati a completare
questa teoria.

Una prima osservazione immediata & la seguente. Si con-
siderino due punti P+ e P— simmetrici rispetto al punto M
di F su ny, il primo seguente e il secondo precedente M nel
verso di ny, e le differenze

du(Pt)  du(P)
dla _‘dlM— , wP~) —wPT)

an

dove u(P) e w(P) sono dati rispettivamente dalla (1) e dalla
(14) con ¢ sommabile su F.

Dalla (2) e dalla (15) segue ovviamente che per quasi-tutti
gli M di F le due differenze tendono a 4z cos (ly, np)e (M)
quando P+ (e quindi P—) tende a M. Ma si pud osservare
che a questo risultato si arriva rapidamente con gli stessi
calcoli svolti nel n. 1, indipendentemente dalla validitd della
(2) e della (15) per quasi-tutti gli M di F.

Ci si. pud poi porre la questione del comportamento delle
derivate del potenziale di doppio strato obliquo, analoga-
mente a quanto & noto per il potenziale di doppio strato ordi-
nario normale. -

Procedimenti di calcolo assai vicini a quelli del n. 1
portano facilmente a dimostrare 8) che per quasi-tutti gli M
di F la differenza

dw(P+) _ dw(P-)
aly aly

18)

dove Iy ¢ il cosidetto asse coriflesso di ly®), tende a 4z cos(ly,
nu)pt (M)p(M) al tendere di P+ (e di P-) a M su ny,

8) La dimostrazione & stata infatti data per esteso dal dott. A. Max-
FERRARI e Si trovera in un lavoro di prossima pubblicazione.

9) Cioé, nel caso dei potenziali ordinari, I'asse simmetrico di Uy
rispetto a n, (si veda ad es. [8] n. 6). ’
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essendo B() (M) una opportuna funzione dipendente solo dalla
direzione Iy e nulla se ly— ny*°).

Il risultato ha interesse oltre che in sé¢ anche perché in-
sieme a quello relativo alle differenze (17) permette di ritro-
vare rapidamente il teorema di inversione della formula di
GREEN da me recentemente dimostrata in [6] con altro pro-
cedimento; e detto teorema di inversione si ottiene cosi in
ipotesi sui dati p e 3, che vi compaiono, pil generali di quelle
ammesse in [6] (la semplice sommabilita di . e & su F in
luogo della sommabilitd del loro quadrato *)).

Osserviamo infine che le considerazioni relative all’equi-
valenza del limite a primo membro di (15) e dell’integrale
principale (13) e all’analoga equivalenza del limite a primo
membro di (15) e dell’integrale principale a secondo mem-
bro, cosi come le precedenti osservazioni sui limiti delle dif-
ferenze (17) e (18), si possono svolgere anche se si conside-
rano potenziali relativi a una distribuzione anche non som-
mabile di masse e precisamente quando si sostituisca (1) con

j——dllo

a 1
diq g

e (14) con

dpq

essendo p. una misura definitiva sui boreliani di F. Conside-
cati i punti M di F in cui la p sia derivabile e detta ¢ la deri-
vata (densitd) di o in M, i risultati sono gli stessi e i calcoli
del tutto analoghi a quelli dimostrati per (1) e (14)

10) La funzione g% (M) & la funzione che compare nella.formula di
GREEN per assi obliqui

1 vdu 1 udvy
/ (a0 — vh,u)de = / (cos @, m) dl* ~ cos(l, ) db + B“’uv)da.

Si veda ad es. [8] n. 6.

11) Sard bene perd osservare che le considerazioni precedenti per-
mettono di arrivare solo al teorema di inversione e non ai teoremi di
unicitd e di completezza di cui & anche oggetto la memoria [6].

34
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